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Przedmowa

Nowozytne wizje nauki a powstanie teorii kontinuéw Wiestawa Woéjcika
stanowi pierwsza probe ukazania, w wielu plaszczyznach: matematycznej, me-
todologicznej, historycznej, filozoficznej, uwarunkowan dla pojawienia si¢
w topologii pojecia continuum, tak znaczacego nastgpnie dla ewolucji opisu ma-
tematycznego rzeczywistosci fizycznej, poczawszy od przetomu wieku XIX i XX
oraz w wieku XX.

Autor ukazuje cechy, ktore zadecydowaly o mozliwo$ci uzycia w ma-
tematyce — i w sposOb matematyczny — pojecia, wprawdzie znanego w kulturze
Zachodu od Starozytno$ci, giéwnie jednak funkcjonujacego jako uwiklane w
filozoficzne koncepcje bytu. Stad podjeta proba przesledzenia jak ,,intuicyjno-
filozoficzne” rozumienie continuum bylo ,,przetwarzane” dla potrzeb matema-
tyki i wptywalo najej rozwdj w XIX i XX wieku, poczawszy od Bolzano. Wia-
domo bowiem, Ze juz tzw. ,,geometryczny problem Bolzano” wymagal wypra-
cowania pewnych nowych teorii i struktur matematycznych, wsrod nich ,,topo-
logicznego pojecia wymiaru” oraz zwigzanej z tym konieczno$ci stworzenia
teorii continuum geometrycznego. Natomiast proby skonstruowania continuum
arytmetycznego sktonity Dedekinda do poszukiwania odpowiednio$ci migdzy
prosta geometrycznaa liczbami wymiernymi i w rezultacie dalszych prac do kon-
cepcji liczby obejmujacej poza liczbami wymiernymi takze niewymierne, pomy-
$lanej jako ,,narzedzie” dla realizacji continuum arytmetycznego. Poszukiwanie
narzgdzi matematycznych opisujacych rzeczywisto$¢ fizyczng wyrazilo si¢ w
podjetych przez Riemanna prébach skonstruowania pojecia ,,wielkosci wielokrot-
nie rozciaglej” a poprzedzone bylo ustaleniem ,logicznych zwiazkow” migdzy
geometrig rozuiniang jako czysta matematyka i jej zastosowaniem do wyrazenia
przestrzeni fizycznej. Takze w tym kierunku szty prace Cantora nad teorig liczb
rzeczywistych, zainspirowane poszukiwaniem narz¢dzia matematycznego wtia-
Sciwego dla wyrazenia ciaglosci procesow fizycznych (por. s.203). Pojecie conti-
nuum topologicznego bedzie ksztaltowane, z poczatkiem wieku XX, w pracach
Brouwera i Janiszewskiego.

Rozprawa Wiestawa Wojcika, czlonka zespotu Zaktadu Badan Koper-
nikanskich Instytutu Historii Nauki PAN, zostata przyjeta do serii Studia
Copernicana — podobnie jak rozprawa ukazujaca si¢ w tej serii jako tom kolej-
ny, XXXIX (Michata Kokowskiego: Thomas S. Kuhn a ,,rewolucja koperni-
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kowska”) — przez Profesora Pawla Czartoryskiego, tworce serii i jej redaktora
naczelnego w ciagu ponad trzydziestu lat. Wsrdéd wielu spraw, ktore Studia
zawdzigczaja swemu Tworcey, jest takze otwarcie na problematyke obu wymie-
nionych toméw. Odczytujemy je jako wynik szacunku dla historycznej cigglosci
rozwoju ludzkiej mysli, postrzeganej takze z perspektywy osiagnig¢¢ nauki wspol-
czesnej.

Z pewnoscig seria nie moglaby dalej istnie¢, gdyby zabraklo zyczliwej
gotowosci do wspotpracy catego Komitetu Redakcyjnego oraz zrozumienia dla
dzieta, polaczonego z uczestnictwem w finansowaniu, ze strony Dyrekcji THN
PAN.

Grazyna Rosinska

Foreword

The ,,Modern visions of science and the origin of continuum theories”
from Wiestaw Wojcik is devoted to the philosophical and mathematical bacgro-
und of'the concept of topological continuum, created at the beginning of the 20th
century.

Mr. Wojcik’s study, as well as the study that will appeare as volume
XXXIX of Studia Copernicana (Michat Kokowski, Thomas S. Kuhn and the
‘copernican revolution’) was accepted for publication by Professor Pawet
Czartoryski, the creator of the Studia Copernicana series and its editor for more
than thirty years.

Continuation of the Studia Copernicana would not be possible without
the help of the Editorial Board and the financial support of the Direction of the
Institute of the History of Science, Polish Academy of Sciences.

Grazyna Rosinska



Wstep

Niniejsza ksiazke tylko cze$ciowo mozna potraktowaé jako historig
powstania i rozwoju topologicznej teorii continuéw. Koncentruje si¢ ona bo-
wiem na samych narodzinach tej teorii i jej poczatkowym okresie rozwoju.
Gloéwny nacisk potozony jest na ukazaniu wzajemnych zaleznosci migedzy pew-
nymi zagadnieniami filozoficznymi z teorii poznania i z teorii wiedzy (idea
nauki uniwersalnej, definicja prawdy) a wprowadzaniem pojecia continuum do
matematyki.

Samo pojecie continuum (przypisywane bardzo czgsto strukturze prze-
strzeni i czasu) posiada znaczaca rang¢ filozoficzng i pojawito si¢ juz na po-
czatku rozwoju filozofii europejskiej, gtownie w paradoksach Zenona z Elei,
megarejczykOw i w rozwazaniach Arystotelesa. Rozwdj matematyki europej-
skiej, niemal od poczatku jej istnienia, byl zwigzany z pojeciem continuum.
Miato to miejsce np. w zwiazku z odkryciem odcinkéw niewspotmiernych
przez pitagorejczykéw, przy wprowadzaniu teorii stosunkéw Eudoksosa czy
metody wyczerpywania Archimedesa. Ten zwiazek ujawnil si¢ w sposob szcze-
golny w czasach nowozytnych, kiedy Leibniz zaczal uzywac pojgcia wielkosci
nieskonczenie matej, gdy odkryto rachunek rozniczkowy i catkowy, gdy w kon-
cu Dedekind i Cantor wprowadzili i zdefiniowali pojgcie continuum rzeczywi-
stego. Nie dziwi tez fakt, ze rowniez topologia (bedaca swoista filozofig geo-
metrii) zetknela si¢ w swoim rozwoju z pojeciem continuum.

Gloéwng inspiracjg do podjecia badan nad pojeciem continuum w kon-
tekscie filozoficzno-matematycznym byly dwie ksigzki Hermana Weyla: The
Continuum: a Critical Examination of the Foundation of Analysis oraz Philo-
sophy of Mathematics and Natural Science. RoOwniez artykuly René Thoma:
Czy mozliwajest matematyka kontinuum i Matematyka a rozumienie oraz praca
Dale M. Johnsona wydana w latach 1977-1980: The Problem of Invariance of
Dimension in the Growth ofModern Topology mialy znaczacy wplyw na pod-
jecie tych badan oraz ich ksztalt. Praca Johnsona w sposdb szczegotowy anali-
zuje zréodla powstania topologicznej teorii wymiaru. Dostrzega bogata ilos¢
powiazan odkry¢ matematycznych z zagadnieniami i refleksja filozoficzna.
Podjeta tam analiza historyczna pojgcia rozciagtosci (Scisle zwigzanego z poje-
ciem continuum) stala si¢ punktem wyjscia dla badan zawartych w tej pracy.
Chcialem ukaza¢, ze funkcjonujace w matematyce pojecie continuum niesie ze
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soba, jak sugeruje René Thom, usprawiedliwienie niektorych zagadnien filozo-
ficznych, m.in. ukazuje niesprzeczno$¢ nieskonczonosci aktualne;j.

W réznych podrecznikach topologii mozna znalez¢ (umieszczone gtow-
nie w przypisach) uwagi historyczne zwigzane z powstaniem poj¢¢ spdjnosci,
zwartos$ci czy samego continuum topologicznego. Najwigcej informacji zrodto-
wych znajduje si¢ w ksiazce K. Kuratowskiego Topologie wydanej w 1952 r. oraz
G. T. Whyburna Analytic topology z 1942 r. W 1998 r. ukazal si¢ drugi tom
Handbook of the History of General Topology pod redakcja C. E. Aullai R. Lo-
wena, w ktorym znajduje si¢ obszerny rozdziat ( napisany przez J. J. Charatoni-
ka) poswigcony historii teorii continuow. W matym stopniu dotyczy on jednak
jej wcezesnej historii. Ponadto, nie jest tam wykorzystywana metoda Lakatosa
badan historyczny pozwalajaca polaczy¢ kontekst filozoficzny i matematyczny
w jednej historycznej analizie.

Po ksiazce 1. Lakatosa Proofs and Refutations z 1976 r. dopiero T. Ko-
estier w 1991 r. przeprowadzit analizy historyczne (dotyczace m.in. pojawienia
si¢ pojecia ciggtosci u Cauchy’ego) w pelni wykorzystujagce metode Lakatosa.
Praca niniejsza rOwniez stosuje t¢ metodg badan.

W rozdziale I, wykorzystujac koncepcje prawdy Tarskiego oraz Fregego,
nieco modyfikuj¢ metode Lakatosa, aby peitniej ukaza¢ powigzania filozofii i ma-
tematyki. Jest to rozdzial metodologiczny, w ktorym analizowane sg rézne sposo-
by podejscia do historii matematyki. Na poczatku naswietlony jest krotko spor
migdzy zwolennikami internalistycznej oraz eksternalistycznej koncepcji rozwoju
nauki ze zwrdceniem szczegoélnej uwagi na pozytywne strony obu koncepcji.
Pokazana jest rola jaka niektorzy historycy matematyki (Késtner, M. Cantor,
Tannery, Enestrom, Loria i Vetter) przyznawali réznym elementom kulturo-
wym w rozwoju matematyki. Podkres§lona jest koncepcja historii genetycznej
Vettera, jako zastugujaca na szczegolna uwage ze wzgledu na ukazanie, ze hi-
storia matematyki jako taka ma swoje specyficzne zadania i swo6j wlasny kon-
tekst. Badania w ramach tak rozumianej historii polegaja na szukaniu wszyst-
kich sktadnikéw danego zjawiska, z jednoczesnym uwzglednieniem wlasciwe;j
hierarchii rangi rozpatrywanych zdarzen i wptywow (tego dotyczy § 1). Para-
graf2 poswigcony jest analizie pojg¢cia kontekstu historii nauki Pokazane jest,
ze historia nauki ma sens jedynie wtedy, gdy bada ,,logik¢ rozwoju” teorii na-
ukowych niezalezng (przynajmniej w pewnym stopniu) od samej rozwijajacej
si¢ teorii. W innym wypadku historia nauki zajmuje si¢ powtérnym odkrywa-
niem faktow, ktére dana teoria juz kiedy$ w przesztosci odkryta, a ktoére zo-
staly zapomniane lub nie sag w dostatecznym stopniu doceniane - historia nauki
traktowana jest zatem wtedy wylacznie jako sztuka wilasciwego rozkladania ak-
centow. Jako przyktad poszukiwania logiki rozwoju matematyki podana jest kon-
cepcja Lakatosa. Pozwala ona zrozumie¢ w jaki sposéb mozemy mowi¢ o kon-
tekscie historii nauki bez réwnoczesnego relatywizowania samej nauki i uzalez-
nianiajej od zmiennych okolicznosci historycznych.
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Doktadniej analizowana jest metoda Lakatosa w § 3, w oparciu o analizy
zawarte w ksiazce Proofs and Refutations dotyczace pojawienia si¢ w matematy-
ce pojeciajednostajnej zbieznosci. Te analizy mozna traktowaé przede wszystkim
jako argument za istnieniem wewngtrznej logiki rozwoju teorii matematycznych.
Nie tyle wazny jest rzeczywisty czas pojawienia si¢ jakiego$ odkrycia naukowe-
g0, co ,,czas wewnetrzny’’, ktoéry ukazuje kierunki rozwoju i zalezno$ci danych
struktur matematycznych. Celem badan w ramach historii matematyki jest nie
tyle wskazanie kiedy dane odkrycie mialo miejsce i jak do niego doszlo, lecz
ukazanie jak nowo odkryte pojecia czy metody dowodowe skupiajg wokot sie-
bie ré6znorodne problemy i zagadnienia (stricte matematyczne jak i filozoficzne)
oraz naswietlaja sposoby ich rozumienia i rozwigzania. Lakatos analizujac od-
krycie pojecia jednostajnej zbieznosci nie koncentruje si¢ na jego odkryciu (nie
wazny jest rowniez czas jego pojawienia si¢), lecz ukazuje mechanizm (logike
rozwoju) odpowiedzialny za powstanie tego pojgcia — jest to tzw. metoda do-
wodow i kontrprzykladow. Jest ona ogdlnym schematem matematycznego od-
krycia lub rozwoju matematycznych teorii.

Kolejna czg$é rozdziatu poswiecona jest uogolnieniu metody Lakatosa
i probie zobaczenia w niej rowniez schematu badan w ramach historii matema-
tyki. Glownymi narzedziami, ktére stluza do tego uogodlnienia sg twierdzenia
Tarskiego, zwigzane zjego definicja prawdy, jak i twierdzenie o dedukcji oraz
koncepcja prawdziwosci zdan Fregego. Twierdzenie Tarskiego o prawdzie mo-
Wi, ze nie istnieje mozliwos¢ sformutowania poprawnej definicji prawdy, jesli
metajezyk, w ktorym t¢ definicje formulujemy, nie jest istotnie bogatszy od
jezyka przedmiotowego. Proba zinterpretowania definicji prawdy w jezyku
przedmiotowym prowadzi nieuchronnie do pojawienia si¢ paradoksu klamcy,
natomiast bogactwo metajezyka daje mozliwo$¢ uniknigcia takiej konsekwencji.

Analogicznie mozemy zatozy¢, ze modele teoretyczne, w ramach kto-
rych badamy nauke¢, winny by¢ bogatsze od $wiata opisywanych faktow histo-
rycznych. Musza pojawi¢ si¢ w tym modelu pewne byty teoretyczne nie majace
przetozenia na fakty historii nauki — istnienie tych bytow jest konieczne do tego,
aby pojecie prawdy miato sens i bylto niesprzeczne. Ponadto, dowod (czyli anali-
zy historyczne) nie jest wystarczajacy do uchwycenia sensu i znaczenia pewnych
faktow. Trzeba mie¢ inne narzedzia opracowane w metajezyku, czyli osiggalne
poprzez skonstruowany model rozwoju nauki. Gdy chodzi natomiast o wniosek
z twierdzenia o dedukcji, to prowadzi on do nast¢pujacej analogii. Jesli ana-
lizujemy dang teori¢ naukowa w danym momencie jej rozwoju, to odkryte zalez-
nosci oraz znaczenia poje¢c i struktur zachowuja swoja range i warto$¢ w innym
kontekscie historycznym. Raz odkryte zalezno$ci pozwalajg na patrzenie na inne
zwigzane z nimi (i okreslone przez nie) wydarzenia z historii nauki jako na wyda-
rzenia ,,sensowne’ i racjonalne. Dowodzi to niezaleznosci nauki od uwarunko-
wan historycznych, a zarazem ukazuje sens i potrzebe¢ analiz historycznych dla
zrozumienia istoty i rangi danych struktur i poje¢ nauki. Natomiast analiza kon-
cepcji Fregego (ktoérej centralnym punktem jest pojecie ,tresci pojeciowej”
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zdania), pozwala na ,,desubiektywacje” zdan - tre$¢ zdania nie zalezy od wy-
boru cze¢sci zdania pelnigcej rolg podmiotu. Ponadto otrzymujemy zbior faktow
jako faktow samych w sobie, o ktorych nic nie orzekamy. Mozemy wigc zrezy-
gnowac¢ z zaltozenia, ze istnieje jakas ,,zewnetrzno$¢” (warunki psychiczne,
kulturowe, socjologiczne itp.), ktéra ten fakt wyjasnia. Cala tre$¢ miesci si¢
w tym fakcie i aby to w pelni zobaczy¢ trzeba go tylko odpowiednio sformuto-
wac i podda¢ analizie. Do ukazania faktow sluzy biezacy stan nauki. Tylko
przez jego pryzmat mozemy patrze¢ na histori¢ — bez niego zadna nowa tre$c
ani nowy fakt historyczny nie moze zosta¢ odkryty, gdyz jest po prostu niewi-
doczny. W ostatnim 6 paragrafie, w oparciu o wczesniejsze uwagi, sformuto-
wany jest schemat badania dziejow struktur matematycznych (poje¢, dowo-
dow). Zgodnie z tym schematem prowadzone sg analizy w dalszej czgsci pracy.

W oparciu o przedstawiony w rozdziale | schemat badan historycznych
w rozdziale |l maja miejsce analizy dotyczace pojgcia continuum. Intuicja con-
tinuum opiera si¢ na dwoch wiasnosciach: nieskonczonej podzielnosci oraz
przylegania sgsiadujacych czgsci do siebie. Po krotkiej ogolnej charakterystyce
ukazany jest zwiazek problemu istnienia continuum z zagadnieniem poszukiwa-
nia arché. Rozwazania jonskich filozofow zwrdcily uwage na koniecznos¢ ist-
nienia w rzeczywistym $wiecie elementu, ktory bylby niewyczerpywalny i cha-
rakteryzowalby si¢ ,,petnoscia”. Continuum przejmuje cechy arché w dwoch
zasadniczych punktach: jest niezniszczalne w przypadku podzialu (kazda naj-
mniejsza czgstka continuum jest nadal continuum) oraz wypelnia soba cala
zajmowana przestrzen (jest tak potozone, ze nie ma w nim miejsca na byt inne-
go rodzaju). Podzial continuum na cz¢séci oraz umiejscowienie poszczegolnych
czesci continuum w catosci i wzgledem siebie, sa to kwestie, ktore pozwalaja
widzie¢ w strukturze continuum kontynuacj¢ problemu arché.

W celu ,,wzmocnienia” pierwotnych intuicji pokazane jest nastgpnie (w pa-
ragrafie 2) jak w topologii zostalo zdefiniowane poje¢cie continuum (topologiczne-
g0). Wyjasnia si¢ jak czesci sktadowe topologicznego pojecia continuum (zwarto$é
i spojnos¢) odpowiadajg intuicyjnemu rozumieniu tego pojecia.

»lechniczny” problem platonskiego Demiurga polegajacy na polgcze-
niu idei z materia (tak zasadniczo réznych elementow) stat si¢ okazja w para-
grafie 3 do ukazania znaczenia struktur matematycznych dla zrozumieniu pro-
blemu continuum. W szczegblnosci teoria stosunkow Eudoksosa naswietla me-
tode taczenia obiektéw, z natury od siebie oddzielonych, przy pomocy odpo-
wiednich struktur matematycznych. Jak bowiem potaczy¢ liczby w jedno conti-
nuum, jak uzy¢ liczb do mierzenia wielkosci geometrycznych? Czy wystarczy
ta ich wlasno$¢, ze w ciggu liczb wymiernych nie ma liczb kolejno po sobie
nastgpujacych? Czy mozliwe jest przejscie miedzy dowolnymi liczbami p i gi
Problem ulegt szczegdlnemu zaostrzeniu, gdy odkryto istnienie wielkosci geo-
metrycznych, ktorych nie da si¢ wyrazi¢ przy pomocy stosunku liczb. Chodzi
o stosunek dtugosci przekatnej kwadratu do dtugosci jego boku. Okazalo sig, ze
brak jest pewnej ,,spoisto$ci” w strukturze liczb wymiernych. Dopiero zasada
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Archimedesa okazala si¢ wlasciwym narzedziem do nadania liczbom wymiernym
spoistosci.

Sytuacja komplikuje si¢ w miar¢ dotaczania kolejnych zagadnien filo-
zoficznych, ktore wigzg si¢ z problemem continuum. Szczegdlng moc i aktual-
no$¢ zdajg si¢ mie¢ analizy Arystotelesa (przedstawione w paragrafie 4) i para-
doksy Zenona z Elei (paragraf 5), ukazujgce trudno$¢ w zrozumieniu poje¢cia
continuum i atakujace realno$¢ tego pojecia. Wiele kluczowych zagadnien pod-
jetych przez starozytnych zdaje si¢ ogniskowa¢ w tym pojeciu. Moze jest tak, ze
zatozenie o istnieniu continuum jest konieczne, aby rozwigza¢ czy zrozumiec
podjete problemy. Sprzecznos$ci, na ktoére napotykamy przy analizie continuum,
sa wskaznikiem niezrozumienia niektérych zdawaloby si¢ oczywistych kwestii,
a nie dowodem ,,nieracjonalno$ci” continuum. Okazuje si¢, ze ani formalne, ani
intuicyjne rozumienie nie wystarcza, aby wyjasni¢ te kwestie. | w ten sposob
pojawia si¢ pierwotna hipoteza jako komentarz do paradokséw eleackich.

Rozwazania rozdziatu 11l tworzg klimat filozoficzny, w ktéorym begda
przebiegaty dalsze analizy. Wprowadzone poje¢cia ,,faktu filozoficznego” i ,,ab-
solutu poznawczego”, wraz z przyktadami ich pojawiania si¢ u réoznych filozo-
fow (§1-§1 1), zostang w ostatnim rozdziale wykorzystane do ukazania wplywu
matematyki na rozstrzygnigcia teoriopoznawcze w filozofii. Juz na poczatku,
jako wstep do dalszych rozwazan, wykorzystany jest fakt filozoficzny odkryty
przez Sokratesa. Stwierdza on, ze mozliwe jest odstonigcie racjonalnej struktury
bytu poprzez demaskowanie falszywych mnieman i pozorow wiedzy. Dzieje si¢
to przy pomocy metody oczyszczania i rodzenia poj¢¢. Absolut poznawczy od-
kryty przez Sokratesa chyba najpelniej jest ,realizowany” w matematyce. To
wiasnie refleksja filozoficzna wylaniajaca si¢ z obszaru matematyki podjeta naj-
bardziej fundamentalne zagadnienia teoriopoznawcze i ontologiczne. Rozstrzy-
gnigcia dokonywane w matematyce miaty znaczacy wplyw na kierunek i rodzaj
rozpatrywanych zagadnien w filozofii. Juz na poczatku rozwoju mysli europej-
skiej okazato si¢, ze prawdy matematyki majg najwyzszy stopien pewnosci spo-
srod wszystkich prawd odkrywanych przez cztowieka. Wylonil si¢ zasadniczy
problem sprzecznosci miedzy jasnoscig i jednoznacznoscig prawd matematyki
a charakterem rzeczywistosci, do ktorej te prawdy si¢ odnosza. Juz wielkie syste-
my i koncepcje starozytnej filozofii probowaty ten dylemat rozwiaza¢. W przy-
padku filozoficznych refleksji pitagorejczykoéw i Platona te proby zaowocowaly
stworzeniem idei matematyki jako nauki uniwersalnej (mathesis universalis).
Miata by¢ ona zrodlem wszelkiej prawdziwej wiedzy i podstawg innych nauk -
tylko matematyka wyznaczala zakres tego co realne. Opozycyjna wobec takiego
rozumienia matematyki byta koncepcja Arystotelesa, ktory poprzez podziat
kompetencji i zadan poszczegélnych nauk rozwigzywat problem ukazanej
wczesniej sprzecznosci. Nawigzaniem do idei mathesis universalis byla metoda
opracowana przez Archimedesa. Roéznita si¢ ona jednak od koncepcji zarowno
pitagorejczykow jak i platonczykéw i w sposéb kompetentny przeciwstawiata
si¢ ,,podzialowi rél” zaproponowanemu przez Arystotelesa.
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Te trzy wizje mathesis universalis sa analizowane w drugiej cz¢sci roz-
dziatu (§12-§ 15). Pojawiaja si¢ tym samym trzy koncepcje rozumienia matema-
tyki jako nauki uniwersalnej: platonska, pitagorejska i archimedejska. W odréz-
nieniu od koncepcji Arystotelesa, w ktorej istnieje podziat rzeczywistosci na
odrebne obszary i przyporzadkowanie ich ustalonym naukom, te trzy powyzsze
koncepcje zaktadajg jedno$¢ nauki o §wiecie. Oprocz zasadniczego podobien-
stwa istniejg migdzy tymi koncepcjami wazne roznice, ktére sprawiaja, ze mo-
zemy mowic o trzech ré6znych modelach nauki uniwersalne;j.

Rozdziat IV poswigcony jest ukazaniu narodzin w okresie nowozytnym
dwoch nowych koncepcji nauki uniwersalnej: kartezjanskiej i leibnizjanskie;j.
Sa one nawigzaniem do wielkich wizji starozytnych. Rola matematyki w tych
koncepcjach, nie mniejsza niz poprzednio, zostala podbudowana dodatkowo
gwattownym rozwojem nauk przyrodniczych. Kartezjusz i Leibniz réznili sig¢
w zasadniczych punktach, jesli chodzi o spos6b konstrukeji nauki uniwersalne;j.
Materia, jako substancja rozciagla, dzielaca si¢ w nieskonczonos¢, nie mogla
stanowi¢ podstawy konstrukcji wiedzy w przypadku Kartezjusza. Dzielagc dang
czgs¢ materii na coraz mniejsze czgsci, nigdy nie otrzymamy cze¢sci ,,prostszej”.
Podstawg catej konstrukcji dla Kartezjusza miaty by¢ czyste, proste metody
wzigte z 6wczesnej matematyki, czyli algebry i geometrii. Tylko przejsécia ro-
zumowe pomiedzy elementami ciggu rozumowania miaty strukture dyskretna.
Najpierw okreslamy dwa rozne obszary, nastgpnie odkrywamy, czy tworzymy,
metody pozwalajagce przechodzi¢ z jednego obszaru do drugiego. Pierwotne
elementy poszczegdlnych obszarow pojawiaja si¢ jako efekt dziatania tych me-
tod. Przy pomocy metod laczacych te posiadane juz elementy mozna dojs¢ do
zrozumienia nowych bytow i poje¢ — jest to proces stopniowy. Istotnag role
w koncepcji nauki uniwersalnej peini absolut poznawczy. Dla Kartezjusza co-
gito jest ,,wytworem” procesu radykalnego watpienia. Dopiero po doswiadcze-
niu cogito rozpoczyna si¢ poznawanie rzeczywistosci. Samo radykalne watpie-
nie jest istota cogito i warunkiem jego istnienia, ono wigc jest absolutem po-
znawczym. Dzigki dziataniu metody radykalnego watpienia zostaje odkryty, czy
utworzony, nowy byt — substancja myslaca. Kolejnym generatorem substancji
jest dowod na istnienie Boga — dzigki temu dowodowi docieramy do substancji
rozciaglej. Tym samym kartezjanski dowdd na istnienie Boga jest kolejnym
absolutem poznawczym. Mamy wigc dwa (pierwotnie) rozlaczne obszary wy-
generowane i polaczone przy pomocy absolutow poznawczych (metody rady-
kalnego watpienia, ré6znorodnych metod naukowych oraz dowodu na istnienie
Boga). Absoluty poznawcze pelnig role nosnikow prawdy i wyznaczajg metody
konstrukcji wiedzy. Ponadto sa wskaznikami ukazujacymi stopien rozwoju
nauki.

Inaczej wyglada ta kwestia u Leibniza. Materia tez dzieli si¢ u niego
w nieskonczonosé, jednak na pewnym etapie podzialu otrzymujemy nowa mo-
nad¢ (patrzac z zewnatrz dalszy podziat tej monady jest niemozliwy, teraz juz
od wewngetrznej aktywnosci monady zalezy mozliwo$¢ wchodzenia ,,w glab”



Wstep 7

bytu). W kazdej z nich odbija si¢ mniej lub bardziej wyraznie caty §wiat. W opar-
ciu o pewng ilos¢ monad (przyjetych jako alfabet) mozna odtwarza¢ wszystkie
inne byty. Wybdr alfabetu (czyli zwigzany z nim etap podzialu rzeczywistosci) jest
w znacznej mierze kwestig formalng. Dla Leibniza wzorem przy konstrukcji nauki
uniwersalnej byta sylogistyka Arystotelesa. Chciat w analogiczny sposob opraco-
wac inne reguty rozumowan i dedukcji. W tym celu nalezy, wedlug niego, poprzez
analiz¢ pojec¢ istniejacych w umysle, opracowac katalog poje¢ pierwotnych (alfabet
mysli) i nada¢ im status formalny przypisujac im pewne symbole. Leibniz oczywi-
Scie zakladat, ze kazde pojecie mozna roztozy¢ na skonczona ilo§¢ poje¢ pierwot-
nych. Jak przy pomocy dziesi¢ciu cyfr mozna otrzymaé kazda liczbg (mimo, iz
tych liczb jest nieskonczenie wicle) tak samo przy pomocy alfabetu mysli bedzie
mozna utworzy¢ dowolne pojecie. Wszystkie pojecia bedzie wigc mozna otrzy-
macé poprzez odpowiednia kombinacje tych pierwotnie wybranych symboli.
Automatycznie, ta procedura bedzie zawierala dowody wszystkich mozliwych
faktow. Inaczej niz w przypadku Kartezjusza, dla Leibniza metody naukowe
(prawa logiki, zasada ciagtosci, metoda wyczerpywania) nie sg efektem pewne-
go procesu granicznego (jak np. radykalne watpienie), lecz istniejg uprzednio
wobec intelektualnej dziatalnosci cztowieka. W wyniku procesu granicznego
(redukcji bytu do elementéw najprostszych) otrzymujemy podstawowe pojecia,
na ktérych budowany jest gmach wiedzy. Rozumienie tych wtasnie poj¢¢ oparte
jest na przed-matematycznej intuicji. Program Leibniza nawigzuje do koncepcji
pitagorejskiej — konstrukcja nauki ma struktur¢ wertykalna: pojecia dotaczane
do matematyki maja sens same w sobie, sa jednosScig-substratem, z ktorego
budowane sg nowe pojecia. Jedynym kryterium taczenia poszczegodlnych ele-
mentow jest spojnos¢ i logiczno$¢ budowanej struktury. Ogdélny schemat kon-
strukcji nauki jest u Leibniza inny niz w przypadku projektu Kartezjusza. Ab-
solutami poznawczymi sa prawa logiki, zasada ciaglo$ci oraz dalsze zasady
(migdzy innymi zasada wyczerpywania Archimedesa) — sa one generatorami
wszystkich bytow i, inaczej niz u Kartezjusza, sg elementem poznawanej rze-
czywistosci. Zasady te nie sg od siebie niezalezne, lecz sg kolejno na sobie nad-
budowane (poczynajac od logiczno-ontologicznej zasady tozsamosci). Dzieki
temu rzeczywisto$¢ poznawana charakteryzuje si¢ jednoscig (nie ma kartezjan-
skiego rozdarcia bytu).

W ostatnich dwoch paragrafach rozdziatu jest pokazana réznica migdzy
kartezjanskim a leibnizjanskim programem matematyzacji wiedzy na przykla-
dzie wykorzystywania pojecia rézniczki (i granicy) przez réznych matematy-
kow (de I’'Hospitala, Bolzano i Cauchy'ego, w duchu programu Leibniza oraz
d’Alemberta, Simona Lhuilier i Lagrange'a zgodnie z koncepcja Kartezjusza).
Pojecie roézniczki (czyli nieskonczenie malej Leibniza) byto podstawa definicji
pochodnej i catki, przynajmniej w przypadku Leibniza. Pojecie to, ktére trakto-
wano z powodu jego niescistosci i tajemniczos$ci zwigzanej z nieskonczonoscia,
jako pojecie metafizyczne (w pejoratywnym znaczeniu) budzilo wiele emocji.
Mozna si¢ byto go pozby¢, ale za cen¢ znacznego skomplikowania rachunkow;
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z drugiej strony, operowanie czym$ nieuchwytnym i niezrozumiatym wydawato
si¢ by¢ niegodnym matematyki. Zobaczymy, dlaczego w duchu programu Leib-
niza wlaczenie do matematyki nowego, lecz niescistego pojecia bylo czyms$
dopuszczalnym, natomiast program kartezjanski zasadniczo si¢ temu sprzeci-
wial? W trakcie analiz i dyskusji zwigzanych z prawomocno$cia uzycia pojgcia
rézniczki nastgpilo petiejsze zrozumienie problemow zwigzanych z uchwyce-
niem przez matematyke idei rozciagtosci (a w konsekwencji wilaczenia w jej
struktury pojecia continuum,).

W rozdziale V analizowana jest sformutowana w XIX wieku przez Bol-
zano, a nastgpnie rozwinig¢ta przez Riemanna, nowa idea nauki uniwersalnej.
Byla to idea na wzor mathesis universalis Kartezjusza lub Leibniza, jednak
réznita si¢ od tamtych w kilku punktach. Dzigki tej nowe idei stato si¢ mozliwe
w konsekwencji glebsze wniknigcie w zagadnienie continuum. Przetom, ktoéry
dokonat si¢ za sprawg tych dziewigtnastowiecznych matematykow doprowadzit
do powstania nowych jakosciowo teorii matematycznych, lecz przede wszyst-
kim byl zwigzany ze zmiang mentalnosci — ta nowa mentalnos¢ zaczgta ogar-
nia¢ kolejne obszary nauki.

W pierwszej czegsci rozdziatu (§ | i czgsciowo § 2) ukazana jest refleksja
filozoficzna Riemanna nad nauka. Bedzie to stanowito podstawe analiz réznic
mig¢dzy nowozytna wizja nauki uniwersalnej (okreslong gléwnie przez Kartezju-
sza i Leibniza) a paradygmatem, ktory wytania si¢ z refleksji Bolzano i Rieman-
na. Faktami naukowymi sg dla Riemanna nie tylko wyniki nauk szczegotowych,
lecz réwniez przemyslenia i refleksje filozoficzne m.in. Kanta i Herbarta. Nie
istnieja w pracy Riemanna aprioryczne ustalenia dotyczace zakresu i znaczenia
omawianych poj¢¢. Uzyskuja one znaczenie poprzez kontekst nauki, w ktory sg
uwiktane. Nie jest to powszechny sposob uprawiania filozofii, gdyz bez rozumie-
nia wynikow nauk szczegdétowych stanowiacych baz¢ danych rozwazan, te roz-
wazania moga zagubi¢ swoj sens. Dlatego wazng czgscia tego rozdziatu, pozwa-
lajaca uchwyci¢ koncepcje filozoficzng Riemanna, sg te fragmenty, w ktorych
pokaze kontekst filozofii Riemanna tzn. niektére jego idee i pomysty w obszarze
matematyki (jest to realizowane w § 2i 5).

Mimo, iz raczej nie bylo bezposredniego oddziatywania prac Bolzano na
Riemanna, to jednak mozna traktowac¢ idee Riemanna jako kontynuacje pomy-
stow Bolzano w zakresie przebudowy podstaw matematyki i budowy nowej kon-
cepcji mathesis universalis. W ramach tej nowej koncepcji rodza si¢ pomysty
prowadzace do teorii wymiaru, continuum rzeczywistego Dedekinda czy teorii
mnogosci Cantora. W projekcie Bolzano pojawia si¢ bardzo wyraznie idea prze-
budowy podstaw logicznych matematyki. Miata ona duze znaczenie dla powsta-
nia nowych dzialéw matematyki, chociaz ten wpltyw dokonat si¢ glownie za
sprawa prac Riemanna. Analizie idei Bolzano poswigcony jest § 3 i 4.

Oczywiscie konieczno$¢ przebudowy podstaw matematyki, w szcze-
golnosci analizy, dostrzegana byta i postulowana réwniez przez innych mate-
matykow, migdzy innymi przez Cauchy’ego, Dirichleta, Dedekinda i Weier-
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strassa. Wszyscy oni byli niezadowoleni z braku solidnych podstaw analizy -
chodzito gtéwnie o sprecyzowanie lub wyeliminowanie takich poje¢¢jak granica,
ciaglo$¢, funkcja czy nieskonczenie mata. Weierstrass np. proponuje, w swoim
inauguracyjnym wyktadzie na posiedzeniu Berlinskiej Akademii Nauk, podjac
badania nad gl¢bszym zrozumieniem relacji mi¢dzy matematyka a naukami przy-
rodniczymi — w tych badaniach upatruje szans¢ uzdrowienia analizy matematycz-
nej. Natomiast Dedekind stwierdza, Ze nalezy odrzuci¢ blyskotliwg intuicj¢ jako
podstawe nowych matematycznych odkry¢. Do zapewnienia matematyce wtasci-
wego rozwoju wystarczajacy jest rygor prostych algebraicznych prawd. Brak jest
jednak u tych matematykoéw tak $miatej wizji przebudowy catego gmachu wie-
dzy, jakg mozna dostrzec w pracach Bolzano oraz Riemanna, a takze oparcia tej
przebudowy na nowych teoriach matematycznych, ktére nalezy dopiero stwo-
rzyc¢.

W kolejnych paragrafach (4, 5, 6, 7) zajmiemy si¢ analizg poczatkow
powstatych w XIX wieku teorii, ktére mialy kluczowe znaczenia dla zrozumienia
matematycznego sensu pojecia continuum. Tymi teoriami sg: teoria wymiaru (§ 4),
teoria liczb rzeczywistych (§ 6) oraz teoria mnogosci (§ 7). Wraz z nimi pokazemy
pewne istotne dla uchwycenia problemu continuum pomysty Riemanna w zakresie
jego teorii rozmaitosci (§ 5). O ile, w przypadku Bolzano, dazenie do uscislenia
podstaw geometrii i podania ,,wlasciwych” definicji kluczowych poje¢¢ geometrii
doprowadzito go do koniecznosci sformutowania definicji continuum geome-
trycznego, to program uscislenia podstaw analizy i podania $cistych definicji
takich poje¢ jak np. ciaglos¢, granica, szereg, catka, nieskonczenie mata dopro-
wadzit do zdefiniowania przez R. Dedekinda liczb rzeczywistych przy pomocy
metod algebraicznych. Te wysilki zostaly zwienczone sformutowaniem conti-
nuum algebraicznego. Dedekind dostrzegl podobienstwo migdzy struktura liczb
wymiernych a strukturg prostej geometrycznej. Okazuje si¢ jednak, ze na pro-
stej jest nieskonczenie wigcej punktow niz liczb wymiernych, maja wigc one
inny rodzaj ciagtosci. Jesli chcemy wyrazi¢ arytmetycznie wszystkie wlasnosci
continuum geometrycznego (a takie bylo pragnienie Dedekinda), to absolutnie
konieczna rzeczga staje si¢ skonstruowanie ,,narzedzia” w postaci liczb obejmu-
jacych, oprécz liczb wymiernych, nowe liczby niewymierne. Ma to si¢ dokonac
w oparciu o liczby wymierne i ich wlasno$ci — i wtedy ,,nowe liczby” beda
mialy taka sama cigglos¢ jak prosta geometryczna. Ta ciaglos¢ jest wyznaczona
arytmetycznie przez odpowiedni podzial liczb wymiernych (aksjomat Dedekin-
da). Tym samym kazdemu punktowi prostej geometrycznej odpowiada pewna
liczba rzeczywista (prosta rzeczywista zostaje pozbawiona ,,luk”, staje si¢ zu-
petna) - zamiast bada¢ prosta geometryczna i punkty lezace na niej wystarczy
rozpatrywacé prosta rzeczywista i tworzace je liczby. Nowym liczbom nadano
nazwe¢ ,,rzeczywiste”. Badania Cantora doprowadzaja go do sformutowania
podstawowych poje¢ topologicznych. W celu precyzyjnego uchwycenia tych
poj¢¢ trzeba bylo jednak zajac si¢ pojeciem zbioru i uczyni¢ go bytem mate-
matycznym. To z kolei oparte bylo na rozwigzaniu problemu przedstawiania
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funkcji przy pomocy szeregéw trygonometrycznych. W konsekwencji wprowa-
dzit Cantor definicj¢ liczb rzeczywistych, pojecie punktu skupienia, wnetrza,
spojnosci, zbioru doskonatego a w koncu pojawia si¢ definicja continuum jako
zbioru, ktory jest doskonaly i spojny. W przypadku domknigtych i ograniczo-
nych podzbioréw przestrzeni euklidesowej definicja Cantora pokrywa si¢ ze
wspolczesnym rozumieniem continuum topologicznego.

Te teorie sa podstawa, na ktorej oparto si¢ powstanie topologii geome-
trycznej, w szczegdlnosci teorii continudow, majacej bliski zwigzek z nowa wizja
nauki uniwersalnej. W oparciu o rozwazania i wyniki naukowe Bolzano, Rie-
manna, Dedekinda i Cantora poddamy analizie w § 8 nowa wizje mathesis
universalis (jest ona najbardziej zblizona do koncepcji Archimedesa) i sformu-
hijjemy podstawowe, charakteryzujace ja wlasnosci.

Narodzenie si¢ w matematyce topologicznego poje¢cia continuum (i po-
wstanie teorii continuéw) jest tematem rozdzialu VI. W istotnej mierze pojawie-
nie si¢ tego pojecia przebieglo zgodnie z nowa ideg nauki uniwersalnej powstala
w XIX wieku. Najwazniejszy impuls dla powstania teorii continuéw i uzyskanie
pierwszych istotnych wynikéw miat miejsce w pracach Brouwera i Janiszewskie-
go w latach 1910-1912.

Pierwszy paragrafrozpoczyna si¢ od przyblizenia filozofii matematyki
Janiszewskiego i pokazania jej zgodno$ci z nowg wizjg nauki uniwersalnej.
W kolejnym paragrafie jest naszkicowane pojawienie si¢ topologicznych poje¢é
»Spojnosci” i ,,zwartosci”, ktore sa podstawowymi elementami definicji pojecia
continuum. Stalo si¢ to na przetomie wicku XIX i XX.

W paragrafie 3 analizowane jest skonstruowanie przez Brouwera pierw-
szego nierozktadalnego continuum. Ta konstrukcja jest przyktadem realizacji
intuicjonizmu Brouwera. Z duza $miatosciag metoda uniwersalizmu matematyki,
nakre$lona przez Bolzano i Riemanna, jest przez Brouwera realizowana. Skon-
struowanie przez Brouwera pierwszego continuum nierozkladalnego miato
miejsce w 1909 r. Brouwer poddat analizie twierdzenia sformutowane i udowo-
dnione przez Schoenfliesa, dotyczace podstaw topologii plaszczyzny i bedace
proba scharakteryzowania krzywych ptaskich, i zauwazyt ich falszywos¢ a utwo-
rzone continuum (nierozkladalne) byto kontrprzyktadem do tych twierdzen. Do
czasu Brouwera wydawalo si¢, ze kazde continuum jest rozktadalne, czyli mozna
go przedstawic¢ jako sume jego dwoch wlasciwych (czyli roznych od catosci) pod-
continuéw. Uksztaltowana na do§wiadczeniu potocznym intuicja nie jest w stanie
wyobrazi¢ sobie continuum nierozktadalnego. Taka nierozkladalnos¢ wydaje si¢
wrecz przeczyC istocie continuum jako zbioru, ktory mozna dzieli¢ na dowolnie
mate czg¢sci (podcontinua).

W paragrafie 4 analizowane sa twierdzenia charakteryzacyjne dotyczace
luku oraz sfery podane przez Janiszewskiego. Podobnie jak Bolzano, zajat si¢ Ja-
niszewski, zgodnie ze swojg ideg badan matematycznych, badaniem podstawo-
wych figur geometrycznych, aby znalez¢ §ciste podstawy geometrii. Podane przez
niego charakterystyki tuku (kazde continuum lokalnie spdjne i nieprzywiedlne
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mi¢dzy dwoma punktami jest tukiem) oraz sfery (jesli suma dwoch dowolnych
continudow, ktorych przekrdj nie jest spojny, rozcina dang przestrzen, ktora jest
ponadto lokalnie spdjna i bez punktow rozspajajacych, to ta przestrzen jest home-
omorficzna ze sferg 52) byly istotnym krokiem w kierunku zrozumienia mate-
matycznej rangi pojecia continuum. Badajac np. wlasno$¢ nieprzywiedlnosci
skonstruowat (korzystajac z metody Brouwera) continuum (nierozktadalne)
i wskazat w nim takie trzy punkty, ze pomig¢dzy kazda para z nich continuum to
byto nieprzywiedlne. Ta cecha okazata si¢ cecha charakteryzujaca continua nie-
rozktadalne.

Paragraf 5 poswigcony jest analizie referatu Janiszewskiego, wygloszo-
nego na Kongresie Matematykow w Cambridge w 1912 r., oraz ukazaniu naj-
wazniejszych wynikéw rozpoczynajacych rozwdj teorii continuéw (prace Ku-
ratowskiego, Janiszewskiego, Mazurkiewicza, Knastera, Binga, Moise’a). Klu-
czowe znaczenie miala druga czeg$¢ referatu Janiszewskiego, w ktorej podaje on
przyktad continuum nie zawierajacego zadnego tuku. Czyni to w celu wykaza-
nia stabo$ci uzywanych w jego czasach definicji krzywych i powierzchni. Ma
na uwadze skonstruowanie takiego continuum, aby kazda jego czg¢$C zawierata
continua zaggszczenia. To continuum otrzymuje si¢ jako graniczny efekt kon-
densacji osobliwosci na odcinku. Rowniez zasadnicze dla rozwoju teorii conti-
nuow byly dwa pytania postawione przez polskich matematykow. Pytanie
sformutowane przez Knastera i Kuratorskiego w 1920 dotyczylto topologicznej
charakteryzacji krzywej zwyklej zamknigtej i odpowiadato programowi Jani-
szewskiego. Bylo ono nastepujace: czy kazde jednorodne lezace na plaszczyz-
nie continuum musi by¢ krzywa zwykla zamknieta? Roé6wnie wazny problem
tkwil w pytaniu postawionym w 1921 r. przez Mazurkiewicza: czy kazde pta-
skie continuum o tej wilasnosci, ze jest homeomorficzne z dowolnym swoim
niezdegenerowanym (niejednopunktowym) podcontinuum, musi by¢ tukiem?
Doprowadzito to do skonstruowania przez Knastera (1922) i Moise’a (1948)
continuum dziedzicznie nierozkladalnego nazwanego pseudolukiem (byt on
kontrprzyktadem do postawionych wczesniej pytan).

W 6 paragrafie pokazane jest znaczenie konstrukcji continuéw nieroz-
ktadalnych i dziedzicznie nierozkladalnych oraz ich wlasnosci na przejecie
przez pojecie continuum roli absolutu poznawczego.

W ostatnim VII rozdziale ukazuj¢ znaczenie przeprowadzonych badan
historycznych dla filozofii, w szczegdlnosci pokazujg¢, w jaki sposodb sformuto-
wane w matematyce pojegcie continuum rozjasnia kwestie zwigzane z relacjg
mig¢dzy matematyka a rzeczywistoscig oraz jak nowa idea nauki uniwersalnej
jest realizowana w filozofii. W oparciu o przedstawione w poprzednich roz-
dziatach analizy historyczne ma miejsce analiza nowego kryterium prawdy,
ktére jest zwigzane z nowym programem mathesis universalis. W paragrafie
| zostang wykorzystane wlasnosci odkryte wraz z powstaniem teorii continuéw
dla pelniejszego zrozumienia ukazanych w rozdziale Ill faktéow filozoficznych.
Jesli chodzi np. o fakt filozoficzny Kuzanczyka, to continua nierozktadalne
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staty si¢ przyktadem ,,minimalnych symboli” realizujacych sprzeczne (na pod-
stawie potocznej wiedzy) wlasnosci. Pokazany jest réwniez zwiazek nowego
kryterium prawdy zjej tzw. klasyczna definicja.

W 2 paragrafie analizowane sg niektore wspotczesne koncepcje prawdy
(Peirce, Heidegger, Lakatos, Wittgenstein) jako przyklad realizacji nowego
kryterium prawdy. Heidegger np. uwaza, ze nie chodzi o wykazanie zgodnosci
poznawania i przedmiotu lub wrgcz czego$ psychicznego z czyms$ fizycznym,
ale takze nie o wykazanie zgodno$ci pomigdzy treSciami §wiadomosci. Wyka-
zane ma by¢ wylacznie ,,bycie-odkrytym” samego bytu, on sam w ,Jak” swej
odkrytosci. To, ze wypowiedzjest prawdziwa, znaczy, iz odkrywa ona byt sam
w sobie. Wedlug niego, to nie wypowiedz jest zasadniczym ,,miejscem” praw-
dy, lecz na odwrot, wypowiedz opiera si¢ na otwartosci bytu.

Paragraf 3 poswigcony jest przyblizeniu idei analizy niestandardowe;j
Abrahama Robinsona w celu pokazania mozliwosci dalszego rozszerzenia con-
tinuum (rzeczywistego) w ramach nowej wizji nauki uniwersalnej. Robinson
wychodzi od zasadniczej sprzecznosci mig¢dzy tym, co intuicyjnie oczywiste
i niesciste, a tym, co Sciste, jednak pozbawione intuicyjnej oczywisto$ci. Aby
pogodzi¢ te sprzecznos¢ proponuje wykorzystac¢ logike i uzupehlia prosta rze-
czywista ,,nieskonczenie matymi” jako nowymi liczbami. Wiaze si¢ to z ,,cze¢-
Sciowym” zakwestionowaniem zasady Archimedesa. Z tego powodu analiza
niestandardowa bada wigksza ilos¢ bytow i wlasnosci niz analiza standardowa.
Migdzy innymi okazuje si¢, ze uzupelnienie liczb wymiernych o liczby niewy-
mierne nie powoduje usunigcia ,,luk” na prostej rzeczywistej oraz ze istnieja
zbiory spojne na prostej, nie bedace odcinkami. Moze to mie¢ donioste znacze-
nie filozoficzne — brak jakiego$ rodzaju bytow moze wynika¢ z niedostatecz-
nych narzegdzi logicznych.

Ostatnie dwa paragrafy pracy to pokazanie nietrywialnosci problemu
matematyczno$ci przyrody w ramach nowej wizji nauki uniwersalnej. Istotne
jest wykorzystanie przeprowadzonych w tej pracy analiz historycznych, ponie-
waz wage tego problemu mozna zrozumie¢ dopiero w szerszym kontekscie.
Matematyka w wielu momentach swojej historii, mniej lub bardziej swiadomie,
odkrywala teorie, ktore zdawaly si¢ by¢ lekarstwem na odwieczne problemy
filozoficzne. Kiedy np. Platon poznat zaskakujace twierdzenie geometryczne
moéwigce, ze istnieje tylko pigé wielosciandow foremnych uznat, ze w nim tkwi
rozwigzanie zagadki pierwszych elementow rzeczywisto$ci. Musi by¢ pigc ele-
mentow, z ktorych zbudowanajest caly swiat i muszg one odpowiada¢ w swojej
podstawowej strukturze odpowiednim wieloscianom foremnym. Podanych jest
kilka argumentéw $wiadczacych, ze problem matematycznosci jest nietrywial-
nym zagadnieniem filozoficznym a najwazniejszym z tych argumentow jest fakt
istnienia w matematyce ,nieredukowalnych” poj¢¢ majacych odniesienie do
innych dziedzin wiedzy. Sa to kanaly taczace matematyke z tymi dziedzinami
wiedzy — réwniez z filozofig. Tych poje¢¢ nie mozna zredukowac¢ ani do samej
logiki, ani do konstrukcji mentalnych czy faktow empirycznych. Dla Riemanna
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takim nieredukowalnym bytem matematycznym bylto pojecie rozmaitosci, dla
Dedekinda zasada ciagtosci a dla Cantora poj¢cie zbioru nieskonczonego. Poin-
care uwazal, ze prawdziwos$¢ kazdego istotnego twierdzenia w matematyce
opiera si¢ na zasadzie indukcji matematycznej. Mozliwo$¢ stosowania mate-
matyki w naukach przyrodniczych rowniez wiagze si¢, wedlug niego, z dziala-
niem tej zasady (uwaza, ze ta zasada to sad syntetyczny a priori w sensie Kan-
ta). Ukazany jest rowniez fakt ,,nieredukowalnos$ci” pojecia continuum.

Wiele pomystow i idei, ktore znalazty si¢ w tej pracy, zrodzito si¢ pod-
czas dyskusji na seminarium z filozofii nauki prowadzonym przez ks. prof.
Michata Hellera w Krakowie. Pragne w tym miejscu ztozy¢ gorace podzicko-
wania wszystkim uczestnikom tego seminarium, z ktérymi dane mi bylo wy-
mienia¢ poglady, szczegoélnie samemu ks. prof. Michatowi Hellerowi, ktéremu
bardzo wiele zawdzigczam. Tam po raz pierwszy, na seminariach interdyscypli-
narnych i konferencjach naukowych, mialem okazj¢, bezposrednio z ust wybit-
nych wspotczesnych uczonych, dowiedzie¢ si¢ jakie sa kluczowe problemy i za-
gadnienia filozofii nauki. Niezmiernie inspirujace byly dla mnie m.in. referaty
prof. Romana Dudy z filozofii matematyki. Wtasnie prof. Romanowi Dudzie
chcialbym zlozy¢ serdeczne podzigkowanie za szczegdlowe przeczytanie ni-
niejszej pracy i wiele waznych i wnikliwych uwag. Wielokrotnie podczas pisa-
nia pracy konsultowatem si¢ z pania doc. Grazyna Rosinska. Za poswigcony mi
czas, istotne wskazowki i spostrzezenia pragng serdecznie Jej podzigkowac.
Kilkakrotnie na seminarium naukowym prowadzonym przez prof. Aling Mo-
tycka i prof. Stefana Zameckiego w patacu Staszica w Warszawie mialem oka-
zje przedstawic¢ referaty dotyczace pewnych fragmentéow tej pracy. Dziekuje
serdecznie za zywa dyskusje i uwagi, z ktérych szczegdlnie sobie ceni¢ uwagi
dr Michata Kokowskiego.






Rozdziat |
Metody badan historii matematyki

1. Warto$¢ historii nauki.

Problem nauki pojawil si¢ w starozytnosci, gdy przyjeto rozréznienie na
wiedz¢ potoczna, pozorng (doxa) oraz wiedz¢ pewna (episteme). Nauka (jako re-
alizacja episteme) ma posiada¢ walor racjonalnosci, intersubiektywnosci i obiek-
tywnos$ci oraz operowaé ponadczasowymi prawdami. W najpelniejszy sposob
ideat ujety stowem episteme realizujg nauki matematyczno-przyrodnicze powstale
w czasach nowozytnych. Inne obszary wiedzy, w tym, jak zobaczymy, historia
nauki, moga by¢ rowniez w pewnym stopniu zaliczone do nauki.

Czy tak rozumiana nauka moze by¢ uzalezniona od zmiennych okolicz-
nosci historycznych; czy przypisanie jej historycznosci nie jest uderzeniem w sa-
ma istot¢ nauki? Jaki jest sens zanurzania nauki w kontekst historyczny?

Sadzeg, ze czynnos$¢ zanurzania nauki w jej histori¢ jest proba ognia dla
racjonalnych kanonow i obiektywnych norm. Z tej proby maja szans¢ wyjsc je-
dynie autentyczne warto$ci — wszystko, co zalezne jest od czasowej mody i lo-
kalnych uwarunkowan zostanie wydobyte na §wiatlto dzienne i zdemaskowane.
Jesli wezmiemy wartoSciowe pomysly i teorie naukowe, to po takim badaniu
okaze si¢, ze w tym, co istotne nie ma zalezno$ci nauki od proceséw historycz-
nych, czy spotecznych — w tym sensie nauka nie jest zjawiskiem historycznym
ani spolecznym. Ten brak ,,istotnej zalezno$ci” nie oznaczajednak, Ze nie istniejg
powiazania mi¢dzy nauka a innymi dziedzinami zycia. Nauka jest jednym z ele-
mentéw kultury, podlega rowniez procesowi rozwoju. Ma jednak swoje specy-
ficzne kryteria rozwojowe oraz wewngetrzne, autonomiczne normy regulujace. | to
one sg wazniejsze od norm historycznych, spolecznych, psychicznych czy innych.

Bedac zapatrzonym w obiektywno$¢ i autonomi¢ nauki mozna tatwo
wpas¢ w putapke ahistorycznosci i bezkrytycznego uznania jej racjonalnosci.
Dlatego wlasnie warto bada¢ dzieje nauki, co w gltéwnej mierze ma polegac na
umieszczaniu wspotczesnych problemow i zagadnien, ktoérymi zyje nauka, w roz-
nych kontekstach historycznych.

W znacznej mierze, pod wptywem znanych osiagni¢¢ nauki nowozyt-
nej, az do potowy dwudziestego wieku dominujgce bylo traktowanie nauki jako
zjawiska ahistorycznego, ktorego racjonalnosc¢ jest oczywista i niepodwazalna.
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Dopiero ostre wystgpienie Thomasa Kuhnal zwroécito wigksza uwage na role
pozanaukowych metod i struktur w powstawaniu nauki. Wzorce racjonalnosci
si¢ zmieniaja, czasem w sposob gwattowny i po kolejnej rewolucji to, co wcze-
$niej uznawano za naukowe i racjonalne, zostaje zepchnigte poza obszar nauko-
wych uzasadnien. Nauke¢ nalezy analizowaé przy pomocy standardéow i wzor-
cow obowiazujagcych w danym okresie historycznym. Nawet, je$li sa pewne
uniwersalne i niezmienne wzorce naukowos$ci, to sg one niewystarczajace do
zrozumienia badanej sytuacji problemowej. Czgsto, bez uwzglednienia lokalne-
go kontekstu, kluczowe momenty i problemy w dziejach nauki wydajg si¢ by¢
malo wazne i trywialne.

Uzaleznienie wartos$ci faktow naukowych od czasu zdaje si¢ podwazaé
jej obiektywno$¢ i racjonalnos¢. Probg wyjscia z tej sytuacji jest koncepcja
K. Poppera, ktory sadzi, ze dla oceny poprawnos$ci teorii i wysuwanych przez
nig hipotez wazna jest wewnetrzna struktura teorii (ktéora warunkuje zdolno$c
wysuwania predykcji poddawanych pod osad doswiadczenia), a nie czas,
w ktorym predykcje sa potwierdzane. W koncepcji Poppera nauka nie staje si¢
wigc zjawiskiem historycznym. Obszarem, w ktorym dokonujemy oceny warto-
$ci dowodowej danych obserwacji, jest swiat obiektywnej wiedzy (trzeci $wiat
Poppera). w ktorym mamy do czynienia ze swoistym wewngtrznym ,,czasem”
wyznaczonym przez zaleznos$ci migdzy teoriami oraz przez logike ich rozwoju.
Ten czas nie musi mie¢ wiele wspolnego z czasem, w ktoérym konkretna osoba
(czy grupa osob) uznaje dang teori¢ za prawdziwg — jej prawdziwos¢ wynika
z ,,miejsca” zajmowanego przez nig w trzecim swiecie.

Interesujace jest to, iz o ile kwestia powigzan nauki i kultury, w przy-
padku ogélnie traktowanej historii nauki, byla petliej analizowana i rozumiana
dopiero w polowie XX wieku, to w przypadku historii matematyki juz sto lat
wczesniej pojawili si¢ historycy, ktorzy podkreslali zwiazek miedzy rozwojem
matematyki a stanem cywilizacji i kultury. W ksiazce Geschichte der Mathe-
matik? A. G. Késtner méwi o $ciste] wzajemnej zalezno$ci matematyki i kultu-
ry duchowej czlowieka oraz ukazuje w jaki sposob rozwoj metod matematycz-
nych odzwierciedla rozwdj historii cywilizacji. Na Kongresie Matematycznym
w Paryzu w 1900 r. M. Cantor w referacie Sur I'Historiographie des mathém-
atiques3 ukazal potrzebe rozwijania nowej szkoly historii matematyki, ktora
mialaby za cel podda¢ analizie i krytyce wpltyw ogodlnych teorii rozwoju (np.
ewolucji czy historyczno-genetycznych) na rozumienie matematyki i jej rozwoj
oraz ukaza¢ zalezno$¢ nauki (na przyktadzie matematyki) od kultury.

Juz na poczatku XX wieku historycy matematyki dostrzegli hermeneu-
tyczng zalezno$¢ hipotez i faktow. Wedtug P. Tannery’ego4 historia danego po-
jecia matematycznego nigdy si¢ nie konczy, gdyz tworzenie hipotez wyjasnia-
jacych pociaga za soba badanie konkretnych faktow historycznych, a te z kolei
zmieniajg hipotezy. Réwniez §cisly zwiazek historii matematyki i historii §wiata
jest podkreslany w pracach wloskiego historyka G. Loriij - nie mozna oddziela¢

historii pojg¢ matematycznych od historii idei oraz historii praktycznej, gdyz
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historia matematyki jest proba ,,konstrukcji” przesztosci przy pomocy wszyst-
kich istniejacych zrodetl informacyjnych.

Rozwijajac t¢ mysl, H. G. Enestrom podejmuje jednoczesnie polemike
z Lorig i wskazuje, w pracach wychodzacych od roku 1900 w Biblioteca ma-
thematica. na hierarchi¢ faktow wykorzystywanych w badaniach historii mate-
matyki: na ile to mozliwe nalezy budowac¢ histori¢ matematyki z elementow
$cisle matematycznych i dopiero w przypadku braku takowych uzupehi¢ braki
naturalnym rozsadkiem lub pradami idei $§rodowiska kulturowego. Nie wolno
pisa¢ historii matematyki z punktu widzenia kultury, gdyzjest to ilustracja faktow
matematycznych przy pomocy obcych jej okolicznosci. Jedynie historia literatury
i filologia moga stanowi¢ pomoc dla badan historii matematyki. W pierwszym
etapie badan historycznych nalezy dzieta matematyczne uporzadkowac chronolo-
gicznie i poczyni¢ uwagi na temat autorow i tresci (jest to etap rzeczowy ijedynie
w nim korzystamy z elementdw poza-matematycznych). Natomiast etap drugi
(Scisle naukowy) jest badaniem historii teorii i metod matematycznych. W tym
etapie do minimum sg ograniczone tre$ci biograficzne (dotyczace matematykow
i odkry¢); w tym przypadku historia staje si¢ nauka matematyczna, gdyz nieomal
dedukcyjnie wyprowadza fakty historyczne z warunkow w jakich powstata ma-
tematyka.

Czeski historyk matematyki Q. Vetter6 zachowuje podany przez Enestr-
oma podzial pracy historyka na dwa etapy, jednak nie zgadza si¢ z ogranicza-
niem obszarow badan. Uwaza, ze drugi etap polega na dowodzie postawionej
hipotezy dotyczacej kultury w ogolnosci. Trzeba odpowiedzie¢ na pytania o wa-
runki rozwoju zdarzen matematycznych i ich natur¢ oraz wskaza¢ zwiazek mig-
dzy faktami nauki a stanem cywilizacji. Jednak nigdy nie nalezy dawac pierw-
szenstwa obcym elementom, trzeba zachowaé zasadg ,,nauka dla nauki”. W ten
sposob buduje si¢ tzw. historig genetyczng polegajaca na szukaniu wszystkich
sktadnikéw danego zjawiska, zjednoczesnym uwzglednieniu wilasciwej hierar-
chii rozpatrywanych zdarzen i wpltywow.

Mysle, ze dla racjonalnego zlagodzenia i wykorzystania pogladow
zwolennikow historycznego traktowania nauki nalezy rozwija¢ ide¢ historii
genetycznej Vettera i przyjac teze, ze kontekst nauki i kontekst historii nauki to
dwa odregbne konteksty, migedzy ktorymi istniejajednak odpowiednie powigza-
nia - te powiazania majg zasadnicze znaczenie. Nalezy odrzuci¢ tezg, ze kon-
tekst historii nauki zawiera si¢, w tym co istotne dla nauki, catkowicie w kon-
tek$cie nauki biezacej, jak rowniez tez¢ rozbijajaca kontekst nauki na poszcze-
golne konteksty historyczne. Zanurzanie nauki wspotczesnej w odpowiedni
kontekst historii nauki jest wylacznie operacjg metodologiczna, jednak wtasnie
dzigki tej operacji jesteSmy w stanie odzyska¢ utracone prawdy. Rowniez nie do
przyjecia jest teza, ze historia nauki jest wylacznie teoretyczna konstrukcja hi-
storyka i nie istnieje nic takiego jak historia nauki jako taka. Pojgcie racjonalno-
$ci mozna przypisac¢ nie tylko nauce w jej obecnym ksztalcie oraz koncepcjom
metodologicznym, lecz takze samej historii nauki. Oczywiscie te tezy wyma-
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gajg uzasadnienia w oparciu o konkretny material historyczny i analiz¢ aktual-
nego stanu nauki.

2. Kontekst historii nauki.

Sprobujmy przeanalizowa¢ samo pojecie kontekstu historii nauki. Sa-
dzg, ze sprawa istotna dla uchwycenia tego pojgcia jest zbadanie czy odkrycie
jest sprawa przypadku, czy wynika z jakiej$ ,,logicznej” koniecznosci tzn. czy
kontekst odkrycia jest zbiorem nieuporzadkowanych zdarzen, czy ma postac te-
orii naukowej? W pierwszym przypadku historia nauki (poruszajaca si¢ w kon-
tek$cie odkrycia) nie bylaby nauka, natomiast w drugim mamy dwie mozliwo-
$ci:

1. Logiczna konieczno$¢ jest wylacznie sprawa teorii naukowej, ktorej
ten kontekst dotyczy. W ten sposéb rozumial histori¢ matematyki Hilbert, dla
ktorego byta ona wylacznie cze¢scig matematyki;

2. Istnieje jaka$ ,logika rozwoju” teorii naukowych niezalezna (przy-
najmniej w pewnym stopniu) od samej rozwijajacej si¢ teorii.

Sadze, ze jedynie w tym drugim przypadku tak naprawde mozemy mo-
wi¢ o kontekscie historii nauki i wtedy mozemy traktowac histori¢ nauki jako
nauke. Dlaczego?

Podczas analizy rzeczywisto$ci dana teoria naukowa odkrywa fakty,
ktére uzyskuja status elementow tej teorii. W pierwszym przypadku historia
nauki zajmuje si¢ powtornym odkrywaniem faktoéw, ktore dana teoriajuz kiedy$
w przesztosci odkryta, a ktore zostaly zapomniane lub nie sa w dostatecznym
stopniu doceniane — historia nauki traktowana jest zatem wylacznie jako sztuka
wlasciwego rozktadania akcentow.

Natomiast w drugim przypadku, rzeczy odkrywane przez histori¢ nauki
maja swoja specyficzng rzeczywisto$¢ i obiektywnos$é, pojawia si¢ logika roz-
woju teorii naukowych niezalezna w pewnym stopniu od samej teorii. Naturalng
konsekwencja takich badan historycznych jest refleksja filozoficzna (i to nie
tylko metodologiczna) nad naukag i nad samym poznaniem pozwalajaca odkry¢
,,logike” rozwoju teorii naukowych.

Nie nalezy jednak sadzi¢, aby ta logika rozwoju miatajako cato$¢ status
formalny. Kazda pojawiajaca si¢ w nauce prawda rodzi si¢ z udzialem uczu¢
poetyckich i pewnego rodzaju ,,uniesienia metafizycznego”. Kontekst odkrycia,
a wigc kontekst ogarniajacy z natury rézne obszary rzeczywistosci, musi silg
rzeczy korzysta¢ z tego co wydarza si¢ w réoznych obszarach. Oprocz czysto
logicznej analizy (réwnania matematyczne sg madrzejsze od ich tworcoOw) oraz
wykorzystania faktow z innych dziedzin nauki czy dziatalnosci cztowieka (np.
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pewnych refleksji metafizycznych), do odkrycia prowadzi czgsto wlasnie unie-
sienie metafizyczne (odrozniam go od zatozen metafizycznych), poetyckie czy
religijne.

Zaskakujaca i wazng rzecza przy badaniu kontekstu historycznego jest
,»praca” pod$wiadomosci. Kwestia ta zajmowali si¢ m.in. H. Poincaré i J. Hada-
mard7. Kiedy uczony rozwaza jakie$ problemy, to zostaja one przekazane auto-
matycznie pod$wiadomosci, ktéra dokonuje réznych kombinacji bez udziatu
$wiadomej mysli. Prowadzi to do inkubacji teorii w pod$wiadomos$ci, a roz-
wigzanie pojawia si¢ w naglym ol$nieniu.

Czy wobec powyzszych uwag nie mozna by sadzi¢, ze taczenie odkry-
cia naukowego z logikajest pewnym naduzyciem? Logika daje przeciez ogolny
schemat pozwalajacy najednoznaczne znajdowanie konsekwencji na podstawie
istniejacych danych czy zalozen. Gdzie w przypadku tak rozumianego odkrycia
mamy t¢ jednoznaczno$¢? Skoro jednak stan metafizycznego uniesienia moze
stanowi¢ ,,metod¢” dochodzenia do prawdy (poprzez otwieranie prowadzacych
do niej drzwi) a pod§wiadomo$¢ przez niektérych uczonych jest z powodzeniem
wykorzystywana do dokonywania odkry¢, to czy nie wynika z tego, ze musi
istnie¢ pewien logiczny schemat, ktéry ttumaczy te nieprzypadkowo$¢ odkryé,
mimo wykorzystywania tak egzotycznych narzedzi.

Bronienie istnienia logiki odkrycia naukowego moze prowadzi¢ jednak
do zatarcia rdéznic migdzy odkryciem i uzasadnieniem. W obu przypadkach
mamy do czynienia z pewnym schematem logicznym, ktérego status nie jest do
konca jasny (szczegolnie, jak uczynimy spostrzezenie, ze i samo uzasadnienie
nie musi mie¢ tak absolutnie formalnego i §cistego charakteru).

Uwazam, ze kontekst historii nauki pozwala na zachowanie rozdzialu
migdzy kontekstem odkrycia a kontekstem wuzasadnienia. Zauwazmy, ze
w przypadku analiz historycznych Lakatosa, przedstawionych w jego ksiazce
Proofs and Refutations", mechanizm indukcji (quasi-empirycznej) jest gene-
ratorem pojec i twierdzen matematycznych, a wigc okresla kontekst odkrycia;
jednak z punktu widzenia dzisiejszej matematyki, pojawienie si¢ w danym
okresie historycznym danego twierdzenia wigzalo si¢ z podaniem jego dowo-
du, czyli wiazato si¢ z kontekstem uzasadnienia. Mamy tu pozorne wymiesza-
nie kontekstow, ktore wynika z niedostrzegania ,,historycznej logiki rozwoju”,
zasadniczo odrgbnej od logiki badanej teorii naukowej — ,,logiczne” rozroz-
nienie migdzy kontekstami odkrycia i uzasadnienia musi wigzac si¢ z ,,logicz-
nym” odréznieniem nauki od jej historii.

Pojawiajace si¢ w tych rozwazaniach pojecie ,,kontekstu historii nauki”
ma zasadniczo nowy i odrgbny od kontekstow odkrycia i uzasadnienia sens — od
kontekstu odkrycia, gdyz jak wspomniatem wczeséniej, to wlasnie kontekst hi-
storii nauki pozwala na logiczne rozréznienie (w sensie logiki rozwoju) obu
»klasycznych” kontekstow i pokazuje zarazem, ze w zalezno$ci od perspektywy
historycznej, pewne fakty naukowe moga tworzy¢ kontekst odkrycia albo tez
uzasadnienia. Nie nalezy jednak sadzi¢, ze prowadzi to do relatywizmu - tak jak
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twierdzenia nauki majg posta¢ warunkowa, ajednak ma sens stwierdzenie, ze sa
one prawdziwe lub nie, tak rowniez mimo tego, ze to czy dany fakt tworzy
kontekst odkrycia, czy kontekst uzasadnienia, uwarunkowane jest przez kon-
tekst historii nauki, mozemy mowi¢ o tym czy dany fakt byt przyczyna odkry-
cia, czy stanowil uzasadnienie teorii naukowych (z chaosem mamy do czynienia
woweczas, gdy nie traktujemy kontekstu historii nauki jako struktury pierwotnej,
lecz szukamy innych warunkujacych go struktur i kontekstow np. kulturowych,
psychicznych czy socjologicznych). Z drugiej strony, mozna by sadzié¢, ze pro-
wadzi to do traktowania kontekstu historii nauki jako Absolutu, tak jak traktuje
logike proceséw historycznych Hegel. Jednak kontekst historii nauki jest pier-
wotny nie w sensie ontologicznym, lecz wylacznie w sensie logicznym, jako
przestanka rozumowania.

Pigknym przyktadem odtwarzania logiki rozwoju teorii, a wigc ukazy-
wania i tworzenia kontekstu historycznego, w ktérym dopiero nabieraja sensu
i znaczenia dwa pozostate konteksty, sg analizy zawarte we wspomnianej ksigz-
ce I. Lakatosa Proofs and Refutations9. Wedlug Lakatosa Matematyka (pisana
przez duze ,,M”, gdyz jest to jej imi¢ wlasne) stanowi nierozdzielng catos¢.
Zawiera w sobie calg swoja historig, jak rowniez wszelkie mozliwe interpretacje
filozoficzne. Jesli matematyk jest posluszny jej wewnetrznej logice rozwoju,
wtedy staje si¢ ptodny, odkrywa twierdzenia i prawa, tworzac matematyke
(przez male ,,m” jako jedna z niedoskonatych realizacji Matematyki). Linia po-
dzialu przebiega nie migdzy podejsciem historycznym a ahistorycznym, lecz
migdzy traktowaniem i uprawianiem jej na sposob euklidesowy (dedukcyjny)
a heurystyczny. W stylu euklidesowym twierdzen si¢ nie odgaduje, nie wazne sg
metody prowadzace do ich odkrycia. Z ustalonej (nikt nie wie, w jaki sposob i na
jakiej podstawie) listy aksjomatow i definicji wynikaja twierdzenia. W sposob
jednoznaczny twierdzenie jest wyznaczone przez jego dowod. Styl euklidesowy
ukrywa trudnosci i zagadki, matematyka przestaje by¢ przygoda, droga w niezna-
ne uprzednio obszary. Jedyna metoda odkrywania nowych twierdzen i jedyna
logika odkrycia jest dedukcja. W ramach stylu euklidesowego kazde odkrycie nie
poddajace si¢ schematowi dedukcji uwaza si¢ za catkowicie nieracjonalne — kaz-
da heurystyka jest albo racjonalna i zarazem dedukcyjna, albo niededukcyjna
i tym samym nieracjonalna.

Lakatos uwaza, ze istnieja takie aspekty matematycznej dziatalnosci,
ktére podlegaja racjonalnym metodom heurystycznym innym niz dedukcja. Sa
to aspekty wykraczajace poza obszar zainteresowania psychologii, socjologii
czy historii jako takich. Matematyka jest autonomicznym organizmem, ktory
Zyje i rozwija si¢ w oparciu o swoje wlasne, wewngetrzne prawa wzrostu. Naj-
wazniejsze, co mozna odkry¢ badajac ten organizm, to mechanizmy tworzace
wewnetrzng strukturg Matematyki, a wigc w konsekwencji nowe schematy
i sposoby myslenia, czyli nowe teorie, ktore zawierajag w sobie reguly dowodze-
nia i wszelkich uzasadnien. Heurystyka jako taka dotyczy autonomicznej dia-
lektyki matematyki, a nie jej historii, gdyz historia matematyki jest tylko daleko
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niedoskonala realizacjg tej dialektyki. Jednak tylko badania historyczne mimo,
iz nie ukazuja w sposob jasny i dokladny wgladu w struktur¢ matematyki, po-
zwalajg dostrzec calo$é tego zywego, rozwijajacego si¢ organizmu. Aby miec
jasno$¢ co jest odkryciem, a co uzasadnieniem, nalezy uzna¢ Matematyke za
rzeczywisto$¢ pierwotng. Wtedy, z jednej strony, odkrywane mechanizmy rza-
dzace matematyka stajg si¢ po pewnym czasie regutami dowodzenia (kontekst
odkrycia przechodzi wigc w kontekst uzasadnienia), a z drugiej strony, w roz-
szerzajacym si¢ kontekscie historycznym nauki, pewne stare dowody okazuja
si¢ btedne, co prowadzi w konsekwencji do generowania nowych poj¢¢ (kon-
tekst uzasadnienia staje si¢ wigc kontekstem odkrycia).

Nie istnieje w tej interpretacji ryzyko absolutyzowania ktorego$ z kontek-
stow, gdyz w sensie ontologicznym pierwotne okazuje si¢ odkrycie lub uzasad-
menie i dopiero ten ,,schemat ontologiczny” (odkrycie —» uzasadnienie lub uza-
sadnienie — odkrycie) wytwarza kontekst historii nauki. Jednakze schemat lo-
gicznego uwarunkowania jest doktadnie przeciwny - dopiero poprzez kontekst
historii nauki mozemy odkry¢ ten wspomniany powyzej schemat i w konsekwen-
cji rozrozni¢ logicznie kontekst odkrycia od kontekstu uzasadnienia. | w tym
,kontek$cie” nabiera szczegdlnego sensu stwierdzenie Lakatosa, ze filozofia
matematyki bez historii jest pusta (gdyz dopiero poprzez badania historyczne
mozna poznac ,,ontologiczny schemat”, ktory jest trescig kontekstu historyczne-
g0), natomiast historia matematyki bez filozofii jest $lepa (gdyz bez opracowy-
wanego filozoficznie kontekstu historycznego, wszelkie rozumowanie, probujace
rozdzieli¢ kontekst odkrycia od kontekstu uzasadnienia, zatamuje si¢; te kontek-
sty zlewajg si¢ ze soba tworzac nie schemat ontologiczny, lecz pojgciowy chaos).
Wida¢ stad, ze ten proces jest procesem cigglym, nie konczacym si¢, a przyjmu-
jac posta¢ kola hermeneutycznego sprawia, ze historia nauki-filozofia nauki jest
w stanie zbliza¢ si¢ do prawdy o samej nauce, ktorg bada.

3. Metoda Lakatosa analizy powstawania i rozwoju poje¢ matema-
tycznych.

Jak zauwazyliSmy poprzednio, analizy Lakatosa, zawarte w ksiazce
Proofs and Refutations, dotyczace pojawienia si¢ w matematyce pojecia jedno-
stajnej zbieznosci, mozna traktowac¢ przede wszystkim jako argument za istnie-
niem wewnetrznej logiki rozwoju teorii matematycznych.l0 Nie tyle wazny jest
rzeczywisty czas pojawienia si¢ jakiego$ odkrycia naukowego, co ,.czas we-
wnetrzny", ktory ukazuje kierunki rozwoju i zaleznos$ci danych struktur mate-
matycznych. Celem badan w ramach historii matematyki jest nie tyle wskaza-
nie, kiedy dane odkrycie miato miejsce ijak do niego doszlto, lecz ukazanie jak
nowo odkryte pojecie czy metody dowodowe skupiaja wokoét siebie réoznorodne
problemy i zagadnienia (stricte matematyczne jak i filozoficzne) oraz naswie-
tlaja metody ich zrozumienia i rozwigzania.
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Lakatos mowiac o odkryciu pojecia jednostajnej zbieznosci nie odkrywa
tego pojecia ani czasu jego pojawienia si¢, lecz mechanizm (logike rozwoju) od-
powiedzialny za powstanie tego pojgcia — jest to tzw. metoda dowodow i kontr-
przykladow (proofs and refutations'). Metoda dowodéw i kontrprzykladow jest
0gbélnym schematem matematycznego odkrycia lub rozwoju matematycznych
teorii. Mozna wyrézni¢ siedem charakterystycznych etapoéw dziatania tej meto-
dy:

1. Sformutowanie pierwotnej hipotezy C.

II. Rozbicie pierwotnej hipotezy na elementarne cz¢sci sktadowe (le-
maty Pi, P2, P3....P,)) prowadzace do jej dowodu, co mozna formalnie zapisac
P| A P2A...A Pn—> C.

III. Pojawienie si¢ kontrprzyktadow do pierwotnej hipotezy.

IV. Doktadna analiza dowodu, w celu znalezienia odpowiedzialnego za
falsz lematu. Po znalezieniu takiego ukrytego lematu Pntl okazuje si¢, ze kontr-
przyktady nie obalaja calego rozumowania, lecz tylko jego czg$¢, co znaczy, ze
maja jedynie range lokalng. Winny falszu lemat (ktéry nie byt wczesniej sfor-
mulowany) zostaje wbudowany w pierwotng hipoteze jako dodatkowy warunek
ograniczajacy jej zasi¢g. Tym samym pojawia si¢ twierdzenie postaci: P, A P2 A
.. AP, A Pntl = C. W tym nowym dowodzie kontrprzyktady przecza zaro6wno
wnioskowi C, jak i przestankom P! A P2 A ... A P,,A Pntl czyli schemat logiczny
rozumowania jest poprawny. Z leniatem Pntl zwigzane jest nowe pojecie (lemat
ten mozna traktowac jako definicj¢ tego pojecia), ktore jest tym samym poje-
ciem wygenerowanym przez nowy dowaod.

V. Badanie innych twierdzen i dowodéw pod katem wystgpowania
w nich odkrytego lematu i pojecia. Jesli to nowe pojecie zostanie odnalezione
wsrod innych dowodow, to potwierdzi swoje szczegdlne znaczenie jako pojecie,
w ktorym krzyzuja si¢ rozne dowody.

VI. Badanie konsekwencji hipotezy C. Te badania moga dotyczy¢ réz-
nych dziedzin wiedzy.

VII. Zwrocenie uwagi, poprzez kontrprzyklady, na nowe przyktady,
a w konsekwencji otwarcie nowych obszaréw badan".

Szczegoblnie interesujaca i trudna sytuacja ma miejsce, gdy po etapie II,
w ktérym w ramach przeprowadzanego dowodu ma miejsce usci$lenie niekto-
rych poj¢¢, nastepuje odkrycie kontrprzyktadu do dopiero co udowodnionego
twierdzenia. Otrzymujemy nastepujaca konkluzj¢: podanie $cistej definicji in-



Metody badan historii matematyki 23

tuicyjnie oczywistego pojecia (wlaczenie tego pojecia do matematyki) prowadzi
do wewnetrznej sprzecznosci. Podanie dowodu twierdzenia (wcze$niej uznawa-
nego za oczywiste bez dowodu a teraz zaprzeczonego przez kontrprzyktady)
jeszcze poglebia tg trudnos$é. Teraz sprzeczno$¢ dosigga samej istoty matematy-
ki: twierdzenie, ktore posiada scisty dowod, jest w tym samym momencie za-
przeczone przez kontrprzyktady. Zbyt drastyczna wydaje si¢ sugestia, aby ogra-
niczy¢ zasigg twierdzen tylko do tych przypadkow, ktére nie generuja kontr-
przykladéw, gdyz prowadzi to do zbytniego ograniczenia zasi¢gu twierdzenia,
a problemu nie rozwigzuje. Przeciez to dowdd ma ustali¢ zakres prawdziwos$ci
twierdzenia, a nie jakie$ inne badania.

Sytuacja wydaje si¢ by¢ bez wyjscia. Mozna zauwazy¢ jednak, ze ma-
my tutaj do czynienia z trzema elementami $cisle ze soba powigzanymi: dowod
twierdzenia, kontrprzyktad do tego twierdzenia oraz definicje poje¢ uzytych
w twierdzeniu. Wyglada na to, ze zaden z tych elementdéw nie ma sensu sam
w sobie. Jako obiekt matematyczny majacy swoja ontologiczng tozsamos$¢ ist-
nieje dopiero uktad tych trzech elementow {P, C, D), gdzie P oznacza dowdd
twierdzenia, C kontrprzyktad do niego a D definicj¢ nowego pojecia wygene-
rowanego przez dowdd i kontrprzyktad.

Dowéd oczywistego twierdzenia jest odrzuceniem warto$ci intuicji jako
narze¢dzia rozumienia podstawowych poje¢ matematyki. Intuicje trzeba zastapic
nowymi obiektami matematycznymi - i tak rodza si¢ nowe pojecia. Trzeba
jednak dostrzec sprzecznosci w matematycznej strukturze i rozpoczaé probe
likwidacji tych sprzecznos$ci przez nowe konstrukcje i definicje.

Chcialbym uogoélni¢ powyzszy schemat logiki odkrywania i rozwoju
poje¢ matematycznych i zobaczy¢ w nim rowniez schemat badan historii mate-
matyki. Gléwnymi narzedziami, ktére postuza do tego uogodlnienia, bedg twier-
dzenia Tarskiego zwigzane z jego definicjg prawdy oraz koncepcja Fregego
prawdziwosci zdan.

4. Konsekwencje twierdzen Tarskiego dla badan historii matematyki.

Chcialbym rozpocza¢ przyblizenie koncepcji prawdy Tarskiego od przy-
pomnienia dwoch antynomii starozytnych, ktére maja Scisty zwiazek z tg wlasnie
koncepcja. Cate rozumowanie Tarskiego jest w duzym stopniu polemika z tymi
antynomiami i proba obrony mozliwosci postugiwania si¢ pojeciem prawdy
W nauce.

Al. Argument megarejczykow

Kazda istniejgca rzecz musi znajdowac si¢ w jakim$ miejscu. Jesli to
miejsce jest miejscem w jakiej$ przestrzeni, to sama ta przestrzen musialaby si¢
rowniez znajdowac¢ w jakiej$ innej przestrzeni. Otrzymujemy wigc nieskonczo-
ny ciagg réznych przestrzeni, co jest niemozliwe. Swiadczy to o tym, Ze prze-
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strzen nie istnieje. W tym paradoksie znajduja si¢ przynajmniej dwa kluczowe
problemy:

1. Problem sensowno$ci odwzorowan (zanurzen) réznych rzeczywisto-
Sci w siebie. ,,Rzecz” i ,,miejsce” sg to byty majace inny status ontologiczny.
Jesli zalozymy, ze mozliwe jest umieszczenie rzeczy w Jakiejs$” przestrzeni,
ktora jest bytem innego rodzaju, niz ta rzecz, to nic nie stoi na przeszkodzie,
aby t¢ przestrzen znow umie$ci¢ w innej przestrzeni itd. Pojecie przestrzeni
staje si¢ wigc ,,rozmyte”, ma nieskonczenie wiele znaczen. Czy nie mamy do
czynienia z podobna sytuacjg w przypadku nauki, ktora jest probg umieszczenia
w ramach swoich struktur do§wiadczanego i poznawanego $wiata? Jesli §wiat
domaga si¢ poznawczego i racjonalnego uzupekienia, to dlaczego nie przenies¢
takich wymagan na konstruowang nauke?

Wprowadzenie zakazu ,,zanurzania" obiektéw w obiekty o innym statu-
sie ontologicznym mogloby ten paradoks rozwigza¢. Wtedy zalozenie, ze obiekt
A jest ,,zanurzalny” w obiekcie B prowadzi do wniosku, ze obiekt A4 jest
czegscig obiektu B, jako jego cze¢$¢ skladowa. Pozornie w matematyce ten za-
kaz zostal zlamany, gdy wprowadzono odwzorowania pomigdzy np. zbiorem
punktow i zbiorem funkcji. Zauwazmy jednak, ze stato si¢ to dopiero wowczas,
gdy pojawilo si¢ ogolne pojecie zbioru — dzigki temu odwzorowania sg doko-
nywane pomi¢dzy obiektami o tym samym statusie ontologicznym tj. zbiorami.
W przypadku nauki, aby przekroczy¢ t¢ antynomi¢, musimy zalozy¢, ze struktu-
ra ontologiczna $wiatajest identyczna ze strukturg nauki.

2. Opis, czyli mowienie o rzeczywistosci, wiaze si¢ z wprowadzeniem
poziomu ,,meta”, a wigc nowej ,rzeczywistosci” posiadajacej swoja strukture
i specyfike. Prawda rzeczywisto$ci jest wigc zalezna od tej nowej struktury, jej
spojnosci, logicznoscei itp. Jednak ocena tej nowej rzeczywistosci musi doko-
nywac si¢ z pozycji nowego ,,meta”. Prawda o rzeczywisto$ci umyka wigc,
oddala si¢ do nieskonczono$ci. Czy mozna ten nieskonczony tancuch ,,meta”
zamkna¢, sprawi¢, aby kolejne ,,meta” stato si¢ jedng z wczesniej rozpatrywa-
nych rzeczywisto$ci? Czy istnieje taka nauka, ze w oparciu wylacznie o jej
struktury mozna zbudowac jej meta-nauke?

A2. Argument Eublidesa.

Jesli ktamca mowi, ze klamie, to, zakladajac fatszywos¢ jego wypowie-
dzi, dochodzimy do wniosku, ze méwi prawdg, a znow zakltadajac prawdziwosé
jego stow stwierdzamy w konsekwencji, ze jego wypowiedz jest falszywa. W
tym przypadku prawda i falsz okazuja si¢ rownowazne. Jesli wigc tworzymy
pojecie (np. pojecie ,.ktamcy’), ktére uzyte w jakiej$ sytuacji prowadzi do
sprzecznosci, to czy nalezy odrzuci¢ (lub zmieni¢) to pojecie, czy moze zakazac
uzywania go w ,,niedozwolonych” sytuacjach. W historii nauki raczej domino-
wata ta druga tendencja.
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Co wynika z faktu, ze zdanie ,,Ja teraz ktami¢” prowadzi do sprzeczno-
$ci? Jest wiele konsekwencji tej antynomii i wiele wersji. Wspolczesnie jej nerw
wykorzystany jest w antynomii klas niezwrotnych Russela. Chciatbym zwrdcié¢
uwage tylko na jedna z konsekwencji, ktora bedzie wykorzystana w dalszej
czegsci: sg takie obszary rzeczywistosci, ktorych nie mozna zanegowac. Zawsze
zostaje co$, co zostaje nietknigte, gdzie moze schroni¢ si¢ prawda. W tym przy-
padku tym miejscem schronienia si¢ prawdy jest samoodniesienie si¢ - moze
by¢ ono tylko samopotwierdzeniem, a nigdy samozaprzeczeniem! Zdanie
,Klamca mowi, ze klamie" prowadzi do analogicznej konkluzji. Sprzecznosé,
ktoéra jest wynikiem tej wypowiedzi, pokazuje, ze pojegcie klamcy nie jest
,»absolutne” tzn. muszg istnie¢ takie sytuacje, gdy klamca przestaje by¢ ktamca
- tylko prawde mozna ,,rozciggnac¢” na cata rzeczywistos¢, natomiast fatszu nie!
Przeciez zdania ,,Ja teraz moéwi¢ prawde¢” nie mozna zaprzeczy¢ bez popadnig-
cia w sprzecznosc¢.

Whnioski z powyzszych analiz mozna sformulowaé nastgpujaco:

1. Nie wolno przyporzadkowywac sobie obiektow o réoznym statusie
ontologicznym. Jak zobaczymy ponizej Tarski uzasadnia, ze poje¢cie dowodli-
wosci ma inny status (ontologiczny) niz poje¢cie prawdy . Dowod nie moze by¢
jedynym argumentem za prawdziwos$ciag danego zdania. Prawda domaga si¢
innych (,,bogatszych’) argumentow.

2. Musi istnie¢ nauka, ktora zawiera w sobie zarazem prawde o §wiecie
jak i o sobie samej - tylko wtedy unikniemy sprzecznosci lub regressus ad infi-
nitum. Tarski konstruuje metajezyk, ktory zawiera w sobie, jako czes¢ wilasci-
w3, jezyk przedmiotowy. Wlasnie w tym metajezyku mozemy dopiero zdefi-
niowac prawde.

3. Jedynie prawda (a nie falsz) ma odniesienie do kazdego fragmentu
rzeczywistosci — rowniez do calo$ci. Wrecz ta ,,cato$¢” jest potrzebna, aby po-
jecie prawdy miato sens. Tarski pokazuje, ze poprawna definicja prawdy musi
odpowiada¢ pewnemu ogoélnemu schematowi, dajacemu mozliwo$¢ rozstrzy-
gnigcia prawdziwosci wszystkich zdan podpadajacych pod ten schemat. Ta
kwestia bedzie wyjasniona w dalszej czg¢sci.

Powyzsze antynomie byly w znacznym stopniu bodzcem do czynienia
prob sformutowania definicji prawdy oraz podania kryterium prawdy w ramach
danych teorii naukowych. Ukazywaly tez kierunki ewentualnych rozstrzygnigc.
Istotnym glosem w tej kwestii sg dwa twierdzenia A. Tarskiego, ktore podej-
muja sugestie wynikajace z istoty tych antynomii.

Jedno z nich mowi, ze w przypadku dostatecznie ,,bogatych” systemow
dedukcyjnych zbidor zdan prawdziwych jest istotnie wigckszy od zbioru zdan,
ktoére posiadaja dowodd, czyli nie moze istnie¢, w ramach tej teorii, ogdlne kryte-
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rium prawdy (w przypadku kazdej ,,bogatej” teorii wymyka si¢ nam mozliwos¢
formalnego ,,zadekretowania” prawdy).

Kolejne méwi, ze jesli zdanie jest prawdziwe w jednym modelu danego
systemu aksjomatycznego, to w kazdym innym modelu tego systemu jest ono
réwniez prawdziwe. To sugeruje, ze prawda ma w pewnym sensie walor abso-
lutny — nie zalezy ona od sposobu zapisu oraz interpretacji.

Definicja prawdy

W swoich analizach Tarski korzysta z klasycznej definicji prawdy. Jest
ona wedlug niego jedyna definicja prawdy wypracowang przez filozofi¢, na
ktorej mozna oprze¢ analizy logiczne. W przypadku klasycznej definicji prawdy
(a drogi filozofii pokazuja, ze trudno jest uwolni¢ si¢ od tej wlasnie definicji -
wszelkie inne proby zdefiniowania musza w konsekwencji wykorzysta¢ defini-
cj¢ klasyczng) chodzi o zgodnos$¢ tresci sadu i rzeczy, do ktoérej ten sad si¢ od-
nosi. W przypadku, gdy tre$¢ sadu ma inng struktur¢ ontologiczng niz odpowia-
dajacy temu sadowi stan rzeczy, to uzgodnienie stanowi zasadnicza trudnos¢.
W przypadku praw rozumowania, tre$¢ sadu i rzecz przedstawiana posiadajg ten
sam rodzaj istnienia. Poniewaz stwierdzenia nauk szczegdétowych w znaczacej
mierze korzystaja ze schematu zdan warunkowych (jesli x to y), wigc (moze)
dlatego ma sens mowienie w nauce o pewnosci i prawdzie.

Tarski stawia zasadnicze pytanie: czy zbidr wszystkich zdan formalnie
dowodliwych pokrywa si¢ ze zbiorem wszystkich zdan prawdziwych? Na grun-
cie logiki formalnej dokladnie zdefiniowane jest pojecie zdania formalnie do-
wodliwego (w ramach danej teorii). Jest to zdanie, ktore jest konsekwencja
przyjetych aksjomatéw, czyli zdanie, ktére mozna udowodni¢ w oparciu o przy-
jete aksjomaty i reguty dowodzenia. Co oznaczajednak termin zdanie prawdzi-
we? Jak sadzi Arystoteles: Jestfalszem powiedziec o tym, cojest, Ze niejest, lub
o tym, co niejest, zejest; jest prawdq powiedzie¢ o tym, co jest, Zejest, lub
o tym, co mejest, ze mejest.

Do tej wlasnie definicji prawdy (tzw. klasycznej, na ktorej oparta jest
korespondencyjna teoria prawdy) nawigzuje Tarski uznajacjej poprawno$¢ z in-
tuicyjnego punktu widzenia. Jednak brak jej poprawnosci i $cistosci formalne;.

Tarski ogranicza, zgodnie z konwencjg logiczng, stosowanie terminu
,»prawdziwy” do zdan. Wiaze si¢ z tym fakt, Zze poje¢cie prawdy ograniczone jest
do okreslonego jezyka, w ktoérym zdanie jest sformutowane i dopiero tam nabie-
ra sensu i znaczenia. Droga, ktoéra doprowadzita Tarskiego do podania definicji
prawdy, utwierdzona jest na dwoéch faktach filozoficznych odkrytych przez
Starozytnych: koncepcji prawdy Arystotelesa oraz paradoksie klamcy Eublide-
sa. Chodzi o Scisle sformutowanie, przy pomocy narzedzi logicznych, arystote-
lesowskiej definicji prawdy, ktora bylaby w stanie omina¢ putapke zastawiong
przez antynomi¢ ktamcy.
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Istote koncepcji prawdy Arystotelesa sprowadza Tarski do nastepujacej
formuty:

Prawdziwos¢ zdania polega najego zgodnosci (lub korespondencji) z rzeczywi-
stoscig,-

lub, jesli uznamy, ze stan rzeczy jest desygnatem zdania,

Zdaniejest prawdziwe, jesli oznacza istniejgcy stan rzeczy.

.....

zasadnicza trudno$¢ w uchwyceniu sensu oznaczania przez zdanie istniejacego
stanu rzeczy: ,,zdanie" nie moze by¢ identyczne ze ,,stanem rzeczy", nie moze
tez si¢ od niego zasadniczo rézni¢. Nie moga wigc te pojecia prowadzi¢ do za-
dowalajacej definicji prawdy.

W celu uniknigcia uzywania niescistych poje¢ dokonajmy formalnej
analizy powyzszego sformutowania. Rozwazmy konkretne zdanie p. Wéwczas
powyzsze definicje prowadza do nast¢pujacej roGwnowaznosci:

Zdanie ,,p’ jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy p.

Oczywiscie ,,p" oznacza nazw¢ zdania p. Oznaczmy nazwe¢ zdania p literg X.
Wtedy powyzsza rownowazno$¢ przyjmuje postac:

(T) Xjest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy p.

Powyzsza rownowazno$¢ nie jest zdaniem, tylko formg zdaniowsg;
mozna ja traktowac jako definicj¢ prawdy, jesli, dla wszystkich mozliwych
podstawien za zmienne p i X, w oparciu o nig bgdzie mozna rozstrzygnac, na
czym polega prawdziwo$¢ tego zdania. Takich mozliwych podstawien jest nie-
skonczenie wiele. Zobaczmy, co na ten temat pisze Tarski:

,.Podkresli¢ trzeba, ze ani samego wyrazenia (T) (ktore niejest zdaniem, tylko
schematem zdania), ani zadnego poszczegolnego podstawienia schematu (T) nie
mozna uwazac za definicje prawdy. Mozemyjedynie powiedziec¢, ze kazdg row-
nowaznos¢ postaci (T) uzyskang przez zastgpienie p' okreslonym zdaniem, a
X nazwg tego zdania, uwazamy za czgstkowq definicje prawdy, wyjasniajgcq,
na czym polega prawdziwos¢ tego konkretnego zdania. Ogdlna definicja musi
by¢ w pewnym okreslonym sensie logiczng koniunkcjq wszystkich takich czgst-
kowych definicji”l3.

W celu sprostania temu zadaniu proponuje Tarski traktowaé pojecie
prawdy jako pojecie semantyczne tzn. opisujace relacje migdzy wyrazeniami
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jezyka, a odnoszacymi si¢ do nich przedmiotami. Wydaje si¢ to na pierwszy
rzut oka niemozliwe, gdyz stowo ,,prawdziwy”, w sensie logicznym, wyraza
wlasnos$¢ zdan. Zdania jednak sg zbudowane z wyrazen, ktore wtasnie odnosza
si¢ do pewnych standéw rzeczy. Dlatego do zdefiniowania prawdy zostanie uzyte
kluczowe pojecie semantyczne ,,spelniania”. Jak jednak unikna¢ antynomii
klamcy, skoro zajej wystapienie wydaje si¢ by¢ odpowiedzialne wiasnie uzycie
poj¢¢ semantycznych. W celu rozwigzania problemu zdefiniowania prawdy
w sposob S$cisty i jednoznaczny nalezy Scisle okresli¢ strukture jezyka, w kto-
rym poje¢cie prawdy zostanie zdefiniowane. Realizacja nastgpujacych warunkoéw
sprawi, ze strukturajezyka bedzie $cisle okreslona:

1. Nalezy jednoznacznie scharakteryzowac klas¢ stow i wyrazen uwa-
zanych za sensowne i wjej ramach wskaza¢ wyrazenia niedefiniowalne.

2. Nalezy poda¢ reguly definiowania termindw nowych.

3. Nalezy ustali¢ zasady wyrdzniania wyrazen zwanych ,,zdaniami”.
Nalezy sformutowa¢ warunki uznawania zdan, a w szczeg6lnosci wskazac¢ zda-
nia przyjmowane bez dowodu tzw. aksjomaty.

4. Nalezy poda¢ reguty dowodzenia, czyli wyprowadzania nowych zdan
(czyli ,,zdan dowodliwych”) ze zdan juz wczesniej uznanych.l4

Sprobujmy teraz dotrze¢ do zalozen, ktéore sa odpowiedzialne za
sprzeczno$¢ w antynomii klamcy. W celu ograniczenia si¢ wylacznie do zato-
zen istotnych Tarski proponuje nastepujaca modyfikacje antynomii ktamcy:

»Niech 5 bedzie dowolnym zdaniem zaczynajgcym si¢ od stow ,,Kazde zdanie”.
Zdaniu 5 przyporzadkowujemy nowe zdanie 5*, poddajac 5 nastgpujacym
dwom modyfikacjom: usuwamy z S stowo ,, kazde" i po stowie ,,zdanie” wsta-
wiamy cale zdanie 5 ujete w cudzystow. Umdéwmy si¢ nazywac S ,,samostoso-
walnym” badz ,,niesamostosowalnym” w zaleznosci od tego, czy przyporzad-
kowane mu zdanie 5* jest prawdziwe, czy falszywe. Rozwazmy teraz nastgpu-
jace zdanie: Kazde zdaniejest niestosowalne. Latwo mozna wykazaé, ze zdanie

wtlasnie napisane musi by¢ zaro6wno stosowalne, jak i niestosowalne; a wigc
otrzymujemy sprzecznos¢’’15!

Analiza antynomii w powyzszej postaci prowadzi do wyszczegdlnienia
nastgpujacych zatozen:

1. Jezyk, w ktorym sformutowana jest antynomia kltamcy, zawiera¢ mu-
si, wraz z wystepujacymi w nim wyrazeniami, ich nazwy.

2. Elementami tego jezyka musza by¢ terminy semantyczne takie jak
np. ,,prawdziwy".

3. Wszystkie zdania okreslajace trafny sposob uzycia terminu ,,praw-
dziwy” sg uznane w tym jezyku.

4. Wjezyku tym obowiazuja zwykle prawa logiki.l6
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Jezyk, ktory spelnia zalozenia 1-3, nazywamy jezykiem semantycznie
zamknietym. 1, o ile nie bedziemy odrzucaé praw logiki, musimy odrzuci¢ jezyki
semantycznie zamknigte, aby unikna¢ antynomii klamcy oraz innych tego typu
antynomii. Przy definiowaniu prawdy nalezy wigc uzywaé¢ dwoch jezykow:

Jezyka przedmiotowego (o ktérym si¢ mowi i do ktéorego ma stosowac si¢ defi-
nicja prawdy) oraz metajezyka (w ktorym moéwimy o jezyku przedmiotowym
i w ktorym bedzie sformutowana definicja prawdy).

Podana wczesniej rownowaznos¢ (T) ma byé konsekwencja przyjetej de-
finicji prawdy (oczywiscie w metajezyku). Poniewaz symbol ‘p’ (z metaj¢zyka)
jest nazwag dowolnego zdania wzigtego z jezyka przedmiotowego, wigc metajezyk
zawiera jezyk przedmiotowy jako swoja cz¢$¢. Ponadto symbole X zostaja wpro-
wadzone do metaj¢zyka, aby reprezentowaé nazwy zdan zastgpowalnych przez
‘p’. Konieczne jest wigc odpowiednie bogactwo metajezyka, aby pomiescié te
wszystkie symbole. Oprécz termindéw odnoszacych si¢ do jezyka przedmiotowe-
go oraz termindow logicznych, metajezyk moze zawiera¢ terminy wylacznie zde-
finiowane (dotyczy to w szczegdlnosci poje¢ semantycznych).

Okazuje si¢, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym zdefiniowania
pojecia prawdy bez popadania w antynomi¢ klamcy jest to, aby metajezyk byt
»istotnie bogatszy" od jezyka przedmiotowego (oznacza to, ze pewne symbole
typu p’' zawarte w metajezyku, gdzie p jest zdaniem jezyka przedmiotowego, nie
mogg by¢ elementami tego jezyka ani posiada¢ w nim odpowiednikéw). Jesli wa-
runek powyzszy nie jest spetniony, to metajezyk jest zanurzalny w jezyku i sfor-
mutowana w nim definicja prawdy jest przekladalna na zdanie jezyka przedmio-
towego, co w znany sposob pozwala na rekonstrukcje antynomii klamcy.

W przypadku odrzucenia zalozenia o ,,istotnym bogactwie" metaj¢zyka,
trzeba rowniez zrezygnowac¢ z podania definicji prawdy. Termin ,,prawdziwy"
nalezy traktowac¢ wtedy jako pojecie pierwotne, a uzycie wyrazen zawierajg-
cych ten termin okresli¢ w sposéb aksjomatyczny.

Opierajac si¢ na powyzszych zalozeniach Tarski definiuje pojgcie
prawdy wykorzystujac pojecie spefniania. Spelianie jest relacjg zachodzaca
mie¢dzy funkcjami zdaniowymi (sg3 to wyrazenia majace posta¢ zdan, jednak
zamiast nazw mogg wystgpowaé w nich zmienne wolne) a przedmiotami: dane
przedmioty spetniajq dang funkcje zdaniowq, jesli staje si¢ ona zdaniem praw-
dziwym po zastgpieniu W niej wszystkich zmiennych nazwami tych przedmiotow.
Poniewaz w przypadku okreslonej formy zdaniowej istnieje okreslony zbior
przedmiotow (dziedzina formy zdaniowej), ktére mozna podstawia¢ za zmienne
wolne tej formy, wigc speinianie mozna rozumie¢ jako relacj¢ migdzy forma
zdaniowa a jej dziedzing. Zdanie jest szczegdlnego rodzaju forma zdaniowa,
w ktorej nie wystepujg zmienne wolne. Stosuje si¢ wigc do niego réwniez defi-
nicja spetniania. W przypadku zdania nie jest mozliwe, aby bylo ono spelnione
tylko przez czg$¢ przedmiotéw ze swojej dziedziny (bo te przedmioty sa na-
zwami wystepujacymi aktualnie w tym zdaniu) — zdanie jest spelnione przez
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wszystkie przedmioty, albo nie jest spelnione przez zaden przedmiot. | tym
samym otrzymujemy definicj¢ prawdy i falszu:

Zdaniejest prawdziwe, jeslijest spetnione przez wszystkie przedmioty, afalszy-
we, gdy zaden przedmiot go nie spetnia.

Zwr6¢my uwage na konsekwencje powyzszej definicji. W oparciu o t¢
definicj¢ mozna tatwo udowodni¢ prawo niesprzecznosci (niemozliwe jest, aby
dwa zdania sprzeczne byly spetlnione przez t¢ samg klas¢ przedmiotéw) oraz
prawo wylgczonego srodka (z dwoch zdan sprzecznych jedno musi by¢ spet-
nione przez wszystkie przedmioty dziedziny, gdyz ta dziedzina jest wspolna dla
obu zdan i tylko dla nich).

Rozpatrzmy dwa zbiory: zbior zdan dowodliwych D (tzn. zdan, ktore
mozna otrzymac¢ z aksjomatow przez zastosowanie regutl wnioskowania: pod-
stawiania i odrywania) oraz zbior zdan prawdziwych P. Okazuje si¢, ze zbior
D zawiera si¢ w zbiorze P (wynika to z tego, ze dowod przeprowadzony w je-
zyku przedmiotowym ma swodj odpowiednik w metajezyku, a relacja spetniania
jest zachowywana przy operacjach logicznych), jednak odwrotnie by¢ nie musi
(wynika to z istotnego bogactwa metajezyka, gdyz pojecie dowodliwosci moze
by¢ zdefiniowane wylacznie przy pomocy jezyka przedmiotowego, natomiast
pojecie prawdy nie — musi by¢ sformulowane w metajezyku). Czyli z dwoch
zdan sprzecznych co najwyzej jedno jest dowodliwe, jednak istnieje para zdan
sprzecznych niedowodliwych.

Mozliwo$¢ sformutowania poprawnej definicji prawdy dla danego je¢-
zyka sformalizowanego jest wigc dowodem jego niesprzecznosci (gdyz D c P).
Zarazem jednak, poniewaz podanie definicji prawdy jest mozliwe tylko w przy-
padku metajezyka bogatszego od odpowiadajacego mu jezyka przedmiotowego
(co wiaze si¢ z faktem, ze D # P), sformutowanie definicji prawdy dla danego
jezyka jest dowodem jego niezupetnosci (istnieja zdania prawdziwe, ktére nie
sa dowodliwe).

Twierdzenie o dedukcji

Majac dowolna teori¢ dedukcyjna (tzn. zawierajaca logike klasyczng)
zastgpujemy terminy pierwotne zmiennymi. Prawa teorii staja si¢ funkcjami
zdaniowymi. Jedynymi stalymi sa state nalezace do logiki, czyli logika jest
jedyna nauka przyjetajako podstawa tej teorii. Dla dowolnego zbioru obiektow
(przedmioty, klasy, relacje) mozemy sprawdza¢ czy spetiaja funkcje zdaniowe
tej teorii tzn. czy po podstawieniu nazw tych obiektOw w miejsce zmiennych
wolnych otrzymamy zdania prawdziwe. W przypadku pozytywnego wyniku
sprawdzenia zbior tych obiektéw nazywamy realizacja systemu aksjomatyczne-
go czy modelem teorii. Okazuje si¢, ze w tak ogdlnym przypadku:
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Kazde twierdzenie danej teorii dedukcyjnej spetnionejest przez dowolny model
systemu aksjomatycznego tej teoriil].

Jak mozna znalez¢ inne modele danej teorii dedukcyjnej 7/ Wystarczy
np. wybra¢ pewne wyrazy stale (moga to by¢ terminy pierwotne lub zdefinio-
wane) z innej teorii dedukcyjnej Ti wstawic¢je do aksjomatéw w miejsce termi-
now pierwotnych teorii T. Nastgpnie nalezy pokazaé, ze tak otrzymane zdania
sa prawdziwe w Ti. W analogiczny sposob przeksztalcamy wszystkie twierdze-
nia teorii T poprzez zastgpienie w nich terminow pierwotnych wyrazami statymi
uzytymi do podstawien w aksjomatach. W takim przypadku moéwimy, ze zna-
lezliSmy interpretacje teorii T w teorii Ti. Otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Wszystkie twierdzenia udowodnione w oparciu o dany system aksjomatyczny
pozostajq stuszne dla dowolnej interpretacji tego systemuls.

Obecnie sprobujmy wykorzystaé powyzsze fakty do pelniejszego zro-
zumienia przedstawionej w paragrafie 3 metody badan historycznych. Oczywi-
Scie twierdzenia Tarskiego maja zastosowanie do teorii dedukcyjnych, wiec
w przypadku badan historycznych chodzi tylko o pewne analogie.

Twierdzenie Tarskiego o prawdzie mowi, ze nie istnieje mozliwosé
sformutowania poprawnej definicji prawdy, jesli metajezyk, w ktorym te defini-
cj¢ formutujemy, nie jest istotnie bogatszy od jezyka przedmiotowego. Proba
zinterpretowania definicji prawdy w jezyku przedmiotowym prowadzi nie-
uchronnie do pojawienia si¢ paradoksu klamcy - bogactwo metajezyka daje
mozliwo$¢ uniknigcia takiej interpretacji.

Analogicznie mozemy zalozy¢, ze modele teoretyczne, w ramach kto-
rych badamy nauke, winny by¢ bogatsze od $§wiata opisywanych faktow histo-
rycznych. Muszg pojawi¢ si¢ w tym modelu pewne byty teoretyczne nie majace
przetozenia na fakty historii nauki - istnienie tych bytéw jest konieczne do tego,
aby pojecie prawdy miato sens i bylo niesprzeczne. Ponadto, dowdd (czyli ana-
lizy historyczne) w przypadku pewnych faktow nie wystarczy, aby zrozumiec
ich sens i znaczenie. Trzeba mie¢ inne narz¢dzia, opracowane w metajezyku,
czyli osiagalne poprzez skonstruowany model rozwoju nauki.

Natomiast wniosek z twierdzenia o dedukcji prowadzi do nastepujacej
analogii. Jesli analizujemy dana teori¢ naukowa w danym momencie jej roz-
woju, to odkryte zalezno$ci oraz znaczenia poje¢ i struktur zachowuja swoja
range¢ i wartos¢ w innym kontekscie historycznym. Raz odkryte zaleznosci po-
zwalaja na patrzenie na inne zwigzane z nimi (i okre$lone przez nie) wydarzenia
z historii nauki jako na wydarzenia ,,sensowne” i racjonalne. Dowodzi to nie-
zalezno$¢ nauki od uwarunkowan historycznych, a zarazem ukazuje sens i po-
trzebe analiz historycznych dla zrozumienia istoty i rangi danych struktur i po-
j¢¢ nauki.
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5. Fakt historyczny a prawdziwos$¢ zdan Fregego

Jak oceni¢ prawdziwos$¢ zdania ogoélnego, w jaki sposdob mozna je naj-
pewniej uzasadni¢, czyli jak uja¢ je w logiczng strukture lub powiagzaé je ze
zbiorem konkretoéw, faktow? Czy czyste myslenie moze by¢ ujete w ramy jezy-
ka formalnego? Frege w swojej Ideografie, stawiajac powyzsze pytania i pra-
gnac na nie odpowiedzie¢, koncentruje si¢ nie tyle na zdefiniowaniu prawdy (co
czyni Tarski), lecz zakladajac jej rozumienie jako stan pierwotny badajacego
umyshu, probuje podaé kryterium prawdziwos$ci. Jest to odwazna kontynuacja
programu Leibniza opracowania formalnego rachunku pozwalajacego rozstrzy-
ga¢ wszelkie mozliwe kwestie.

W celu przyblizenia si¢ do odpowiedzi na powyzsze pytania Frege
wprowadza pojecie tresci pojeciowej (begrifflicher Inhalt) odnoszacej si¢ do
treSci zdania, ktéra nie zalezy od tego czy dana czg$¢ zdania petlni role pod-
miotu, czy orzeczenia. Na przyklad zdanie A - Jan pije kawe oraz zdanie B -
Kawa jest pita przez Jana maja t¢ sama tres¢ pojeciowa. Odrdznienie podmiotu
i orzeczenia jest zabiegiem sztucznym, czysto konwencjonalnym i nie wptywa
na tre$¢ pojeciowa zdania. Powyzsze zdania mozna zapisac jeszcze w inny spo-
sob: C - Picie kawy przez Jana jestfaktem, gdzie pojawia si¢ uniwersalne orze-
czenie jest faktem. Przez wprowadzenie uniwersalnego orzeczenia jest faktem
opis stanu (np. picia kawy przez Jana) staje si¢ sadem. Ten zabieg pozwala
unikna¢ niejasnosci zwigzanych z uzyciem np. funktora negacji ,,—i”. Zdania
-.A 1 -iB majg inng tre$¢ pojeciowa mimo, iz zdania 4 i B maja t¢ samg tres¢.
W jaki$ niejasny sposob na tre$¢ zdania negowanego ma wpltyw budowa tego
zdania. Aby unikng¢ zamieszania umawiamy si¢, ze wszystkie zdania sg postaci
C, a negacja stwierdzajedynie, ze dana tre$¢ nie zachodzi.

Powyzsze ustalenia pozwalaja na ,,desubiektywacje” zdan - tres¢ zda-
nia nie zalezy od wyboru czesci zdania peinigcej role podmiotu. Ponadto, po-
niewaz wszystkie zdania posiadaja uniwersalne, wspolne orzeczenie (jestfak-
tem), wigc tym samym otrzymujemy zbior faktow jako faktéw samych w sobie,
o ktoérych nic nie orzekamy. Mozemy wigc zrezygnowac z zalozenia, ze istnieje
jakas ,,zewnetrznos¢” (warunki psychiczne, kulturowe, socjologiczne itp.), kto-
ra ten fakt wyjasnia. Cata tre$¢ miesci si¢ w tym fakcie i, aby to w pelni zoba-
czy¢, trzeba go tylko odpowiednio sformutowac i poddac¢ analizie. ,,Dopisanie”
jakiego$ orzeczenia nic nie daje, bo i tak trzeba uzasadni¢ prawomocnos¢ przy-
pisania podmiotowi tego wlasnie orzeczenia. To nie fakt historyczny jest nosni-
kiem prawdy, lecz sam ,,czysty fakt". Natomiast samo umieszczanie twierdzen
i poje¢ w réznych kontekstach historycznych pozwala jedynie wydoby¢ z tych
matematycznych struktur tres¢ i znaczenie.

Czy wigc sad tworzy si¢ w sposob uniwersalny przy pomocy jednego
ustalonego zwrotu - a zatem czy prawda faktu z historii nauki jest ukazywana
przy pomocy jednego uniwersalnego ,,odstoni¢cia”, a umieszczanie tego faktu
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w innych kontekstach historycznych stluzy raczej do rozjasniania tego kontek-
stu, niz do ukazania faktu?

Zauwazmy, ze kazde zdanie w naturalny sposob rozpada si¢ na dwie
czesci:

1. Czgs¢ stala przedstawiajacg caloksztatt stosunkow oraz

2. znak, ktéory mozna wymienia¢ z innymi, i ktéry oznacza przedmiot
pozostajacy w tych witasnie stosunkach z innymi przedmiotami.

Frege czeg$¢ stala nazywa fumkcjq a wymienna (znak) argumentem.
Wprowadza nastgpujace oznaczenie:

|- @(a) — funkcja D(a) jest faktem

W powyzszym przyktadzie funkcja moze byc¢ picie ....... przez Jana, a
argumentem kawa (wymienialna np. na inny napdj); lecz réwniez mozna
przyjac, ze funkcjajest picie kawy przez ......gdzie wymiennym znakiem jest
imi¢ Jan. Moze to by¢ réwniez funkcja dwoch argumentdw tzn. picie
przez Wazne jest, aby ustali¢, co w danej wypowiedzi jest funkcja, a co
argumentem. W trakcie analizy danego zdania nie mozna zmienia¢ tego usta-
lenia, bo prowadzi to do relatywizacji prawdy. Dane pojgcie ma sens i zna-
czenie tylko poprzez funkcje, ktorej jest argumentem. Funkcjgjest wigc pew-
na ogodlna forma, ktéora sama w sobie nie jest ani prawdziwa, ani falszywa.
Jednak to wtlasnie ona nadaje sens réznym znakom, gdyz o znaczenia stow
nalezy pyta¢ w ich zwiazkach zdaniowych, nie za§ oddzielnie. Definicje da-
nych znakow maja nadawaé im sens juz na poczatku konstrukcji i dowodow.
Nie mozna zaklada¢, ze dowod i otrzymane wyniki uprawomocnig przyjete
definicje mimo braku rozumienia i sensu wystepujacych w tych definicjach
znakow. Jest to niebezpieczne uzaleznianie teorii matematycznej od doswiad-
czenia - aby unikna¢ ewentualnych sprzecznosci trzeba uzyskaé¢ znaczenie
uzywanych stow niezaleznie od dowodu na drodze ogolnej i formalnej defini-
cji.

Jaki jest wigc sens dowodu? Ma on uwolni¢ prawdziwos¢ zdania od
wszelkich watpliwo$ci oraz pokazaé zalezno$¢ jednych prawd od innych. Tre$é¢
danego sadu nie musi mie¢ wigc wiele wspolnego z dowodem tego sadu. Do-
wod jedynie pokazuje uprawnienie do wydania danego sadu. Jak to si¢ dzieje?

Wedlug Fregego dowdd moze operowaé wylacznie ogdlnymi prawami
logicznymi i definicjami - wtedy mamy do czynienia z sagdem analitycznym;
jesli trzeba w dowodzie odwota¢ si¢ do jakiego$ szczegdlnego obszaru wiedzy,
nie majgcego charakteru ogoélnych prawd logicznych, to jest to sad syntetyczny.
Sady a priori znow, to sady, ktore mogg by¢ calkowicie wyprowadzone z
prawd ogoélnych nie wymagajacych dowodu. | w ten sposéb dowodd stanowi
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kryterium rozrézniania mig¢dzy réznego typu zdaniami i wskazuje na zrodto
uzasadnienia zdania.

Wykorzystajmy powyzsze uwagi do ukazania analogii z badaniami
w ramach historii nauki. Sledzenie danych ,,faktow” i struktur nauki w roz-
nych kontekstach historycznych jest odpowiednikiem dowodu i ma ono za cel
nie tyle wykazanie, ze dany fakt historyczny rzeczywiscie mial miejsce, lecz
wskazanie argumentéw czy struktur, ktére pokazuja miejsce i zasieg tych
faktow w dziejach nauki. To oczywiscie wskazuje na to, ze ten fakt (lub fakt
o zblizonej strukturze) rzeczywiscie miat miejsce. Do ukazania tresci stuzy
biezacy stan nauki. Tylko przez jego pryzmat mozemy patrze¢ na histori¢ -
bez niego zadna nowa tre$¢ ani nowy fakt historyczny nie moze zosta¢ od-
kryty, gdyzjest po prostu niewidoczny.

6. Ogodlny schemat badan historii matematyki

Mozemy teraz spojrze¢ na etapy rozwoju teorii matematycznych wska-
zane przez Lakatosa nieco szerzej, wykorzystujac analizy koncepcji Tarskiego
i Fregego, przedstawione w poprzednich paragrafach.

Sformutowanie danej hipotezy oznacza, ze zostata ona przyjeta i uwia-
rygodniona w oparciu o pewne argumenty, o ktorych si¢ explicite nie mowi.
Pochodza one spoza teorii a ich sens nie jest do konca przejrzysty z matema-
tycznego punktu widzenia; ponadto, nie wiadomo jaka jest ranga i miejsce tej
hipotezy w strukturze matematyki . Stad pojawia si¢ etap drugi, czyli dowod
(rozbicie hipotezy na mniejsze cz¢sci — lematy i doprecyzowanie pojgc).

Wyjscie poza obszar pierwotnej oczywistosci rodzi problemy i pojawiaja
si¢ sprzecznosci. Zostaja dostrzezone kontrprzyktady do pierwotnej hipotezy,
ktore pokazuja, ze istnieje konflikt miedzy tymi intuicjami, ktére wygenerowaty
hipotezg, a ustalong struktura matematyki (proba ,,okietznania” intuicji nie udaje
si¢). Trzeba wskazaé t¢ cze$¢ dowodu (roztozonej na cz¢sci hipotezy), ktora sku-
pia w sobie istot¢ uzywanych dotychczas intuicji (czyli jest odpowiedzialna za
sprzecznos$¢). Nastepuje wigc przesuni¢cie rangi i znaczenia pierwotnej hipotezy
do wskazanej czgsci dowodu. Ta czgs$¢ (winny sprzecznosci lemat) zawiera zara-
zem definicj¢ nowego matematycznego pojecia.

W przypadku badania dziejéw struktur matematycznych (poj¢é, dowodow)
analogicznie wykorzystujemy powyzszy schemat.

1. Rozpoczynamy od istniejgcej aktualnie w matematyce definicji danej
matematycznej struktury i analizujemy intuicje zwigzane z tym pojeciem (pier-
wotna hipoteza). Nastepuje umieszczenie tej struktury w ,.kontekscie filozoficz-
nym” tzn. ukazanie jej powiazania z waznymi problemami filozoficznymi. Ma
miejsce podanie narzedzi filozoficznych (istotnie bogatszych od $wiata opisy-
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wanych faktow - analogia z twierdzeniem Tarskiego), ktore beda stuzy¢ do
porownania istniejacej definicji z rozumieniem definiowanego bytu w réznych
momentach historii matematyki.

2. Analiza historyczna powstania danej struktury matematycznej i uka-
zanie roznych prob jej uchwycenia i zrozumienia w matematyce.

3. Dotarcie do takiego momentu w rozwoju danej teorii, ktory wydaje si¢
podwaza¢ sens zachowania jej zwigzku z zagadnieniami filozoficznymi, z kto-
rych wyrosta.

4. Analizujac powstanie danej struktury zauwazamy co decyduje o tym,
ze ma ona okreslony sens i jest ,,niesprzeczna” przy jednoczesnym zachowaniu
powiazan z odpowiednimi zagadnieniami filozoficznymi. Okazuje si¢, ze raz
odkryte zalezno$ci pozwalajg patrze¢ na zwiazane z nimi fakty historii jako na
wydarzenia sensowne i racjonalne. W tym momencie wylania si¢ nowe rozu-
mienie danego pojecia (jest to rownoczesnie odkrycie problemu filozoficznego),
ktore mozna traktowac jako jego istote. Dostrzegamy, ze w gruncie rzeczy ma
miejsce jedno kluczowe odstoniecie danego bytu (przy ostatecznym sformuto-
waniu matematycznej definicji i podaniu podstawowych twierdzen), a kolejne
umieszczanie go w roznych kontekstach historycznych stluzy raczej do rozja-
$nienia tego kontekstu, czyli sytuacji problemowej, z ktorajest zwigzany.

5. Kolejny etap (odpowiadajacy etapom 5, 6, 7 metody Lakatosa), to
préoba odnajdywania odkrytego problemu filozoficznego w innych zagadnie-
niach filozoficznych i naukowych. Im wigcej takich miejsc i im wigksza ich
ranga, tym wigksze znaczenie ma odkryty problem. Trzeba dokona¢ rowniez
analizy wplywu zbadanego problemu na rozumienie innych zagadnien filozo-
ficznych. Tym samym otwieraja si¢ nowe obszary badan.

W powyzszym schemacie badan historycznych w ramach systemu, na
poczatku badan mamy do czynienia z oczywistymi prawdami, ktore nie wydaja
si¢ potrzebowa¢ zadnych analiz. Te prawdy skladajg si¢ z poje¢¢, ktorych sens
okres$lony jest przez strukture danej teorii. W rozdziale II rozpoczne¢ badania
dotyczace pojecia continuum i réznorodnych probleméw z nim zwigzanych.
Ukaze jak w topologii zostalo zdefiniowane pojecie continuum (topologiczne-
go) i jak to pojecie odpowiada pierwotnym intuicjom. Ta zgodno$§¢ w miarg
prostej, formalnej struktury z czym$ co ma tak ogélny i uniwersalny charakter
jest czyms$ zastanawiajagcym. Sytuacja komplikuje si¢ w miar¢ dotaczania kolej-
nych zagadnien filozoficznych, ktore wigza si¢ z problemem continuum. Szcze-
g6lng moc i aktualno$¢ zdaja si¢ mie¢ analizy Arystotelesa dotyczace zagadnie-
nia continuum i paradoksy Zenona z Elei, ukazujace trudnos¢ w zrozumieniu
pojecia continuum. Ani formalne, ani intuicyjne rozumienie nie wystarcza, aby
wyjasni¢ t¢ kwesti¢. | w ten sposob pojawia si¢ pierwotna hipoteza ujeta jezy-
kiem paradoksow eleackich. Wiele kluczowych zagadnien podjetych przez Sta-
rozytnych zdaje si¢ ogniskowac¢ w pojeciu continuum. Moze jest tak, ze zatoze-
nie o istnieniu continuum jest konieczne, aby rozwigzaé czy zrozumie¢ podjete
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problemy. Sprzecznos$ci, na ktéore napotykamy przy analizie continuum, sa
wskaznikiem niezrozumienia niektorych zdawatoby si¢ oczywistych kwestii,
a nie dowodem ,,nieracjonalnosci” continuum. Jak pisze René Thom: ,,To nie
continuum stanowi problem, lecz continuum, dzigki realizacji nieskonczonosci
aktualnej, usprawiedliwia nieskonczonos¢ przeliczalng: przeciez Achilles prze-
gania zo6twia”2(.

W rozdziale III wprowadzam poje¢cie absolutu poznawczego oraz anali-
zuj¢ trzy koncepcje nauki uniwersalnej jakie pojawily si¢ w starozytnosci: pla-
tonska, pitagorejska i archimedejska. Podjecie zagadnienia continuum w mate-
matyce nowozytnej i wspotczesnej byto sci§le zwigzane z ideg nauki uniwersal-
nej.

W czasach nowozytnych sformulowano jednak co najmniej dwie nowe
wizje nauki uniwersalnej — kartezjanska i leibnizjanska — ktére nawiazywaty do
koncepcji starozytnych (tym zajmuj¢ si¢ w rozdziale IV).

W oparciu o te idee (i w pewnej opozycji do nich) w XIX wieku zostata
sformutowana nowa koncepcja nauki uniwersalnej wypracowana gtoéwnie przez
Bolzano i Riemanna. Samo continuum zaczg¢to petnié¢ role absolutu poznawcze-
go i uzyskato kilka konkretnych matematycznych realizacji m.in. jako continu-
um rzeczywiste Dedekinda i Cantora (tego dotyczy rozdzial V).

Te badania daly tez podstawg wypracowania poje¢ (rozciaglosci,
otwartos$ci, zwarto$ci, spojnosci, rozmaitosci), ktore legly u podstaw sformuto-
wania w latach 1910-1922 topologicznego pojecia continuum. Samo narodzenie
si¢ tego pojecia (i poczatek rozwoju teorii continuow) mialo miejsce w pracach
Brouwera i Janiszewskiego w latach 1910-1912 a pelne znaczenie uzyskato
dzicki wynikom Knastera, Mazurkiewicza, Kuratowskiego, Sierpinskiego i
innych. Istotne, dla dostrzezenia znaczenia tego pojecia i powstania nowej sa-
modzielnej teorii matematycznej, bylo skonstruowanie continuow nierozkladal-
nych, ktore zdawaly si¢ generowac sprzeczno$ci z wezesniejszym rozumieniem
pojecia continuum. W konsekwencji jednak pozwolito glebiej wniknaé w sens
samego continuum i ukazalojego matematyczna range i znaczenie. Jest to temat
VI rozdziatu niniejszej pracy.

W ostatnim V1l rozdziale ukazuj¢ znaczenie przeprowadzonych badan
historycznych dla filozofii, w szczegodlnosci pokazuje, w jaki sposob sformuto-
wane w matematyce pojegcie continuum rozjasnia kwestie zwigzane z relacjg
mie¢dzy matematyka a rzeczywistoscia oraz jak nowa idea nauki uniwersalnej
jest realizowana w filozofii.
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Rozdziatl 11
Problem continuum

1. Préba intuicyjnego okreslenia continuum

Pojecie continuum zwigzane jest z fundamentalnymi pojeciami
czasu i przestrzeni. Stad, migdzy innymi, bierze si¢ tak duze znaczenie tego
pojecia. Jesli moéwimy, ze przestrzen czy czas maja strukture continuum, to
co chcemy przez to wyrazi¢? Jaka cechg tym obiektom przypisujemy?

Posiadanie struktury continuum przez czas czy przestrzen oznacza,
ze nawet najmniejszy interwal czasowy nie jest chwila, ze mozliwe jest
dzielenie danego obszaru przestrzennego na dowolnie mate czg¢sci, ze przej-
Scie zjednego migjsca w inne czy z danej chwili w inng odbywa si¢ w spo-
sob ciagly, ze nie ma przerw mig¢dzy poszczegdlnymi obszarami przestrzeni
czy odcinkami czasowymi. Mozliwo$¢ nieskonczonej podzielnosci okresli-
my stowem cigglos¢, natomiast przyleganie czgsci do siebie nazwiemy spo-
istoscig. Continuum jest to wigc byt, ktory ma cechy ciaglodci i spoistoscil.
Czy oprocz czasu i przestrzeni mozna wskazac jeszcze inne modele continu-
um? Sa to np. strumien $wiatla czy cieczy, intensywno$¢ barwy, ruch ciata
W przestrzeni.

Przeciwienstwem? struktury comtinuum (ciaglej i1 spoistej) jest
struktura dyskretna, w ktorej elementy sg od siebie oddzielone oraz istniejg
w niej elementy najmniejsze (niepodzielne), z ktérych onajest zbudowana.

Mimo, iz przewazajacy w dziejach nauki byl poglad, ze przestrzen
i czas majg struktur¢ continuum, to jednak réwniez mozemy odnalez¢
zwolennikéw pogladu przeciwnego (np. Demokryt). Mimo tak duzego
zainteresowania, poj¢cie continuum zostalo wlaczone do matematyki do-
piero w XIX wieku (w analizie matematycznej) oraz w wieku XX (w to-
pologii). Swiadczy to o zasadniczej trudnosci w formalnym ujeciu struktu-
ry continuum i o jej bogactwie.

Czy problem continuum pojawil si¢ juz u starozytnych Grekow —
jesli tak, to zjakich zagadnien filozoficznych si¢ wytonit?

Juz rozwazania jonskich filozoféw zwrécity uwage na koniecznosé
istnienia w rzeczywistym §wiecie elementu, ktory bylby niewyczerpywalny
i charakteryzowalby si¢ ,,pelnoscia”. Bo wlasnie poszukiwania pierwszej
przyczyny i zasady bytu (arche) majacej da¢ racjonalng podstawe budowy
i dziatania $wiata prowadzity do takich wnioskoéw. To poszukiwanie arche
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przez greckich filozoféw mialo na celu dotarcie do takiego elementu rze-
czywistosci, ktory bylby poczatkiem wszystkich rzeczy, zasada, sila
sprawczg oraz tworzywem calego kosmosu. U podstaw tych poszukiwan
lezala wiara w racjonalno$¢ Swiata i potege ludzkiego rozumu. Arche ma
okaza¢ si¢ immanentne wobec $wiata, by¢ jego czgsdcig, a zarazem ujmo-
walna rozumem struktura, z ktérej mozna skonstruowac¢ wszystkie ele-
menty $wiata.

Okazuje si¢ jednak, ze tak rozumiane arche prowadzi w naturalny
sposob do pojec ciagglosci i spoistosci. Arche jako tworzywo wszystkich
bytéw musi by¢ niewyczerpywalne i w sposob ciagly dostarcza¢ materiatu
potrzebnego do ich powstania. Poniewaz jest wsze¢dzie, nie moze by¢
przerw w jego wystgpowaniu (spoistos¢) — rozne formy, ktére przyjmuje
przechodzg ptynnie w siebie. Tales przeciez glosit, ze wszystko jest prze-
niknigte zasada-woda, apejron Anaksymandera byt nieskonczony i abso-
lutnie jednorodny, a wedlug Anaksymenesa wszystko powstaje z powietrza
przez zagegszczanie i rozrzedzanie. Ogien-logos Heraklita natomiast prze-
nika i taczy wszystko, nawet przeciwienstwa.

Continuum przejmuje cechy arche w dwoéch zasadniczych punk-
tach: jest niezniszczalne w przypadku podziatu (kazda najmniejsza czastka
continuum jest nadal continuum) oraz wypelnia soba cala zajmowana prze-
strzen (jest tak potozone, ze nie ma w nim miejsca na byt innego rodzaju).
Podziat continuum na czgSci oraz umiejscowienie poszczegolnych czgsci
continuum w catosci i wzgledem siebie, sa to kwestie, ktore pozwalaja
widzie¢ w strukturze continuum kontynuacje problemu arche.

Jesli wiec przyjmiemy, ze wlasnosci, ktore charakteryzuja continu-
um, sa podstawowymi elementami rzeczywistosci, to arche powinno
,nadawacé si¢” rowniez do zdefiniowania tych wtlasnosci i odtwarzania
struktury continuum. Docieramy tu do podstawowego kryterium oceniajg-
cego czy dany byt nadaje si¢ do petnienia roli arche, czy nie.

Filozofia grecka podata cztery gtéwne sposoby podejscia do pro-
blemu arche (zwigzane sa z nimi zarazem rozne sposoby podejsécia do pro-
blemu continuum).

A. Pierwszy z nich polegal na poszukiwaniu doktadnie jednego elementu,
ktory pozwalalby, przy pomocy odpowiednio dobranych metod, od-
twarza¢ cala rzeczywisto$¢. Najpowazniejszym kandydatem do petnie-
nia tej roli okazala si¢ liczba z calym tadunkiem filozoficznych inter-
pretacji podanym przez pitagorejczykow. Rowniez eleaci wierzyli, ze
podstawa catej rzeczywistosci (czyli to co naprawdg¢ istnieje) moze by¢
tylko jedna. Jak zobaczymy w paragrafie 5 tego typu podejscie gene-
rowato wiele paradoksow m.in. zwiazanych z poje¢ciem continuum.
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B. Drugi z nich przyjmowat, ze do odtworzenia calej rzeczywistosci po-
trzeba wigcej nizjeden (lecz skonczenie wiele) elementow. Nalezy wigc
znalez¢ skonczona kolekcje elementow pierwotnych. Przyktadem reali-
zacji tego pomystu byla koncepcja czterech zywioldéw Empedoklesa.
Rowniez w tym nurcie miesci si¢ idea Platona (przedstawiona w pa-
ragrafie 3) o konstrukcji $wiata w oparciu o pi¢¢ wieloScianow forem-
nych oraz rozwiazanie problemu odcinkéw niewspotmiernych przedsta-
wione przez Eudoksosa.

C. Kolejny sposéb przyjmowat istnienie jednego elementu, ktory wszakze
musi zawieraé w sobie calg nieskonczono$¢ mozliwosci (apeiron
Anaksymandra). To tej idei nawigzano dopiero w XIX wieku w teorii
granic Cauchy’ego czy zbiorow nieskonczonych Cantora.

D. Ostatni sposéb zwigzany jest z teoriag zarodkow Anaksagorasa - jest
tyle elementow pierwotnych, ile réznych jakosci; niemozliwe jest
otrzymanie przy pomocy danych jakosci catkiem nowych. Anaksago-
ras uwaza, ze ,,w stosunku do tego co jest male, nie ma najmniejszego,
lecz zawsze tylko coraz mniejsze; nie moze bowiem to, co istnieje, sta¢
si¢ czyms, co nie istnieje. Rowniez w stosunku do tego, co jest wielkie,
jest zawsze co$ wigkszego. To, co jest wielkie, jest co do wielkosci
rowne temu, co jest mate; natomiast kazda rzecz w stosunku do siebie
samej jest i duza, i mata zarazem”3. Przy analizowaniu problemu con-
tinuum Arystoteles postuguje si¢ w znacznej mierze tym sposobem ro-
zumowania i dzigki temu unika paradoksoéw eleackich - nieskonczony
podziat continuum jest mozliwy i nie prowadzi do sprzecznosci, gdyz
kazdy kolejny element podziatlu jest nowajakoscia.

Mysle, ze istotnym elementem ,,wspomagajagcym” intuicyjne ro-
zumienie (juz na ,,poczatku”) pojecia continuum jest wprowadzenie mate-
matycznej struktury, ktéra pokazuje na ile mozliwe jest formalne uchwy-
cenie wilasno$ci opisywanych tym pojeciem. Przyjrzyjmy si¢ w tym celu
kilku pojegciom i twierdzeniom topologii, ktore ujmuja przynajmniej nie-
ktére aspekty pojecia continuum.

2. Pojecie continuum w topologii

Badania topologiczne sa proba uchwycenia wlasnosci geometrycz-
nych (i nie tylko) bez stosowania pomiaru. Wydawalo si¢ to niemozliwe,
az do czasu Eulera, ktory zauwazyl, ze pewne zagadnienia geometryczne
mozna rozpatrywaé abstrahujgc od wlasnosci metrycznych.4 Tego typu
badania rozwijali Mdbius, Listing, Gauss, Jordan, Betti i Poincare. W ten
sposob powstata teoria grafow, rozmaitosci orientowalnych i nieoriento-



42 Wiestaw Wojcik

walnych, kompleksu, czy grup homologii. Wlasnosci topologiczne sag
w tych teoriach badane przy pomocy poj¢¢ i narzedzi algebraicznych.

Istnieje rowniez drugi nurt badan topologicznych. Opiera si¢ on na
probach uogdlnienia zagadnien i poj¢¢ analizy matematycznej (np. pojgcia
zbieznosci, ciggloséci i odleglosci). Jego rozwdj rozpoczat si¢ juz w 1817
roku, kiedy Bolzano zauwazyl, Zze istotny jest nie tyle zwigzek pojecia
zbiezno$ci z ciggiem liczb, co z nieskonczonym i ograniczonym podzbio-
rem zbioru liczb rzeczywistych (kazdy nieskonczony i ograniczony pod-
zbidr liczb rzeczywistych ma punkt skupienia). Badania te kontynuowat
Cantor i to on wlasnie wprowadzil poje¢cia zbioru otwartego i domknigtego.
Badania te przyczynity si¢ do powstania topologii ogdlnej, analitycznej,
geometrycznej oraz mnogosciowej (te obszary topologii sg ze sobg Scisle
powigzane i w wielu wypadkach pokrywaja si¢). Nas w tej pracy w sposob
szczegolny bedzie interesowala topologia geometryczna, w ramach ktorej
pojawita si¢ definicja i badanie continuum (topologicznego).;

Po ukazaniu w poprzednim paragrafie kilku intuicji zwigzanych
z pojeciem continuum podam teraz topologiczna definicj¢ continuum. Do
jej sformutowanie niezbedne sg pojecia zbioru otwartego i domknigtego
oraz kilka innych podstawowych narzedzi z topologii ogolnej. Pokaze
zwiazek wilasnosci ujetych przez definicj¢ z przedstawionymi wczesniej
intuicjami. Ta aktualna definicja continuum topologicznego bedzie stano-
wita punkt odniesienia dla dalszych rozwazan.

Par¢ (X, T), ztozona ze zbioru X oraz z rodziny jego podzbiorow T, na-
zywamy przestrzeniq topologiczng, jesli spetnione sa warunki6;

(Al) Oe T, X € T, gdzie O oznacza zbior pusty;

(A2) Jesli Ue Ti Ve T, to Il n VeT;

(A3) Suma elementow dowolnej podrodziny rodziny 7 réwniez nalezy do
T.

Elementy rodziny 7" nazywamy zbiorami otwartymi. Przez zbior
domknigty rozumiemy dopelnienie X \U zbioru otwartego U, natomiast
domknigciem cl4 zbioru A nazywamy przekroj wszystkich zbioréw do-
mknigtych zawierajacych zbior 4. Analogicznie, wnetrzem intA zbioru A
nazywamy sume¢ wszystkich zbiorow otwartych zawartych w zbiorze 4. Na
podstawie definicji (zbioru otwartego i domknigtego) domknigcie zbioru
jest zbiorem domknigtym, a wnetrze jest zbiorem otwartym.

Whiasnos$ci (Ai), (A2), (A3) mozna wicc traktowaé jako definicje
otwartosci. Kluczowym pojegciem jest pojgcie bazy przestrzeni topologicz-
nej, czyli takiej rodziny zbioréw otwartych, ze kazdy zbior otwarty jest
suma pewnych elementéw tej rodziny. Baz¢ mozna rozumie¢ rownowaznie
jako ,,pelny” zbiér otoczen punktow przestrzeni X (otoczeniem U(x)



Problem continuum 43

punktu x € X nazywamy dowolny zbior otwarty zawierajacy ten punkt)
tzn. dla dowolnego otoczenia U punktu x istnieje element bazowy V taki,
ze x ¢ V < U Oczywiscie baza przestrzeni jest cala rodzina zbiorow
otwartych, jednak najwigksza rol¢ odgrywa baza, ktérej moc jest najmniej-
sza. Zgodnie z twierdzeniem o dobrym uporzadkowaniu liczb kardynal-
nych taka liczba istnieje i nazywa si¢ cigzarem przestrzeni topologicznej.

Tak ogolna definicja przestrzeni topologicznej jest jednak malo
przydatna bez dodatkowych zatozen. Chodzi o wykluczenie pewnych try-
wialnych przypadkéw np. rodziny skladajacej si¢ wylacznie z dwoch
punktow (X, O) (topologia antydyskretna). Dazy si¢ migdzy innymi do
tego, aby topologia bylta dostatecznie bogata a zarazem okre$lata ,,bli-
sko$¢”. Dlatego wprowadza si¢ tzw. aksjomaty oddzielania. Aksjomaty te
moéwig o mozliwosci oddzielania i zarazem charakteryzowania punktow
i dowolnych podzbioréw przestrzeni przy pomocy zbioréw otwartych.

(To) Moéwimy, ze przestrzen topologicznajest To przestrzenia, jesli dla paty
réznych punktow X\ i xi istnieje zbidr otwarty zawierajacy tylko jeden
z nich.

Wida¢ od razu, ze topologia antydyskretna nie speinia aksjomatu To.

(T1) Przestrzen topologiczna jest Tl przestrzenia, jesli dla pary réznych
punktow xi i x2 istnieje zbior otwarty U taki, ze x1 € U a x2 i U.
Wtiasnos¢ (Ti), w odrdznieniu od wtasnosci (To), gwarantuje, dla
pary roznych punktow, istnienie dwoch réznych zbiorow Ui V takich, ze
x,e U, x0e V, x) 1 U, xt E V. Dzigki whasnosci (Ti) topologia w spo-
sob nietrywialny okresla punkty przestrzeni. Okazuje si¢, ze kazdy punkt:

(1) jest przekrojem wszystkich swoich otoczen, a ponadto
(2)jest zbiorem domknigtym.

Kazda z tych wlasnosci jest rownowazna wilasnosci (Ti). Wlasnos¢
(1) oznacza, ze kazdy punkt x posiada dowolnie mate otoczenia (przy po-
mocy zbioru otwartego mozemy dowolnie zbliza¢ si¢ do punktu) czyli, dla
kazdego otoczenia U punktu istnieje zbidér otwarty V o tej wilasnosci, ze
xe V cz U, przy czym zbior Vjest rozny od zbioru U

Dzigki wtasnosci (Ti) pojawia si¢ pewnego rodzaju symetria mig-
dzy dowolng parag punktow - to, co jest prawdziwe dla jednego punktu, jest
prawdziwe roéwniez dla drugiego. Jako przyktad topologii (T0), ktora nie
jest (T1i) niech postuzy dwupunktowa przestrzen X = {x1;x2} z nastepuja-
ca topologig: zbiorami otwartymi sg zbiory X, OA4x". Widaé, ze aksjo-

maty (Al), (A2), (A3) sa spelnione, jednak migdzy punktami x, a x2 nie
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ma symetrii — nie istnieje zbidr otwarty zawierajacy punkt x2 a nie zawie-
rajagcy punktu xir, a odwrotnie takim zbiorem jest {x, }.

Przy pomocy zbiorow otwartych mozliwe jest zdefiniowanie poje-

cia granicy tzn. cigg punktow xn zmierza do punktu x (lim x,, = x), jesli

istnieje ciag zbioréw otwartych U, takich, ze ={x}, Untx dUn

oraz xn € Un — Un 1. Jednak wlasno$¢ Ti jest za staba, aby zapewni¢ jed-
noznaczno$¢ granicy.

W celu zobaczenia tego rozpatrzmy nast¢pujacy przyklad.

Niech X = {1,2,3,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych, przy czym
zbiorami otwartymi sa wszystkie dopelnienia zbioréw skonczonych. Oczywi-
Scie przestrzen X, z tak zdefiniowana topologia, jest przestrzeniag TL Dla do-
wolnych punktow x, y e X zbiory otwarte (/ = X \{y} oraz V =X \{x}
maja te wlasnosé, ze xe U\V,a yeV\U. Ciag zbioréw otwartych
I=X-{2},CI7 =X-{23} J] =X-{2[14},..",,=X-{2/14,...1+1},
daje w przekroju punkt | tzn. T'IT = {1}, natomiast cigg zbiorow otwartych
N =X -{1},V2 =-{1,3},V} =X -{1,3,4},. n =X -{1,3.4,,.,.n+1}
daje w przekroju liczbe 2.

Nastepujacy ciag Xv =3,X2 =4,Xj =5,...n =n+2 ma t¢ wlasnos¢,
ze:

xneUn-U™ 1 ~"€E€K -, czyli lrizrr_l/\*jcl>ihi_lgg/\ =2.

W celu zaradzenia tej trudnos$ci rozwaza si¢ nastgpujaca wezsza

klas¢ przestrzeni topologicznych, zwanych przestrzeniami Hausdorffa.

(T2) Przestrzen topologiczna jest Ti przestrzeniq (Hausdorffa), jesli dla
kazdej pary roznych punktow x iy istniejq zbiory otwarte Ui V rozlgczne
i takie, ze xeU oraz y€ V.

Ta wtasno$¢ sprawia, ze domknigcia zbiorow otwartych nie moga
by¢ zbyt duze, co jest mozliwe w przypadku przestrzeni (Ti) - w powyz-
szym przykladzie domknigciem kazdego zbioru otwartego jest cata prze-
strzen. Doktadniej kazdy punkt, w przypadku przestrzeni Hausdorffa, jest
przekrojem domknie¢ wszystkich swoich otoczen. Przestrzen topologiczna
z poprzedniego przykladu nie jest przestrzenig Hausdorffa: kazda para
zbioréw otwartych ma czg$¢ wspolna i domknigcie kazdego zbioru otwar-
tego jest calg przestrzenig. Nie ma wigc w tej przestrzeni ,,matych" zbio-
réw otwartych.



Problem continuum 45

Juz w przypadku przestrzeni topologicznej (T1) mozemy moéwic
o ,.kontroli” punktow przez zbiory otwarte (punkt jest przekrojem swoich
otoczen), jednak w przestrzeniach Hausdorffa ta kontrola jest duzo wigk-
sza, gdyz przy pomocy zbiorow otwartych ,,rzeczywiscie” zblizamy si¢ do
punktu.

Podane wczesniej definicje pozwalaja zdefiniowaé pojecie conti-

nuum topologicznego. Do tego potrzebne sg jednak pojecia zwartosci
i spojnosciT.

Rodzina zbiorow (U«} jest nazywana pokryciem przestrzeni X, jesli
kazdy punkt tej przestrzeni nalezy do pewnego zbioru pokrycia.
(A) Przestrzen jest zwarta, jeslijest przestrzeniqg Hausdorffa oraz z kazde-
go pokrycia tej przestrzeni zbiorami otwartymi mozna wybraé podpokrycie
skonczone.

Do wprowadzenia pojgcia continuum topologicznego potrzebne
jest, oprocz zwartos$ci, pojecie spojnosci przestrzeni.

(B) Przestrzen topologiczna Xjest spojna, jesli nie moznajej przedstawié
w postaci sumy dwoch zbiorow otwartych Ui Vtakich, ze

UolVuUnv =0.

Zbiory o powyzszej wlasno$ci nazywamy zbiorami rozgraniczonymi.
Latwo widaé, ze dowolna suma zbiorow spdjnych nie rozgraniczonych, jest
zbiorem spojnym oraz, ze domknigcie zbioru spdjnego jest zbiorem spojnym.

(C) Continuum nazywamy takq przestrzen topologiczng, ktorajest zarazem
zwarta i spojna.

Tak zdefiniowane continuum topologiczne ujmuje w pewien spo-
sob cechy, ktoére zostaly przypisane temu pojeciu w oparciu o zarysowane
(w § 1) intuicje. Mozliwe jest wigc podjecie problemu continuum przy
pomocy czysto racjonalnych metod. Prowadza one do wnioskéw, ktore
wczesnie] byly zglebiane tylko intuicyjnie. Podstawowymi przyktadami
continuéw topologicznych sa: odcinek, okrag, koto, sfera i ogolnie dowolne
kostki, kule czy sfery n-wymiarowe; rowniez dowolne uktady tych continu-
ow potaczonych w sposob spdjny. Rozwdj teorii continuéw mial miejsce
jednak dopiero wtedy, gdy pojawilo si¢ cate bogactwo ré6znorodnych conti-
nuéw o wlasnosciach czesto sprzecznych z intuicja (wypracowang w oparciu
o geometri¢ elementarng). To wlasnie poprzez te konstrukcje mozna uzyskac
potaczenie matematyki z kluczowymi zagadnieniami filozoficznymi.

W celu zobaczenia jak continuum topologiczne ujmuje cechy con-
tinuum (intuicyjnego), przyjrzyjmy si¢ dwom twierdzeniom z topologii:
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Cantora oraz Sierpinskiego. Twierdzenie Cantora pokazuje, ze continuum
topologiczne realizuje wtasnos¢ ciaglosci, natomiast twierdzenie Sierpin-
skiego, ze rowniez wlasno$¢ spoistosci jest przez continuum topologiczne
uchwycona.

Twierdzenie Cantora. Przekroj zstgpujacego ciggu continudéw niepustych
jest niepustym continuum.

Dowod. Wezmy ciag continuéw {F,} taki, ze F1>F2> .. Fn D ... oraz Fn *
0O, dla kazdego n € N. Zalézmy nie wprost, ze Il Fn = O. Zauwazmy, ze
zbiory otwarte Un = Fi \FFn tworza pokrycie otwarte zbioru Ft tzn.
Ut/,, = U(E \Fn) = F, \AF,, = Fv\O = Fv. Poniewaz F! jest zbiorem
zwartym istnieje pokrycie skonczone U, ,U,, zbioru F. Mozemy
zatozy¢ (po ewentualnym przenumerowaniu), ze zbior U  zawiera w sobie
pozostale zbiory tego pokrycia. Mamy wiec (/,, =F, \ F = Fi, co jest
niemozliwe, bo F,t NO. Zbior F =AFn jest wigc niepusty i wystarczy
jeszcze pokazaé, ze jest on spdjny. Gdyby F nie byl spojny, to FF = Kua L,
gdzie K'i L sg zbiorami domknigtymi i K O L = O. Istnieja zbiory otwarte
U i V takie, ze KcU a LcV oraz Unlb7’=0. Poniewaz
I1Fn cU uV, wicc, dla kazdego n, zbidér Fn jest zawarty calkowicie w
zbiorze U lub w zbiorze V (ze spojnosci Fin ). Jest to niemozliwe, bo zbiory

Fn sazstepujacarodzing zbiorow.

Zasadnicza rol¢ w topologii geometrycznej odgrywa pojecie skla-
dowej jak réwniez lemat Janiszewskiego. Skiadowqg punktu x w przestrzeni
X nazywamy sume wszystkich podzbiorow spojnych zawierajgcych punkt x.
Oczywiscie skladowa jest zbiorem spdjnym, gdyz jest suma zbiorow nie
rozgraniczonych. Jest ona tez zbiorem domkni¢tym, gdyz domknigcie zbio-
ru spojnego (zawierajacego dany punkt) jest zbiorem spojnym (zawierajg-
cym ten punkt).

Lemat Janiszewskiego. Jesli U jest podzbiorem otwartym pewnego conti-
nuum, to dowolna sktadowa zbioru U ma punkty wspolne z brzegiem
zbioru U.

Twierdzenie Sierpinskiego. Zadne continuum nie moze byé przedstawio-
ne jako suma przeliczalnie wielu zbiorow zwartych rozlacznych, z ktérych
co najmniej dwa sa niepuste.
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Szkic dowodu. Przypusé¢my, ze X ="",, , X jest continuum a X, sa
=1

zbiorami zwartymi rozlacznymi i przynajmniej dwa z nich sa niepuste.

Skonstruujemy cigg zstepujacy continuéw C, O C2 Z)...o wlasnosciach:

Cn IT Xn =0 oraz C,, 7t 0. Zauwazmy, ze to wystarczy do dowodu, gdyz

te wlasnosci prowadza do sprzeczno$ci. Z pierwszej z nich otrzymujemy:

(8o AN X 00 ~—
pe. n |jx. =0, t. Ze fH)c. =0. Jest to jednak sprzeczne
n=I y (n=1 y =1

z twierdzeniem Cantora.

Najpierw jednak skonstruujmy ciag continuow {Kn} spelniaja-
cych wilasnosci: K,, H Xn= O oraz, dla kazdego n, istnieja co najmniej
dwa elementy rozne X, X takie, ze Kn O X; ~O, Kn C\ Xj ™ O.

Jesli X, =0, to przyjmijmy K,, = X . Powyzsze warunki sg wtedy
spetnione. Jesli natomiast X,, N0, to wezmy x * n, dla ktérego Xk O
oraz zbiory otwarte Ui V rozlaczne po domknigciu (CfnV = O ) oraz
takie, ze X, cU a Xk C V. Niech Zbedzie skladowa dowolnego

punktux z Xk w przestrzeni V (skladowa punktu w przestrzeni jest to suma
wszystkich podzbiorow spojnych tej przestrzeni zawierajacych ten punkt).
Oczywiscie zbior Kn jest continuum, Kn n Xn =0, Kn O Xk * 0. Na

mocy lematu Janiszewskiego continuum K, ma punkty wspolne z brzegiem
zbioru V. Poniewaz Xk C V (a wigc nie ma punktéw wspolnych z brze-
giem V), stad istnieje takie i * &k, ze Kn n X *O.

Ciag continuow C,, mozemy zdefiniowa¢ indukcyjnie. Przyjmijmy
C, = Kx. Istnieja wigc takie wskazniki _jx,ix, fe CrI1.Xj; ™0,
C, nX. ™O (ponadto Ci r>Xi =0). Zbioér C, spehia tym samym

zalozenie (nie wprost) tego dowodu dotyczace przestrzeni X. Mozemy teraz
traktowa¢ C, jako przestrzen X (C, = Uq [7.X,, ) i znalez¢ kolejne conti-

nuum C2 c Ci analogicznie jak okresliliSmy continuum C, w przestrzeni X

(tzn. C2 = Ke r\Ci ). W ten sposob dla dowolnego n mozemy znalezé

continuum Cn o zadanych wlasnosciach.
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Jak juz pisali$my, topologia zmierzata w kierunku uogolnienia po-
je¢ zbieznosci, ciaglosci oraz odleglosci na dowolne przestrzenie topolo-
giczne. Wczedniej te pojecia rozpatrywane byly wylacznie w przestrze-
niach euklidesowych FE" ={(X1,X2,...X,,):X, € /?) (gdzie R oznacza
zbior liczb rzeczywistych) lub ewentualnie metrycznych. Przypomnijmy,
ze zbidér X nazywamy przestrzeniq metryczng, jezeli kazdej parze x, y
punktow tego zbioru przyporzadkowana jest liczba rzeczywista d(x,y),
zwana odlegloscig punktu x od punktu y, spetniajaca nastepujace warunki:

(1) J(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y;
2 Ixy) =Iy.x); (symetryczno$é)
3) Ix,y) <d(x,z)+d0O,z). (warunek tréjkata)

W przestrzeni euklidesowej odleglos¢ zadana jest przy pomocy
wzoru Pitagorasa tzn. dla dowolnych punktéow x = (xl,...x;1) oraz

y = (V¥1,...,VY,,) przestrzeni euklidesowej mamy:

/\'-'-K>f
1=1

Jesli przestrzen X jest wyposazona w metryke, to wtedy w naturalny
sposob mozemy okresli¢ topologi¢ (wyznaczona przez t¢ metryke) przyj-
mujac jako baze¢ topologii kule otwarte K"™=) = {ye X :J(x,¥) <71) 0
srodku w punkcie xe X i promieniu » € R.

Jednym z kluczowych zagadnien topologii jest okreslenie, przy
pomocy ogdlnych wiasnosci topologicznych, metryki danej przestrzeni,
ktéra wyznaczataby topologi¢ zgodna (tzn. wyznaczajaca te same zbiory
otwarte) z pierwotng topologia (zagadnienie metryzowalnos$ci przestrzeni
topologicznej). W tym celu wprowadza si¢ kolejne aksjomaty rozdzielania
okreslajace coraz wezsze klasy przestrzeni topologicznych.

(T3) Przestrzen topologiczna X jest 73 -przestrzenia (regularng), jesli jest

T1-przestrzenia oraz dla kazdego punktu x tej przestrzeni i dla dowolnego
podzbioru domknigtego 4 G X nie zawierajagcego punktu x, istnieja zbiory
otwarte U(xe U) oraz V(A4 <V) takie, ze U nV =0.

Trzeba zatozy¢ warunek T/ w definicji przestrzeni regularnej, gdyz
W sposob trywialny powyzszy warunek (oddzielania zbioru domknigtego
od punktu) spelnia przestrzen antydyskretna. Warunek regularnosci za-
pewnia, ze w kazdym punkcie istniejg zbiory otwarte o ,,matym” brzegu
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tzn. dla kazdego punktu x przestrzeni regularnej oraz jego otoczenia V

istnieje otoczenie U punktu x takie, ze xe U ci U cz 'V .

(T ,) Przestrzen topologiczna X jest 7", - przestrzenia (Tichonowa), jesli
2 H

jest T;-przestrzeni oraz dla kazdego punktu x tej przestrzeni i dla dowolne-

go podzbioru domknigtego A Cl/ X nie zawierajacego punktu x, istnieje

funkcja ciggla f : X — | taka, ze f(x) =0 oraz f(y)=1dla y€ 4.

Symbol / oznacza odcinek jednostkowy [0,1]; funkcja f : X —» V

migdzy przestrzeniami topologicznymi jest ciagla, jesli dla kazdego zbioru
otwartego V CI' Y roéwniez zbior /-1 (V) jest otwarty.

Przestrzen Tichonowa jest przestrzenia regularna, gdyz zbiory

otwarte U] = f 0,- v 2 spelniajg warunek regularno-
5

$ci dla punktuxi zbioru 4 tzn. xe Ux, Ac.U) &UI OU) =0.

(T4) Przestrzen topologiczna X jest T/-przestrzenia (normalna),

jesli jest T1-przestrzenig oraz dla kazdej pary 4, B zbiorow domknigtych,
roztacznych istniejg zbiory otwarte U (4 Cl U ) oraz V (B CI V) takie, ze
Urnv =0.

Sa przyktady przestrzeni pokazujace, ze warunek rozdzielania
punktu od zbioru domknigtego przy pomocy funkcji ciaglej jest silniejszy
od warunku oddzielania przy pomocy zbiorow otwartych (klasa przestrzeni
T, jest istotnie wezsza od klasy przestrzeni 73). Jednak warunek oddzie-

2

lania dowolnych zbioréw domknigtych przy pomocy zbioréw otwartych (z
definicji przestrzeni normalnych) pociaga juz istnienie funkcji ciaglych
oddzielajacych te zbiory (lemat Urysohna). Warunek normalnosci (moc-
niejszy od warunku regularnosci oraz Tichonowa) nie pozwala jednak na
metryzowalno$¢ przestrzeni. Potrzebne sa jeszcze warunki ograniczajace
ilo§¢ elementéw bazowych topologii lokalnie w punkcie. Sg to tzw. twier-
dzenia metryzacyjnes.

Na topologi¢ i jej rozw6j mozna réwniez spojrze¢ z punktu widze-
nia programu Kleina - topologia zajmuje si¢ badaniem wtasnosci nie-
zmienniczych wzgledem pewnego typu przeksztalcen. Szczegodlnie wazne
okazaly si¢ odwzorowania homeomorficzne - funkcja f jest homeomorfi-

zmem, jesli jest wzajemnie jednoznaczna oraz odwzorowania fi f | sa

ciagle. Niezmiennikiem homeomorfizmow (topologicznym) okazuje si¢
wlasno$¢ continuum (jest ona nawet niezmiennikiem odwzorowan ciagglych
tzn. obraz continuum poprzez funkcj¢ ciaglajest continuum). W topologii
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za rownowazne traktuje si¢ zbiory homeomorficzne, czyli takie, ktore
mozna przeksztalci¢ wzajemnie na siebie przy pomocy homeomorfizmu.
Poniewaz odwzorowania ciagle sg szersza klasg od homeomorfizmow,
wigc znajdowanie obrazow ciaglych danych continuow stanowi metode
otrzymywania nowych, réznigcych si¢ topologicznie continuéw np. moga
to by¢ obrazy ciggle odcinka czy kuli9.

Zauwazmy, ze twierdzenie Cantora rowniez pozwala na otrzymy-
wanie nowych continuéow jako przekroju ciagu zstgpujacego juz istnieja-
cych (ta metoda jest wykorzystywana przy konstrukcji continuéw nieroz-
ktadalnych, o czym bedziemy pisa¢ w rozdziale VI). Istnieje jeszcze inna
metoda generowania nowych continuéw a zwigzana jest ona z twierdze-
niem Tichonowa. Stwierdza ono, ze iloczyn kartezjanski j™[_.X, dowolnej

ilosci przestrzeni zwartych X, jest przestrzenia zwarta (baze tej przestrze-

ni stanowig zbiory postaci G,, gdzie Gt jest zbiorem otwartym w X7

i jedynie dla skonczonej liczby zbiorow G, jest r6zny od X,). Poniewaz

analogiczne twierdzenie dla przestrzeni spojnych jest oczywiste otrzymu-
jemy, iz dowolny produkt continué6w topologicznych tworzy réwniez con-
tinuum. Szczegodlnie wazny jest przypadek, gdy kazdy z czynnikow iloczy-
nu kartezjanskiego jest odcinkiem a moc tego iloczynu jest przeliczalna.
Otrzymane w ten sposob continuum nosi nazwe¢ kostki Hilberta. Jest to
przestrzen metryczna z odleglos$cia okreslong nastgpujaco:

dx.y) = X ""V»

Topologia nie wyznacza jednak metryki jednoznacznie. W szcze-
golnosci kostke Hilberta mozna metryzowa¢ w rozmaity sposob.

3. Polaczenie idei z materia u Platona a problem continuum

Demiurg, wielki budowniczy, konstruuje §wiat, dgzac do harmonii
i jednosci, z bezksztattnej i nieokreslonej materii (a wigc z tego, co ciagle
si¢ rodzi i nie istnieje realnie), majac za wzor istniejacy odwiecznie i sa-
moistnie $wiat idei (a wigc to, co jest niezmienne i doskonate)™.

Demiurg miat do dyspozycji cztery elementy (ogien, powietrze,
wode i ziemig), z ktorych, laczac je w odpowiedni sposéb, utworzyt caty
$wiat. Ogniwem taczacym te elementy stala si¢ proporcja matematyczna
(byt ze Swiata idei), ktéra, wedlug Platona, jest najpigkniejszym wiaza-
dtem, gdyz tylko ona tworzy jednos¢ z rzeczami, ktore tgczy. Tylko idee
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matematyczne pozwalaja osiggngé prawdziwg jedno$¢ tworzonych struk-
tur.

Demiurg daje $wiatu dusze, a wigc zasade istnienia i funkcjonowa-
nia. Interesujacy jest sposob konstrukcji tej duszy — okresla on zarazem
czym jest zasada $§wiata i pokazuje, w jaki sposob, dzigki ideom matema-
tycznym, osigganajest jednos$¢ tworzonych bytow. Ta konstrukcja przebie-
ga w dwoch etapach. W pierwszym, z dwoch istniejacych substancji (z
substancji niezmiennej i niepodzielnej oraz z substancji rodzacej si¢ i po-
dzielnej), tworzy Demiurg, za pomoca mieszania, substancj¢ trzecia, ktora
uczestniczy w naturze tych dwoch pierwszych. W drugim etapie, laczy
razem ze sobgte trzy substancje przemoca sprowadzajac do jednosci to, co
niezmienne z tym, co rodzi si¢ i ulega rozpadowi.

Zastanowmy sig, jaka jest rola tak przewrotnej i zawilej konstruk-
cji. Czy nie prosciej byloby wprost potaczy¢ ,,gwalttem” idee z materig? Co
zyskujemy dzigki utworzeniu dodatkowej trzeciej substancji? Ta trzecia
substancja jest utworzona ,,za pomoca mieszania”’, czyli jest to czysto
,formalne” lgczenie wilasno$ci obu wczesniejszych substancji (nie po-
wstajg zadne nowe wlasnosci) — ,jest podzielona i zjednoczona wedlug
proporcji, porusza sama siebie wokot siebie samej”ll. Ta ,,formalna sub-
stancja” jest wigc czescig sktadowg struktury §wiata, elementem okreslaja-
cym jego zasadg oraz istot¢. Oznacza to, ze przy pomocy formalnych, ma-
tematycznych operacji mozemy uzyskac¢jedno$¢ z natury przeciwstawnych
sobie bytow — ta jedno$¢jest czym$ w pelni rzeczywistym, poniewaz trze-
cia substancja, w ten wlasnie sposéb utworzona, jest czegs$cig sktadowa
duszy $wiata.

Stwierdzajac wigc jednos¢ danego bytu musimy uznaé, ze u podstaw
tej jednosci tkwig pewne struktury matematyczne. Dla Platona tymi ele-
mentami gwarantujagcymi i uzasadniajagcymi jedno$¢ byty bryty platonskie
(pig¢ wieloscianéw foremnych). Te bryly rzeczywiscie mozna traktowac
jako potaczenie niezmienno$ci §wiata idei ze zmiennoscig rzeczy material-
nych. Mimo, iz wielo$cianéw mozna konstruowa¢ dowolnie wiele, to wie-
loscianéw foremnych jest doktadnie pi¢¢ (dowod tego znany byl juz Plato-
nowi) — mysle, ze ten wilasnie fakt o$mielit Platona do wyciagnigcia tak
$mialych wnioskéw dotyczacych natury bytu.

Sadzg, ze bardzo wyraznie metod¢ polaczenia obiektéw z natury
od siebie oddzielonych, przy pomocy odpowiednich struktur matematycz-
nych, ukazuje teoria stosunkow Eudoksosa (pochodzacego z akademii
platonskiej).

Jak potaczy¢ liczby wymiernel? w jedno continuum wymierne?
Czy wystarczy ta ich wlasno$¢, ze w ciagu liczb wymiernych nie ma liczb
kolejno po sobie nastgpujacych? Czy mozliwe jest przejScie migdzy do-
wolnymi liczbami p i g/ Problem ulegl szczegélnemu zaostrzeniu, gdy
odkryto istnienie wielkos$ci, ktorych nie da si¢ wyrazi¢ przy pomocy sto-
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sunku liczb naturalnych (czyli liczb wymiernych). Chodzi o stosunek dtu-
gosci przekatnej kwadratu do dhugosci jego boku - stosunek ten oznacza-
my symbolem V2 (jest to pierwsza poznana liczba niewymierna). Oka-

zalto sig, ze brak jest pewnej ,,spoistosci” w strukturze liczb wymiernych.

Dopiero zasada Archimedesa okazata si¢ wlasciwym narzedziem
do nadania liczbom wymiernym spoistosci. Stwierdza ona, ze dla dowol-
nych liczb p 1 ¢ (¢ > p) istnieje liczba naturalna n taka, ze np > q. Mozemy
dobrac¢ liczbe n tak, aby byla minimalng liczba dajgca pozadana nieréw-
nos¢.

Okazuje si¢, ze przy pomocy aksjomatu Archimedesa mozna zde-
finiowa¢ stosunek dowolnych odcinkéw wykorzystujac wylgcznie wiasno-

a'

a
$ci liczb naturalnych. Stosunki dlugosci odcinkow — i — sg rowne, jesli
b b¥

dla dowolnych liczb naturalnych n i m prawdziwe sa nastepujace warunki:
(1) na > mb, to na’ > mb’; (2) na = mb, to na’' = mb’; (3) na < mb, to na'

F7zz _ _
< mb’. Wszystkie utamki — dziela si¢ na trzy klasy, w zaleznos$ci od tego,
n

czy spehiaja (1), (2) czy (3) warunek. Drugi warunek wyznacza klase
wszystkich ulamkéw rownych, czyli ustalonag liczbe wymierng dodatnia.
T¢ metod¢ mierzenia przy pomocy liczb naturalnych wszelkich stosunkow
(rowniez niewymiernych) podat wielki matematyk starozytnosci Eudoksos.
Stala si¢ ona podstawa metody wyczerpywania Archimedesa, dzigki ktorej
wyprowadzil wzory na pola wielu figur geometrycznych.

Zauwazmy, ze dzigki aksjomatowi Archimedesa mamy jedno-
znaczno$¢ w definiowaniu stosunkow wielkosci przy pomocy powyzszych
warunkow. Nie jest bowiem mozliwe, aby dwa rozne odcinki a i b miatly

. . . a b
ten sam stosunek np. z odcinkiem o dhugosci ¢. ROwnos¢ — = — oznacza,

c c
ze dla dowolnych liczb n i m zachodzi warunek: na > mc, to nb > mc.

Poniewaz wielkosci a i b sg rézne, wigc istnieje taka liczba naturalna n, ,ze
u, (a-b) > ¢ (na podstawie aksjomatu Archimedesa). Niech »u bedzie
maksymalng liczba naturalng speiniajacg warunek nxa > mxc. Gdyby
mb > mxc, to nxa = m(a —b) +nmib > c+ mxc > (m, +1)c, co przeczy
zatozeniu, ze mr jest maksymalna liczba naturalna, dla ktorej spetniony

jest warunek zxa > mxc. Dowolna liczba jest wigc rozumiana jako stosu-
nek pewnych dwoch odcinkéw (postulat Eudoksosa).

Problem potaczenia liczb wymiernych w jedno continuum wy-
mierne zdawat si¢ by¢ w teorii Eudoksosa rozwigzany. Paradoksy zwigza-
ne z wykorzystaniem liczb (wymiernych) do mierzenia odcinkéw nie-
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wspolmiernych nie podwazaty juz racjonalno$ci matematyki. Elementem
»taczacym” okazal si¢ umieje¢tnie wykorzystany przez Eudoksosa aksjomat
Archimedesa. Continuum wymierne mogto teraz stuzy¢ do obliczania pol
i objetosci obiektow geometrycznych.

4. Analiza pojecia continuum u Arystotelesa

Zgodnie ze swoja ogo6lng metoda Arystoteles analizujac pojecie
continuum stara si¢ dotrze¢ do pewnych w naturalny sposob zrozumiatych
poje¢c, ktore sa okresleniem istoty bytu jakim jest continuum. Przyblizenie
i uchwycenie sensu i znaczenia dokonuje si¢ w duzej mierze w polemice
z paradoksami Zenona z Elei.

Do scharakteryzowania pojecia continuum Arystoteles uzywa na-
stepujacych pojeé: ,,ciagly”, ,.stykajacy si¢”, ,.kolejny””. O stosunku kolej-
nosci migdzy rzeczami mowimy wtedy, gdy migdzy nimi nie znajduje si¢
zadna inna rzecz tego samego rodzaju — rzeczy innego rodzaju nie naru-
szaja kolejnoscil3. Natomiast rzeczy sa ciagle, gdy ich stykajgce si¢ granice
sa te same - ciaglto$¢ miedzy rzeczami bylaby niemozliwa, gdyby te grani-
ce byly rézne. Rzeczy stykajace si¢ nie musza by¢ ciagle,jednak ich grani-
ce muszg znajdowac si¢ bezposrednio w jednym miejsculd. Wynika z tego,
ze nic co ciagle nie moze sktadac si¢ z czgsci niepodzielnych np. linia cig-
gla (w dzisiejszej terminologii: prosta lub odcinek) nie moze sktada¢ si¢
z punktow, ktore sg niepodzielne. Réwniez niemozliwe jest otrzymanie
z punktow dlugosci (a z chwil czasu), gdyz migdzy dowolnymi punktami
(chwilami) zawsze znajduje si¢ jakas linia.

Continuum definiuje Arystoteles jako rzecz, ktora jest ciagla a jej
czesci stykaja si¢ i nie sg w stosunku kolejnosci. Continuum nie sktada si¢
wigc z czgsci niepodzielnych, czyli dzieli si¢ w nieskonczono$¢. Gdyby
jakas rzecz sktadala si¢ z czg¢$ci niepodzielnych i te czgsci stykatyby si¢ ze
soba, to w konsekwencji musiatyby stanowi¢ jednos$¢ (granica czegsci nie-
podzielnej jest nia sama). Nie moglaby wigc tworzy¢ continuum, gdyz
czesci continuum sg oddzielone od siebie wspolng, rézna od nich granica.

Wedlug Arystotelesa tak przestrzen jak i czas majg strukture conti-
nuum. Natomiast punkty i chwile sa niepodzielne. Na szczegbdlng uwage
zasluguje argument Arystotelesa na to, ze czas ma struktur¢ continuum.
»Skoro zatem wszelki ruch odbywa si¢ w czasie i w kazdym czasie istnieje
mozliwo$¢ ruchu, a wszystko, co si¢ porusza, moze si¢ poruszac i szybciej,
i wolniej, wobec tego w kazdym czasie moze si¢ odbywac i szybszy ruch,
i wolniejszy”. (...) Bo skoro zostalo wykazane, ze ciato szybsze przebedzie
rowng odleglos¢ w czasie krotszym, niz cialo wolniej si¢ poruszajace, (...)
jest tedy jasne, ze cialo szybsze przebedzie t¢ sama odleglos¢ w czasie
krotszym, niz ciatlo powolniejsze: niech to bedzie Z0O Otdz, skoro szybsze
cialo przebyto catg odleglos¢ I/ w czasie Z0, powolniejsze przebedzie
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w tym samym czasie odcinek krotszy, niz I'A; niech nim bedzie 7K.
A poniewaz B jako powolniejsze przebylo odlegtos¢ FK w czasie Z0,
wobec tego szybsze przebedzie jga w czasie krotszym, tak ze czas ZO be-
dzie znowu podzielony. A skoro jest podzielony, wielko$¢ /'K bedzie row-
niez podzielona, tak jak byla wlasnie podzielona odleglos¢ I'4; a jezeli
wielkos$¢ jest podzielona, to i czas bedzie podzielony. | tak bedzie zawsze,
biorac na przemian po powolniejszym szybsze, a po szybszym powolniej-
sze 1 postugujac si¢ tak tym, jak to bylo pokazane; albowiem szybsze be-
dzie dzieli¢ czas, a powolniejsze odleglosé™1s.

W rozumowaniu Arystotelesa, to zjawisko ruchu sprawia, ze czas
1 przestrzen staja si¢ wielkoSciami ,,wzajemnie odwrotnymi” i dzigki temu
stanowig wzajemnie dla siebie uzasadnienie struktury continuum: jesli szyb-
sze cialo A pokonuje odleglo$¢ 5A w czasie t4, to cialo n razy wolniejsze

pokona w czasie 4 odlegtos¢ ——; natomiast, jesli cialo n razy wolniejsze B
n

pokonuje odlegto$¢ SB w czasie iB. to cialo szybsze pokona odlegtos¢ SB

w czasie — . W pierwszym przypadku czas jest narzedziem podziatu odle-
n

glosci na dowolnie mate odcinki, a w drugim odlegtos¢ stuzy do podziatu
czasu na dowolnie mate odcinki czasowe.

Wynika z tego rozumowania nast¢pujacy wniosek: gdyby istniato
continuum tylko jednego rodzaju (np. jedynie czas albo jedynie prze-
strzen), to niemozliwe byloby uzasadnienie, ze dane byty maja strukture
continuum.

Przeciwienstwem continuum sa wielkosci niepodzielne — zalicza do
nich Arystoteles punkty i chwile. Jesli chodzi o chwilg, to ,.teraz” musi by¢
w sobie jednym i tym samym, jako wspdlny kres czasu przesztego i przy-
szlego. Jest czyms$ innym niz przeszios¢ jak i przyszto$¢. Nie moze by¢ roz-
ciaggte, bo wtedy zawieratoby przesztosé lub przysztos¢. Rowniez punkt, jako
granica linii, nie moze by¢ rozciagly, bo fragmentem jego bylaby linia,
a wigc sam bylby swoja granica. To jest niemozliwe, gdyz wedlug okreslenia
Arystotelesa, granica musi znajdowac si¢ w jednym miejscu.

Pojawia si¢ w konsekwencji tych analiz bardzo wazne rozroznienie
mig¢dzy continuum a wielko$ciami niepodzielnymi. O ile wielkosci niepo-
dzielne nie nadajag si¢ do rekonstrukcji rzeczy, ktérej sa czescia, o tyle
wielko$ci rozcigglte moga by¢ elementami réznego rodzaju konstrukcji.
Dzigki temu, ze punkt moze by¢ wspolna granicg dwoch linii, mozliwe jest
ich aczenie i doklejanie kolejnych. Oczywiscie, zgodnie z rozumowaniem
Arystotelesa, jak z punktow nie mozna otrzymac linii, tak réwniez nie jest
mozliwe otrzymanie z linii powierzchni.
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Reasumujac, continuum mozna okresli¢ przez trzy nastepujace cechy:

(1) Moze by¢ dzielone w nieskonczonos$¢ i na kazdym etapie tego podziatu
mamy continuum.

(Il) Nie sktada si¢ z elementow oddzielonych od siebie, lecz wszystkie
czesci ,,stykaja si¢” ze soba.

(111) Kazdy punkt continuum ma t¢ wlasnosé¢, ze dowolnie blisko niego
znajduja si¢ inne elementy continuum.

Z pojeciem continuum wigze si¢ pojecie nieskonczonosci. Jednak
wazna jest nie tyle nieskonczono$¢ zewngtrzna (niemoznos$¢ dojscia do
,konca”), lecz nieskonczonos¢ wewnetrzna, idaca w glab — proces podziatu
przebiega w nieskonczonos¢. W nastepujacej definicji Cantora liczb rze-
czywistych (rownowaznej definicji Dedekinda) widaé, w jaki sposob nie-
skonczono$¢ zewngtrzna ciggu liczb naturalnych zamienia si¢ w nieskon-
czono$¢ wewnetrzng continuum. Liczba rzeczywista rozumiana jest jako
rodzina odcinkéw wymiernych [a,, 7, w ktorej kazdy odcinek jest za-
warty w poprzednim tzn. [a,tl, b,+/] c [a,, b™ a ich $rednica zmierza do
zera, gdy n dazy do nieskonczonosci.

Ta wewngetrzna nieskonczonos¢ continuum sprawia, ze jest ono
jakby ,,niedokonczone” i dzigki temu moze stuzy¢ do opisu obiektow po-
znawanych zmystami, ktore przeciez silg rzeczy nigdy nie mogag by¢ dane
calkowicie adekwatnie i precyzyjnie. Continuum, tak jak obiekty S$wiata
zmystowego, jest wigc bytem w sobie. Przy doktadniejszym badaniu od-
krywamy coraz to nowsze i bardziej zaskakujace wlasnosci, jednak ciaggle
ukrywa ono swa prawdziwg istotg. Czy rzeczywiscie, tak jak sugeruje
Hermann Weyll6, pojecie continuum jest uzasadnieniem kantowskiego ide-
alizmu epistemologicznego? Sadze¢, ze dopiero ukazanie sytuacji i twier-
dzen, w ktorych to pojeciejest uzyte, moze t¢ kwesti¢ rozstrzygnac.

5. Paradoksy dotyczace continuum

Analizy Arystotelesa dotyczace pojecia continuum przeprowadzo-
ne sa w kontekscie polemiki z argumentami Zenona z Elei, podwazajacymi
mozliwo$¢ ruchu i wielosci, w szczegodlnosci atakujacymi realnos$¢ pojecia
continuum. Z argumentdow podwazajacych mozliwo$¢ prawdy i wiedzy
naukowej o §wiecie zmystowym wybratem te, ktore dotycza pojecia conti-
nuum, ukazujac trudno$ci zwigzane z uzywaniem go. Okazuje si¢, ze wla-
$nie to pojecie ukazuje w duzym stopniu istot¢ prawdy naukowej. Arysto-
teles podaje proste, zdroworozsadkowe rozumienie continuum, ktoérego
glowna cechg jest jego podzielno$¢ w nieskonczonos¢ tzn. w wyniku ja-
kiegokolwiek podziatu otrzymujemy czesci, ktére znowu sa podzielne.
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Jednak, jesli rzeczywisto$¢ ma strukture continuum, to jak mozliwe jest
ujecie jej przy pomocy dyskretnej siatki pojeé; czy konwencjonalne ustale-
nie progu $cistosci daje szans¢ otrzymanie wiedzy prawdziwejl7.

Al Argument dychotomii. Jesli istnieje ruch oraz jesli kazda odleglos¢
moze si¢ dzieli¢ w nieskonczonosé, to z koniecznosci to, co si¢ porusza,
musi przeby¢ nieskonczenie wiele odcinkéw drogi w skonczonym czasie.
Rozumowanie Zenona wyglada nastepujaco. To, co si¢ porusza, musi
przeby¢ pewna odleglosé, jednak najpierw musi przeby¢ polowe catej od-
legtos$ci. Zanim jednak pokona potowe odleglosci musi wczesniej przebyc
polowe tej polowy itd. Ten podziat daje nieskonczenie wiele odcinkow,
ktoére nalezatoby przeby¢ w skonczonym czasie, co jest niemozliwe. Wyni-
ka z tego, ze ruch nie istnieje.

A2 Argument lecacej strzaly. Wedlug Zenona lecaca strzata jest w kazdej
chwili swego lotu w jakim$ okreslonym miejscu, a wigc w kazdej chwili
lotu spoczywa. Skoro jednak spoczywa w kazdej chwili, to spoczywa przez
caly czas lotu, bo niemozliwe jest, aby same spoczynki daty ruch. Sprzecz-
nos$¢, ktoérg otrzymaliSmy - strzala spoczywa i zarazem leci — domaga si¢
odrzucenia zatozenia o istnieniu ruchu.

A3 Jesli byt nie jest jednoscia, to musi by¢ podzielny. Efektem tego dziele-
nia sg cz¢sci niepodzielne, a wigc pozbawione wielkosci lub podziat ten
przebiega w nieskonczonos¢. Jesli zachodzi pierwszy przypadek, to taka
cze$¢ pozbawiona wielko$ci po dotaczeniu do jakiejs wielkoSci nie po-
wigksza jej. Sam byt, bedacy sumag takich czg$ci musi réwniez by¢ pozba-
wiony wielkos$ci, a wige musi by¢ niepodzielny, co jest sprzeczne z przy-
jetym zatozeniem. Jesli natomiast podzial przebiega w nieskonczonos$¢, to
kazda otrzymywana w trakcie podziatu cz¢s¢ ma wielko$¢ — byt jest wigc
nieskonczong § (czyli dowolnie duza) suma wielkosci, czyli sam jest nie-
skonczony, co jest niedorzecznos$cig. Nie istnieje wigc wielos¢ a byt jest
jednoscia.

A4 Gdyby istniata wielos$¢, to ilos¢ wszystkich istniejacych rzeczy musia-
laby by¢ Scisle okreslona, a wigc ograniczona. Jednak pomiedzy poszcze-
go6lnymi rzeczami zawsze znajduja si¢ inne, pomigdzy nimi znowu inne itd.
[lo$¢ rzeczy musiataby wigc by¢ nieograniczona.

AS Istnieje zasadnicza sprzeczno$¢ miedzy zachowaniem si¢ wielu ele-
mentow wzietych razem a zachowaniem si¢ kazdego poszczegolnego cle-
mentu osobno. Jedno padajace ziarno nie wydaje dzwiecku i dolaczajac po
jednym ziarnie rowniez nie mozemy sprawic, aby pojawil si¢ dzwigk, gdy
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wczesniej go nie bylo. Jednak caly worek ziarna, padajac na ziemig, wy-
daje dzwigk.

Zblizona do powyzszej jest antynomia pochodzaca od Eubulidesa
ze szkoty megarejskie;.

A6 Jeden utracony wlos nie sprawia, ze cztowick staje si¢ tysy. Kazdy
kolejny tracony wlos rowniez nie jest w stanie spowodowac lysiny. Jednak,
poniewaz ilo$¢ wlosow jest skonczona, po utracie pewnej ilosci wlosow
nieuchronnie zostaje si¢ tysym.

Sprobujmy dostrzec istote tych argumentéw. Opierajac si¢ na pew-
nych przestankach dochodzi si¢ do falszywych wnioskéw. Istniejg naste-
pujace mozliwosci wyjscia z tej sytuacji: albo przestanki sg falszywe (i tak
argumentowat Zenon odrzucajac pojecia ruchu, wielosci i wielkosci), albo
samo rozumowanie obarczone jest blgdami i sprzecznos¢ jest tylko pozor-
na, i wynika z braku precyzji przy uzywaniu poje¢¢ (wielu komentatorow,
poczynajac od Arystotelesa, idzie w kierunku uzasadnienia drugiej alter-
natywy). Przyjmujac t¢ druga mozliwos¢, mozna w oparciu o te antynomie
dostrzec pewne sposoby rozumowania, ktére ze swej istoty prowadza do
falszu. A moze brak precyzji poj¢¢ nie dyskredytuje tych paradoksow,
a ukazane przez nie sprzecznosci i problemy rzeczywiscie majga miejsce?

Ad 1. Spéjrzmy jak K. Ajdukiewicz ukazuje niedorzeczno$¢ argumentu
dychotomii. Sadzi on, ze btad Zenona ,,lezy w przyjeciu, iz suma nieskon-
czenie wielu odcinkéw czasu, z ktorych kazdy posiada dtugos$¢ okreslona
(w danym przypadku kazdy nastepny jest polowa bezposrednio poprze-

dzajacego), nie moze by¢ skonczona. Dla Zenona suma ?4-——— P—+... nie

8
moze mie¢ wartosci skonczonej. Elementarna teoria nieskonczonych sze-
regdw geometrycznych poucza, iz suma, o ktérg tu chodzi, jest skonczona
i wynosi dokladnie ¢ Po odrzuceniu tej przestanki w dowodzie Zenona,
ktory nie mogt pojaé, jak suma nieskonczenie wielu cztonéw, z ktorych
zaden nie jest zerem, lecz posiada okreslong wartos¢ dodatnia, moze by¢
skonczona - odpada cale jego rozumowanie"19.

Sadze, ze istota argumentu dychotomii sprowadza si¢ do zasadni-
czej sprzecznosci miedzy czysto rozumowa mozliwoscia dzielenia pewnej
skonczonej wielko$ci na nieskonczenie wiele wielkos$ci, a niemozliwoscia
przeprowadzenia takiego podzialu w rzeczywistosci. Teoria szeregéw nie-
skonczonych (ukazujaca, ze suma nieskonczona pewnych wielkosci moze
by¢ skonczona) tego problemu nie rozwigzuje — przeciez w argumencie
Zenona wychodzi si¢ od nieskonczonego podziatu odcinka o skonczonej
dhugosci, czyli zaktada si¢, ze takie sumowanie (sumowanie nieskonczenie
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wielu odcinkéw dajacych skonczong sumg) teoretycznie jest mozliwe.
Przeszkoda w traktowaniu calego problemu podziatu w sposob wylacznie
teoretyczny jest czas, ktory réwniez musi by¢ dzielony w nieskonczonosc
wraz z podzialem odcinka. Jednak, o ile odcinek ijego dlugos¢ sa z gory
dane, i ustalone, to czas ,,pojawia si¢” dopiero w momencie pokonywania
tego odcinka (wielko$¢ czasu nie moze by¢ z gory dana, jesli zatozymy, ze
przysztos¢ nie jest dana w jaki§ sposéb w terazniejszosci).

Stad otrzymujemy, ze przyjecie podziatu odcinka czasowego na
nieskonczenie wiele odcinkdw wiazatoby si¢ z przyjeciem istnienia nie-
skonczonosci aktualnej — bo nie mozna z gory, apriorycznie okresli¢ tego
podziatu, dokonuje si¢ on faktycznie, w rzeczywistosci.

Zobaczmy, co na temat argumentu Zenona pisze Arystoteles: ,,W
Swietle pospolitych argumentéw staje si¢ oczywiste, ze skoro czas jest
ciagly (tzn. jesli granice poszczegolnych odcinkéw czasowych tworzajed-
nosc¢), to i wielko$c jest taka. (...) A jest tak z tej racji, ze wielkosci czaso-
we 1 przestrzenne sg przedmiotem tego samego podziatu (...) Z tego tez
wzgledu dowod Zenona opiera si¢ na falszywym zalozeniu, Zze mianowicie
jest niemozliwe, by jakie$§ cialo mogto przeby¢ nieskonczong ilos¢ punk-
tow lub zetkna¢ si¢ z nimi w skonczonym okresie czasu. W dwojakim bo-
wiem sensie mowi si¢ o dlugosci i o czasie, ze sg nieskonczone i w ogole
o wszystkim, co jest ciagle: sg tak nazywane albo ze wzgledu na podziel-
nos¢, albo ze wzgledu na ich krance. Nie ulega watpliwosci, ze ciato
w skonczonym czasie nie moze zetkna¢ si¢ z punktami ilosciowo nieskon-
czonymi; ale moze si¢ zetknag¢ z nimi ze wzgledu na podzielnos¢; albo-
wiem sam czas jest w tym sensie réwniez nieskonczony. (...) A zatem ani
nieskonczonos$ci nie mozna przeby¢ w czasie skonczonym, ani w czasie
nieskonczonym odcinka skonczonego; ale, gdy czas bedzie nieskonczony,
to rowniez i wielkos¢ bedzie nieskonczona; a gdy wielko$¢ bedzie nie-
skonczona, to rOwniez i czas’’20.

Rowniez argument Arystotelesa problemu nie rozwigzuje. Arysto-
teles zatozyt bowiem, ze:
1) struktury continuum czasu i przestrzen sgtego samego rodzaju;
2) odpowiednim odcinkom przestrzennym mozemy przyporzadkowac od-
powiednie odcinki czasowe (i to w sposob wzajemnie jednoznaczny);
3) odcinek czasowy jest dany z gory, tak samo jak odcinek przestrzenny.

Sadze, ze kazde z tych zatozen jest dyskusyjne, Dopiero nauka
epoki nowozytnej podjela si¢ analizy tych kwestii.

lfonadto istota argumentu nie polega na zalezno$ci migdzy struktu-
ra czasu a strukturg przestrzeni, lecz na uchwyceniu samej istoty continu-
um — czy myslenie albo rzeczywisto$s¢ maja struktur¢ continuum? Gdyby
istniala wzajemna odpowiednio$¢ migdzy czasem a wielkoS$cia przestrzen-
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ng, to pojawiajacy si¢ w rozumowaniu Zenona nieskonczony ciag odcin-
kow czasowych, odpowiadajacych odcinkom przestrzennym, musialby
dawa¢ w sumie wielko$¢ skonczona (bo suma odcinkéw przestrzennych
jest skonczonym, z gory ustalonym odcinkiem). Uznanie, ze czas i droga
maja t¢ samg nature, jesli chodzi o mozliwosci podzialu, nie rozwiazuje
problemu, gdyz istotne jest to, czy taki nieskonczony podziat jest w ogole
mozliwy. Calte rozumowanie Zenona i kontrargumenty Arystotelesa wyko-
rzystuja w sposob istotny zalozenie o mozliwosci takiego podziatu i row-
niez uchwycenie otrzymanej sprzecznosci jest mozliwe dopiero w ramach
tego zatozenia. Jesli nawet wielko$ci czasowe i przestrzenne maja strukture
continuum (tzn. jesli dzielg si¢ w nieskonczono$¢), to czy w wyniku tego
nieskonczonego podziatu cokolwiek otrzymamy, a jesli tak, to przeciez
otrzymane elementy mogg nie mie¢ struktury continuum (be¢da niepodziel-
ne), gdyz podziat dokonywany jest ,,do konca”, dopdki jest to mozliwe. Jak
wobec tego odtworzy¢ z tych elementéw dzielony na poczatku odcinek,
skoro w wyniku podzialu zostala zniszczona struktura continuum. Teoria
szeregoéw nieskonczonych moéwi tylko tyle, Zze suma nieskonczonej ilosci
pewnych wielkos$ci moze by¢ skonczona np.

2

Teoria ta nie méwi jednak nic o sumowaniu elementéw, ktore nie
sa wielko$ciami (liczbami) i czy w wyniku takiego sumowania mozemy
otrzyma¢ element bedacy wielkoscig (liczbg) - a tego problemu dotyczy
przeciez paradoks Zenona. Dopiero teoria catki Riemanna pokazuje jak
z tzw. ,,wielko$ci nieskonczenie matych” otrzymac¢ wielo$ci skonczone.
Okazato si¢, ze taka suma ,,wielko$ci nieskonczenie matych” dajaca w
wyniku wielko$ci skonczone moze by¢ Scisle i poprawnie zdefiniowana.
Stalo si¢ to za cen¢ zrezygnowania z pojgcia ,,nieskonczenie matlej”, po-
przez wykorzystanie poje¢cia granicy. Czy jednak ,,nerw” argumentu Zeno-
na zostat zachowany?

Ad 2. Jesli chodzi o argument A2 to sadzg, ze jego istota polega na nastg-
pujacej implikacji: strzala w danej chwili znajduje si¢ w okre§lonym miej-
scu, a wigc spoczywa. Naturalng konsekwencja jest, ze spoczynek daé
ruchu nie moze. Jesli traktujemy ruch miedzy danymi punktami A i B w
sposob ,,absolutny” tzn. bez odwolania si¢ do pewnego uktadu odniesienia,
to rzeczywiscie ruch w punkcie jest niemozliwy. Ruch migedzy punktami
A 1 B moze by¢ opisany przy pomocy predkosci rozumianej jako

tga = - , gdzie a jest katem migdzy odcinkiem 4B a odcinkiem AC
C
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w trojkacie ABC (rys. 1). Jesli mamy do czynienia wylacznie z punktem
A , to tréjkat ABC redukuje si¢ do punktu i nie ma sensu poje¢cie predko-
sci (tg a). Dopiero, kiedy wychodzimy poza ,,lokalng struktur¢” toru ru-
chu AB i predkosci otrzymanej w oparciu o trojkat ABC, i zauwazamy,
ze a jest roOwniez katem migdzy sieczng toru ruchu przechodzacg przez
punkty A i B aosia OX , to paradoks znika. W przypadku, gdy punkt B
pokrywa si¢ z punktem A4 (przy rozpatrywaniu ruchu w punkcie), wpraw-
dzie trojkat ABC redukuje si¢ do punktu, jednak kat migdzy styczna do
toru ruchu w punkcie 4 a osig OX pozostaje, czyli jest mozliwe zdefinio-
wanie predkosci chwilowej w punkcie.

Paradoks ten tak naprawde stwierdza, ze niemozliwa jest predkosé
chwilowa rozna od zera. Jednak pojecie pochodnej funkcji pokazuje, ze
pojecie predkosci chwilowej ma sens tzn. iloraz wielkosci, ktére daza do
zera moze mie¢ sens liczbowy, a co wigcej otrzymana wielko$¢ moze by¢

AS
rozna od zera (V'h = lim ---- ). Zerowanie si¢ pochodnej na pewnym
chw

odcinku czasowym jest tozsame ze spoczynkiem (funkcja jest stata), jed-
nak z tego, ze pochodna w jakim$ punkcie si¢ zeruje nie wynika czy cialo
spoczywa, czy nie. Nie jesteSmy wigc w stanie uchwyci¢ ,,absolutnego”
spoczynku w chwili 7o, co zakladat Zenon w swoim paradoksie. Jedynie,
co mamy do dyspozycji, to zerowanie si¢ pochodnej funkcji drogi wzgle-
dem czasu w chwili fo. Z zerowania si¢ pochodnej w chwili 0 moze wy-
nika¢, ze cialo spoczywa, jednak mozliwe sa tez dwie inne alternatywy: #

jest zmiang kierunku ruchu na przeciwny lub zmiang ksztattu toru ruchu
(punkt ekstremalny lub punkt przegiecia). O ile spoczynek w danej chwili
jest nie do uchwycenia w sposob jednoznaczny (w ogodlnej sytuacji), to
w przypadku ruchu jest to mozliwe —jesli pochodna w chwili 7o jest wigk-

sza od zera, to cialo si¢ porusza.
Paradoks Zenona zwraca wigc uwage na trudnosci z uzyciem poje-
cia spoczynek i widzimy, ze takie trudnos$ci sa rzeczywiscie — wskazujg
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one jednak wyltacznie na brak symetrii migdzy pojeciem ruchu a pojeciem
spoczynku, a nie sg przyczyna odrzucenia poj¢cia ruchu, gdyz to wilasnie
ruch okazuje si¢ pojeciem w pewnym sensie ,,absolutnym” i jednoznacz-
nym. Jak wida¢ dopiero pojecie granicy ,,obtaskawilo” ten paradoks Zeno-
na.

K. Ajdukiewicz analizujac paradoks lecacej strzaly zauwaza, ze
zrédlem bledu jest ,,niedostatecznie jasne odrdéznianie punktu czasowego
i krociutkiego odcinka czasu. Gdy Zenon stwierdza, ze lecaca strzala jest
w kazdej chwili swego lotu w pewnym okreslonym miejscu, ma na mysli,
mowiagc o chwili, punkt czasowy nie posiadajacy zadnego trwania, a nie
odcinek czasu o bardzo chociazby krotkim trwaniu. Albowiem tylko dla
chwil-punktow jest oczywiste, iz w kazdej z nich poruszajace si¢ ciato
znajduje si¢ w okreslonym miejscu. Gdy jednak stad, iz poruszajace si¢
ciatlo w kazdej chwili jest w okre$lonym miejscu, wysnuwa wniosek, iz
wobec tego cialo to w kazdej chwili spoczywa, zmienia widocznie znacze-
nie stowa ,,chwila” i podsuwa pod nie inne rozumienie niz poprzednio,
mianowicie rozumie przez ,,chwile” krociutki odstep czasu, ktory posiada
jakies, cho¢ mate bardzo, trwanie. (...) O tym bowiem, czy cialo spoczywa,
czy tez si¢ porusza w pewnej chwili, rozumianej jako punkt czasowy, nie
decyduje to, co o pozycji tego ciala w tej izolowanej od tta chwili mozna
powiedzie¢, lecz dopiero to, co o jego pozycji w chwilach wcze$niejszych
i pozniejszych od danej jest prawda? ”

Nie jest do konca prawda stwierdzenie Ajdukiewicza, ze ,,0 ruchu
ciata nie decyduje pozycja ciata w izolowanej chwili”’, bo wprawdzie tréj-
kat ABC (wraz z katem a) w punkcie A ,,znika”, jednak pozostaje kat a
jako kat miedzy styczna do toru ruchu a osig OX. Oczywiscie ta pozycja
zalezy od pozycji w chwilach wczesniejszych i pdzniejszych, jednak za-
chowuje jakby ,,pami¢¢” struktury ruchu i moze by¢ rozpatrywana sama
w sobie. Ta pamig¢¢ utrwalona jest w ustalonym odniesieniu punktow toru
ruchu do osi uktadu wspotrzednych.

Ad. 3 Zenon dostrzega alternatywe jedynie pomiedzy dyskretna strukturg
bytu, a strukturg na wzor monad Leibniza. | rzeczywiscie w ramach tej
alternatywy mamy sprzecznos¢:

1. zakladajac pierwszg alternatywe otrzymujemy, ze kwadrat zbudowany
jest z miniaturowych dyskretnych kawatkéw i w konsekwencji tyle
samo tych kawatkow znajdowaloby si¢ wzdluz przekatnej, jak
i wzdhuz kazdego z bokow;

2. w przypadku drugiej alternatywy brzeg toczacego si¢ kota (bylby
ksztaltu wielokata o nieskonczenie wielu bokach) tworzytby nieciagla
lini¢ — nieciaglos¢ zwiazana jest z ,,przeskokiem” z jednego boku na
drugi.
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Gdyby rzeczywiscie istnialy tylko te dwie alternatywy, to mysle, ze
rozwigzanie paradoksu nie byloby mozliwe. To, co otrzymujemy w wyniku
przeprowadzonego ,,do konca” podziatu continuum nie moze mie¢ struktu-
ry continuum — nawet, jesli podzial bedzie przebiegal w nieskonczonos¢, to
otrzymamy czgs$¢ ,,nieskonczenie matg” i niepodzielna, ktéra rowniez nie
nadaje si¢ do rekonstrukcji continuum z powodu zasadniczej od niego od-
rebnosci. Trudnosci te bardzo dobrze sg widoczne, gdy obserwujemy proby
rozwijania w XVII wieku rachunku rézniczkowego przy pomocy pojecia
rozniczki (nieskonczenie matej). Przyjrzymy si¢ temu dokladniej w dalszej
czegsci. Sadze, ze dopiero powstanie teorii mnogosci i ,,teoriomnogoscio-
we” spojrzenie na konstrukcj¢ continuum rzeczywistego ukazuje mozli-
wos$¢ rozwigzania tego paradoksu.

Ad. 4 Co to znaczy, ze ilo$¢ wszystkich istniejacych rzeczy jest Scisle
okreslona? Czy to, ze mozemy poda¢ (przynajmniej potencjalnie) ich ka-
talog? Jednak skad wiemy, ze dana ,rzecz” jest (lub nie jest) rzecza, ze
czes¢ danej rzeczy jest (lub nie jest) rzecza, ze uklad pewnych czegsci row-
niez jest (lub nie jest) rzecza. Przeciez takie uktady moga by¢ nieskonczo-
ne, a cze¢$¢ danej rzeczy dowolnie mata. Ale tego wlasnie problemu doty-
czy paradoks Zenona. Nie chodzi o to, ze poniewaz uzywa on niescistych
poj¢é, to cate rozumowanie upada.

Sadze, ze paradoks mozna zinterpretowa¢ w ten sposob, iz istnieja
pewne pojecia (np. pojecie ,rzeczy’), ktore nie majg SciSle okreslonych
desygnatow mimo, ze te desygnaty istnieja. Istnieje pewien stopien nie-
wrazliwos$ci pojecia na zmiang cech odpowiadajgcego mu desygnatu. O ile
cechy mozna zmienia¢ w sposob ciagly, o tyle istnieje nieskonczenie wiele
znaczen danego pojecia — ilos¢ tych znaczen jest tak duza, jak duza jest
moc ,,zbioru zmian”. Jak wigc mozliwe jest jednoznaczne przejscie od
pojecia do rzeczy, ktora ono oznacza? Jaki jest sens porzadkowania i dzie-
lenia rzeczywistos$ci przy pomocy skonczonej ilosci poje¢ na pewne klasy,
skoro w kazdej klasie znajduje si¢ nieskonczona ilo$¢ nierozrdéznialnych
obiektow? Jak to, co dyskretne moze ujac to, co ciggte? Mysle, ze paradoks
ten w szczegbdlny sposodb uderza w koncepcj¢ continuum, ktora wlasnie
zaklada i oznacza ciagla struktur¢ przynajmniej niektérych obszarow rze-
czywisto$ci. Sadzeg, ze dopiero glebsze wniknigcie w sens topologicznego
pojecia continuum pozwoli lepiej zobaczy¢ istote tego paradoksu i zrozu-
mie¢ ograniczenie, ktére narzuca.

Ad 5 i 6. Paradoks stwierdza, ze istniejg takie przypadki, kiedy poszcze-
golne elementy majg inne cechy, niz utworzona z nich cato$¢. I nie pomaga
zadne konceptualne sumowanie tychze elementéw - cato$¢ w rzeczywisto-
$ci zawsze okaze si¢ bogatsza od sumy czgsci sktadowych. Moze przyktad
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podany przez Zenona nie jest zbyt trafnie dobrany, gdyz to, iz nie styszymy
upadajagcego jednego ziarnka wynika z istnienia progu styszalnosci (czyli
pojawia si¢ nieprecyzyjne uzywanie stowa ,,slyszalnos¢”), a nie z tego, ze
to ziarenko rzeczywiscie zadnego dzwigku nie wydaje. Struktura continu-
um jest idealnym przykladem pokazujacym dziatanie tego mechanizmu
(mimo, iz punkt jest elementem continuum geometrycznego, to zadne me-
tody nie pozwalajg ,,zlepi¢” punktéw w continuum; trzeba przyjac istnienie
pewnych cech, ktére bezposrednio okreslaja ,,bycie continuum”).

Mysle, ze paradoks Eubulidesa ujmuje t¢ kwestie lepiej. Niech an oz-
nacza osobnika posiadajacego n wlosow. Jesli liczba n jest ,,do$¢” duza moze-
my powiedzie¢, ze osobnik g, nie jest tysy. Jednak, poniewaz utrata jednego

wlosa nie moze spowodowaé tysiny, osobnik an-1 réwniez nie jest tysy. W

ciagua,,, an x, an 2, .. ae, ax, al nie mozna wskaza¢ zadnego takiego
miejsca, w ktorym nastapitoby przejscie w stan ,,bycia tysym”, jednak osob-
nikal jest lysy. Czy problem polega tylko na tym, Ze pojgcie ,,tysy” nie jest
pojeciem ostrym?

Podobnie jest z pojeciami ,,mtody” i ,,stary’>. W pewnych okresach
zycia danego czlowieka mozemy bez problemu stwierdzi¢ czy jest on mto-
dy, czy stary. Jednak nie zawsze jest to jednoznacznie mozliwe — w pew-
nym przedziale wieku ani jednego, ani drugiego powiedzie¢ nie mozna.
Dzieje si¢ tak dlatego, iz brak nam $srodkéw, aby t¢ kwesti¢ rozstrzygnaé.
Jesli przyjmiemy jakiekolwiek kryterium ,,bycia mlodym”, to okazuje sig,
ze moze ono dziata¢ tylko do pewnego wicku — dalej staje si¢ za malo pre-
cyzyjne. | nic nie pomoze zmiana tego kryterium chyba, ze ustalimy arbi-
tralnie wiek przejscia mlodosci w starosc.

Mozna stad wyciagnaé nastepujacy wniosek: istniejg pojecia, ktod-
rych tresci i znaczenia nie mozna ustali¢ poprzez podanie pewnego skon-
czonego uktadu cech; jednak o tresci tych poje¢ decyduje pewna nie-
skonczona (i niezdeterminowana) lista cech. Na przyktad, z dwoéch ludzi
majacych taka sama ilo$¢ wlosow, jeden moze by¢ uznany za tysego,
a drugi nie, w zaleznosci od struktury wloséw, ich grubos$ci, dtugosci itp.
Kryterium charakteryzujace czy rozrozniajace musi by¢ wigc, w przy-
padku takich poje¢, oparte na innej podstawie. Nalezy w inny sposob
uchwyci¢ istote takich poje¢. W jaki sposob? Mysle, ze definiowanie
i uzywanie (w roznych teoriach i twierdzeniach) pojecia continuum (jak
i wielu innych poje¢) w dziejach matematyki jest przyktadem znalezienia
ztotego $rodka migdzy nieskonczonoscia i niezdeterminowaniem zbioru
charakteryzujacych go cech a konwencjonalnym ustaleniem znaczenia.

W swoim artykule ,Zmiana i sprzecznos$¢” Ajdukiewicz daje uo-
goélnienie powyzszego argumentu i nazywa to uogolnienie postulatem prze-
chodzenia, ,,ilekro¢ jakie§ ciato przechodzi ze stanu A do ré6znego oden sta-
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nu A, tylekro¢ istnie¢ musi taka chwila 1, pozniejsza od wszystkich tych
chwil, w ktorych ciato jest jeszcze w stanie 4, a wczesniejsza od kazdej
chwili, w ktorej nasze ciato juzjest w stanie B itaka, ze w owej chwili ¢ cia-
o to niejest ani w stanie A, ani w stanie B "z2. Postulat ten jest konsekwen-
cja zasady ciaglosci, ktora stwierdza, ze kazde przejscie dokonuje si¢ w dowo-
Inie matych etapach, a nie skokami. Zgodnie z zasadg ciaglosci niemozliwe
jest, aby dane cialo znajdowato si¢ w chwili # w stanie A, a w kazdej chwili
pozniejszej w pewnym stanie B, réznym od A. Rowniez niemozliwe jest,
aby od pewnej chwili 7 cialo znajdowato si¢ w stanie B, a w kazdej chwili
poprzedniej w innej chwili A . Znaczy to, ze pomigdzy chwilami, w ktorych
cialojest w stanie A i w stanie B zawsze znajdujasi¢ chwile, w ktorych cialo
nie jest ani w stanie A, ani w stanie B . Pojawia si¢ wigc jakis nowy stan —
stan przechodzenia ze stanu A w stan B . Znaczy to w konsekwencji, ze
pomigdzy dowolnymi stanami danego ciala znajduje si¢ nieskonczenie
wiele innych standw, w ktérych to ciato moze si¢ znajdowaé. Zawsze wigc
mozliwe jest zakwestionowanie danej klasyfikacji stanow, w ktorych znaj-
duje si¢ dane cialo (np. stan gazowy, ciekly i staty) i wskazanie nowych
stanow posrednich, gdy przeprowadzi si¢ nowe doswiadczenia i wprowa-
dzi bogatsza siatke pojec.

Co si¢ jednak stanie, gdy zastosujemy postulat przechodzenia do
nastepujacej sytuacji: przejécie ciala ze stanu A do stanu non — A (czyli
do stanu, ktory nie jest stanem A ). Pomiedzy stanami A i non — A nie
ma juz zadnych posrednich standéw, a zasada przechodzenia domaga sig,
aby taki stan, ktory nie jest ani stanem A, ani stanem non — A, istnial.
Otrzymujemy tym samym sprzecznosc.

Gdzie tkwi istota tej sprzecznosci? Sadze, ze istnieje nastgpujace
logiczne wyjasnienie: jesli stan B nie jest scharakteryzowany jedynie przy
pomocy pewnych cech, ktore sa zaprzeczeniem cech okreslajacych stan A
(zalézmy, ze istnieja cechy A, i Bl takie, ze cecha A, nie jest zaprzecze-
niem zadnej cechy charakteryzujacej stan B, a cecha By nie jest zaprze-
czeniem zadnej cechy charakteryzujacej stan A ), to rzeczywiscie postulat
przechodzenia wskazuje na cechy posrednie migdzy cechami A, i Bx

Natomiast z samej definicji cechy non-C wynika, ze zawiera ona
wszystkie stany posrednie mig¢dzy cecha C ajakagkolwiek inna cecha. Nie
ma wigc zadnej kolizji z zasada ciaglo$ci. Nasuwa si¢ tylko jeden prosty
wniosek: nalezy bardzo ostroznie postugiwac si¢ obiektami, ktorych cha-
rakterystyka opiera si¢ wylacznie na negacji innych znanych cech. Brak
»pozytywnej” charakterystyki danego obiektu moze bowiem dawacd
sprzecznos$¢ z tak rozumiang zasadg ciggtosci.
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Przypisy:

| Przy wprowadzaniu tej definicji continuum opieram si¢ na rozréznieniach i roz-

wazaniach Arystotelesa zawartych wjego Fizyce. Prowadzi to do pewnych trudno-
$ci czy wrecz sprzecznos$ci np. ze wspotczesnym rozumieniem continuum w topo-
logii (zgodnie z wprowadzona definicja punkt nie ma struktury continuum, nato-
miast w topologii jg posiada; zbidr liczb wymiernych natomiast posiada powyzsza
ceche ciaglosci, a we wspolczesnej matematyce ciaglosc, inaczej zreszta rozumia-
na, nie przystuguje zbiorowi liczb wymiernych). Jednak uwazam, ze analizy Ary-
stotelesa sg najpetniejszym uchwyceniem problemu continuum w poczatkowym
okresie badan. Dokladniejsza analiza arystotelesowskiego rozumienia zagadnien
zwiazanych z continuum bedzie przedstawiona w § 4 tego rozdziatu.

) Zauwazmy, ze nie jest to przeciwienstwo logiczne, poniewaz zaprzeczamy za-
rowno ciaglosci jak i spoistoéci bytu. Znaczy to, ze miedzy continuum a strukturg
dyskretng mogg istnie¢ jeszcze inne posrednie struktury.

3 D. Lanza, Anassagora. Testimonianze eframmenti, Firenze 1966, fragment 3.

4 Chodzi o stynne zagadnienie mostéw krolewieckich oraz formule ukazujaca
zwigzek miedzy $cianami (f), krawedziami (e) i wierzchotkami (v) wielo$cianu
(v-e+f=2).

5 Dla ujednolicenia zapisu i zaznaczenia, ze caly czas moéwimy o tym samym
bycie, bede uzywat zapisu continuum mimo, iz w topologii stosuje si¢ zapis konti-
nuum.

6 Por. np. R. Engelking, Topologia ogélna, Warszawa 1976 s. 55-69.

7 Przy podawaniu nastgpnych kwestii korzystam w tym paragrafie z ksigzek:

R. Duda, Wprowadzenie do topologii, Cz¢$é. 1, Warszawa 1986; K. Kuratowski,
Wstep do teorii mnogosci i topologii, Warszawa 1977.

§ Do bardziej znanych naleza twierdzenie Nagaty-Smirnowa (Przestrzen topolo-
giczna jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest regularna i ma bazg¢ a-
lokalnie skonczong) oraz twierdzenie Binga (Przestrzen topologiczna jest metry-
zowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest regularna i ma baz¢ a-dyskretna). Rodzina
jest lokalnie skonczona (dyskretna) w przestrzeni, gdy w kazdym punkcie tej prze-
strzeni istnieje otoczenie majace przekroj niepusty ze skonczona (z co najwyzej
jednym) iloscig zbioréw tej rodziny. Rodzina jest o-lokalnie skonczona (o-
dyskretna), gdy jest przeliczalng suma rodzin lokalnie skonczonych (dyskretnych).
9 Klasy obrazow ciaglych odcinka i kuli sa identyczne w sensie topologicznym -
s3 to continua lokalnie spdjne.

10 Platon, Timajos.

Il Tamze, s. 44.

12 Dla starozytnych liczby wymierne nie mialy statusu liczb. Byty tylko stosun-
kiem liczb naturalnych.

13 O stosunku kolejnosci mozemy mowi¢ w przypadku kolejnych liczb natural-
nych. Migdzy np. liczbami | i 2 nie znajdujg si¢ zadne liczby naturalne. Warto
odnotowac, iz stowo ,,miedzy” Arystoteles rozumie nastgpujaco: rzecz ¢ znajduje
si¢ miedzy rzeczami a i b, jesli zmieniajaca si¢ nieprzerwanie i zgodnie ze swoja
natura rzecz a osiagnie ja, zanim dojdzie do rzeczy b.

14 Arystoteles, Fizyka, Ks. V 227a.

15 Arystoteles, Fizyka, Ks. VI 233a.
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16 ,,Space is infinite not only in the sense that it never comes to an end; but at every
place it is, so to speak, inwardly infinite, inasmuch as a point can only be fixed
step-by-step by a process of subdivision which progress ad infinitum. This is in
contrast with the resting and complete existence that intuition ascribes to spaces.
The ,,open” character is communicated by the continuous space and the continu-
ously graded qualities to the things of the external world. A real thing can never
been given adequately, its ,,inner horizon” is unfolded by an infinitely continued
process of ever new and more exact experiences; it is, as emphasized by Husserl, a
limiting idea in the Kantian sense. For this reason it is impossible to posit the real
thing as existing, closed and complete in itself. The continuum problem thus drives
one toward in epistemological idealism”. (Hermann Weyl, Philosophy of Mathe-
matics and Natural Science, Princeton 1949 s. 41).

|7 Historia matematyki, to w znaczacej mierze historia préb uchwycenia i dopre-
cyzowania pojecia continuum. Zalicza si¢ do nich, mi¢dzy innymi, proba mierze-
nia przy pomocy liczb naturalnych odcinkéw geometrycznych (czy ogdlnie, wiel-
kosci geometrycznych), czyli tworzenie pojgcia liczby rzeczywistej (continuum
rzeczywistego).

18 Starozytni rozumieli nieskonczono$¢ potencjalnie, co oznacza mozliwo$¢ prze-
kraczania dowolnie ustalonej wielkosci.

19 K. Ajdukiewicz, Jezyk ipoznanie, t. 2, Zmiana i sprzecznos¢, Warszawa 1965 s. 93.
20 Arystoteles, Fizyka, s. 233 a.

) K. Ajdukiewicz, Jezyk i poznanie, t. 2, s. 99-100.

22 Tamze, s. 10.



Rozdziat 111
Filozofiajako poszukiwanie pewnos$ci

W dalszej czgsci jako ,.tacit knowledge” sg wykorzystywane opisane po-
nizej ,,fakty filozoficzne”. Determinuja one czgsto w sposob niejawny i ukryty
przeprowadzane rozumowania. Dlatego chcialbym w tym miejscu o nich wspo-
mnie¢ i naswietli¢ kierunek prowadzonych dalej drég rozumowan. Chwilami
jednak te ukryte przedzalozenia filozoficzne wychodza na swiatlo dzienne. Taka
sytuacja bedzie miata miejsce w koncowej czgsci rozdziatu 6. Przez pryzmat opi-
sanych tutaj faktow filozoficznych sg ukazane analizowane fakty dziejoéw mate-
matyki.

Istnieje jeszcze drugi, majacy fundamentalne znaczenie, zwiazek mig-
dzy filozofia a naukami szczegdétowymi. Przeciez dzieje filozofii, to poszuki-
wanie pewnosci a historia nauk szczegoélowych jest dowodem na to, ze to po-
szukiwanie nie jest mrzonka. Poszukiwanie pewnosci miato w dziejach mysli
ludzkiej wiele istotnych krokow i odkry¢. Zwroce uwage na kilka z nich, ktore
beda tlem i zasadniczym odniesieniem dalszych rozwazan. Przedstawione idee
filozoficzne odkryte przez wielkich filozoféw w ciggu dziejow mysli ludzkiej
beda nie tylko tlem przedstawionych analiz historycznych, lecz réwniez mate-
rialem ukazujacym inspirujaca role filozofii w naukach szczegoétowych, jak
réwniez wplyw wynikéw tychze nauk na rozumienie idei filozoficznych. Po-
nadto, przedstawiam te idee, gdyz to one wlasnie tworza nieodlaczny element
mojego mys$lenia i chce przez to Swiadomie zarysowac obszar, poza ktory
z trudnos$cig umiem lub chce wychodzié.

1. Wprowadzenie podstawowych poje¢ filozoficznych

Najpierw jednak wro¢my do miejsca, gdzie rodzi si¢ myslenie filozo-
ficzne, gdzie pojawia si¢ problem prawdy i poznawania. Jest to potrzebne, aby
dostrzec w jaki sposob pewne zagadnienia i ,,rozstrzygnigcia” filozoficzne daja
podstawe do budowy racjonalnej wiedzy o §wiecie.

Wprowadzmy cztery niedefiniowalne pojecia, ktore beda wyjasnione
w dalszej kolejnosci, przy pomocy kilku przyktadow z historii filozofii. Tymi
pojeciami sa: absolutna sytuacja graniczna (ASG), sytuacja pierwotna (granicz-
na - SQG), fakt filozoficzny (FF) oraz absolut poznawczy (AP).
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Sytuacj¢ graniczng mozna by okresli¢ jako bezposrednie odstonigcie,
jako stan, w ktérym negacja odstanianego faktu jest niemozliwa. Kazda sytuacja
pierwotna odstania swoisty fakt filozoficzny i w ten sposob rozpoczyna si¢ do-
$wiadczanie filozofii. Kiedy fakt filozoficzny zostaje odstonigty, ten kto tego
doswiadczyl, czuje si¢ zobowigzany do ukazania tego faktu innym i sprawienia,
zeby stat si¢ on faktem tego $wiata.

Absolut poznawczy natomiast, bedacy $cisle zwiazany z faktem filozo-
ficznym, jest ,,czyms$”, co umozliwia i rozpoczyna proces poznawania — zara-
zem to on wilasnie uzasadnia, zjednej strony realno$¢ $wiata, a z drugiej racjo-
nalno$¢ cztowieka. W przypadku nauki jest podstawowym i pierwotnym wa-
runkiem poprawnosci przeprowadzanych rozumowan i dowodow.

Absolutna sytuacja graniczna umozliwia zaistnienie sytuacji pierwot-
nych, jednak sama jest nieuchwytna z zewnatrz, jest nieopisywalna, mozna ja
pozna¢ wylacznie od ,,wewnatrz”. ,,Przezycie” tej sytuacji ma miejsce np. w
doswiadczeniu Demiurga Platona, Pierwszego Poruszyciela Arystotelesa, Pra-
jedni Plotyna, Absolutu Sw. Tomasza czy Absolutnego Ty Bubera. ASG trans-
cenduje fakty filozoficzne, a zarazem sytuacje pierwotne sajej aspektami. Po-
niewaz ASG jest nieopisywalna, przy podawanych przyktadach ogranicze si¢ do
jej aspektow, czyli do sytuacji pierwotnych.

2. Sokrates i odkrycie racjonalnej struktury §wiata

Co bylo sytuacjg pierwotng filozofii Sokratesa i jaki fakt filozoficzny
ona odstonita?

Stojacy przed swoimi oskarzycielami Sokrates rozpoczyna obrong i wra-
ca do poczatkéw swojej drogi filozoficznej. Wtedy to wilasnie, przed laty, jego
przyjaciel Chajrefont udat si¢ do wyroczni w Delfach z pytaniem, czy istnieje
kto$ madrzejszy od Sokratesa. | uzyskat odpowiedz, ze nie! Jak zareagowat So-
krates, gdy dowiedzial si¢ o tych stowach wyroczni?

,,Co tez to bog mowi? Co6z ma znaczy¢ ta zagadka? Bo ja doprawdy, ani
si¢ do wielkiej, ani do matej madrosci nie poczuwam. Wigc c6z on wiasciwie mo-
wi, kiedy powiada, Ze ja najmadrzejszy? Przeciez chyba nie ktamie. To mu si¢ nie
godzi. | dtugi czas nie wiedziatem, co to miato znaczy¢, a potem powoli, powoli
zaczatem tego dochodzi¢ tak mniej wigcej: Poszedlem do kogo$ z tych, ktorzy
uchodza za madrych, aby jesli gdzie, to tam przekona¢ wyrocznig, ze si¢ myli,
i wykazac jej, ze ten oto tu jest madrzejszy ode mnie, a ty§ powiedziata, ze ja.
Wigc, kiedy si¢ tak w nim rozgladam - nazwiska wymienia¢ nie mam potrzeby:
to byl ktos sposrod politykow, ktory na mnie takie jakie$ z bliska zrobit wrazenie,
obywatele - oto6z, kiedym tak z nim rozmawial, zaczgto mi si¢ zdawaé, ze ten
obywatel wydaje si¢ madry wielu innym ludziom, a najwi¢cej sobie samemu,
a jest? Nie! A potem probowalem mu wykazaé, ze si¢ tylko uwaza za madrego,
a nie jest nim naprawdg. No i stad mnie znienawidzit i on, i wielu z tych, co przy
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tym byli. Wréciwszy do domu zaczatem miarkowac, ze od tego czlowieka jed-
nak jestem madrzejszy. Bo z nas dwoch zaden, zdaje si¢, nie wie o tym, co
pickne i dobre; ale jemu si¢ zdaje, ze co$ wie, cho¢ nic nie wie, aja, jak nic nie
wiem, tak mi si¢ nawet i nie zdaje. Wigc moze o t¢ wlasnie odrobing jestem od
niego madrzejszy, ze jak czego nie wiem, to i nie mysle, ze wiem. Stamtad po-
szedlem do innego, ktory si¢ wydawal madrzejszy niz tamten, i znowu takie
samo odniostem wrazenie. Tu znowu mnie ten kto§ znienawidzit i wielu innych
ludzi. Wigc potem tom juz po kolei chodzil, cho¢ wiedzialem, i bardzo mnie to
martwilo i niepokoito, Ze mnie zaczynaja nienawidzi¢, ajednak mi si¢ koniecz-
nym wydawalo to, co bog powiedzial, stawia¢ nade wszystko’’l.

Przezycie sytuacji pierwotnej, jaka bylo przyjecie i proba zrozumienia
stow wyroczni sprawito, ze zycie Sokratesa uleglo zasadniczej zmianie. Trzeba
i8¢ i demaskowac falsz i pozory wiedzy, bez wzgledu na konsekwencje.
A w koncu chodzi o dotarcie do wiedzy prawdziwej, ktora jest obecna w umysle
kazdego cztowieka, lecz czgsto nie u$wiadamiana z powodu uwiklania jej
w skomplikowane i trudne do rozszyfrowania struktury. Nalezy wiec dotrze¢ do
prawd najprostszych - umiejetnie stawiane pytania sprawiaja, ze kazdy cztowiek
staje wobec zawartych w nim prawd, ktére rozjasniajajego umyst i sg wystar-
czajace do zrozumienia innych kwestii.

W tym stynnym sokratejskim: ,,Wiem, Ze nic nie wiem”, gdy umyst kon-
sekwentnie i doglebnie analizuje wiedz¢ w odniesieniu do wtlasnej osoby, do-
chodzi do uznania swojej niewiedzy, czyli osiaga wiedze. Istnienie jakiej§ wiedzy
(np. o wtasnej niewiedzy) jest wigc niezalezne od przyjetych zatozen. Istnieje
wigc pewien rodzaj wiedzy, ktorajest pierwotna i warunkuje wszelka inna.

Przy analizie jakiejkolwiek bytu, aby ten byt poja¢, czyli uczyni¢ go ra-
cjonalnym. nalezy najpierw go ,,zdemaskowac”, ukazujacjego braki i sprzeczno-
$ci. To odstonigcie racjonalnej struktury bytu wraz ze sposobem odstonigcia jest
sokratejskim faktem filozoficznym odstonigtym przez opisana powyzej sytuacje
pierwotna. Jego aspektem metodologicznym sg metody: elenktyczna i maieu-
tyczna oraz zwigzane z nimi indukcja i definicja poj¢¢ wprowadzone przez So-
kratesa. W oparciu o otrzymane poj¢cia mozemy odtwarza¢ prawdg o swiecie.

3. Odkrycie przez Platona cyrkularnej struktury wiedzy prowadza-
cej do prawdy

Wspaniata metafora Platona o pochodzie rydwandéw boskich wokot
Swiata, migdzy niebem a ziemig, ukazuje miejsce przebywania prawdy i jej
doswiadczenie, z ktorego rodzi si¢ wszelka wiedza.

»Miejsce to zajmuje nie ubrana w barwy, ani w ksztalty, ani w stowa isto-
ta istotnie istniejaca, ktorg sam jeden tylko rozum, duszy kierownik, oglada¢ mo-
ze. Naokoto niej $wiat przedmiotow prawdziwej wiedzy. A ze boski umyst rozu-
mem si¢ karmi i najczystsza wiedza, a podobnie umyst kazdej duszy (...) przeto
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kazda si¢ radoscia napehia, kiedy byt od czasu do czasu zobaczy, widokiem
prawdy si¢ karmi i rozradowuje, az ja obrgcz drogi znowu na to samo miejsce
przyniesie. A podczas tego obiegu oglada sprawiedliwos$¢ sama, oglada wladze
nad soba, oglada wiedzg¢ nie tg, ktora si¢ z wolna tworzy¢ musi, a jest rézna o r6z-
nych rzeczach, ktére my dzi§ bytami nazywamy, ale wiedz¢ rzeczywiscie istnieja-
c3, 0 tym, co jest istotnym bytem. (...) Oto jak zyja bogowie. A z innych dusz ta-
ka, co najlepiej za bogiem szta i byta mu najpodobniejsza, ponad glowe woznicy
W miejsce poza niebem zaglada i droge okrezna odbywa, ale jej konie przeszka-
dzaja ciagle, tak ze ledwie si¢ moze bytom rzeczywistym przyjrze¢. A inna raz si¢
podnosi, raz zniza; konie jej patrze¢ nie dajg, wigc jedno zobaczy, a drugiego nie
dojrzy. (...) A oto prawo Koniecznosci: jesli ktora dusza, za bogiem w §lad idac,
zobaczy co$ ze $wiata prawdy, nic si¢ jej sta¢ nie moze az do nast¢pnego obiegu,
ijesliby to zawsze potrafita, nigdy zadnej szkody nie poniesie’”2.

Platon w swojej sytuacji pierwotnej doswiadcza wartosci wiedzy praw-
dziwe] przekraczajacej wszelkie inne wartosci. Ta prawda, do ktérej mamy
tylko znikomy dostep, gwarantuje wladz¢ nad samym soba, jest kierownikiem
umystu, a przede wszystkim jest podstawa i gwarantem trwania oraz istnienia.
Uwalniajac si¢ od uwarunkowan, mnieman i przesadow zwigzanych ze §wiatem
zmystowym, dochodzimy do wiedzy czysto rozumowej. [, mimo swojej aprio-
rycznos$ci, wiedza ta pozwala pozna¢ §wiat i jego struktur¢ — ten ciagly pochod
po okregu, to nie bledne koto, lecz ciagte przyblizanie si¢ do tej samej prawdy,
ktorej nie jesteSmy w stanie pojac jednym spojrzeniem. W tym spostrzezeniu
mamy do czynienia z faktem filozoficznym - wiedza przyblizajaca nas do
prawdy musi mie¢ struktur¢ cyrkularna, a nie liniowa, gdyz prawda nie ukazuje
si¢ dopiero po diugich badaniach i analizach; ona jest dana juz na poczatku
dociekan i jest konieczna do tego, aby wszelkie rozwazania byly prawomocne;
cata budowla wiedzy jest tylko po to, aby zobaczy¢ prawde¢ w pelnym swietle.

4. Prawda jako ostateczny argument rozumu

Zobaczmy, co pisze na temat prawdy Arystoteles i jak on przezywa
SwWo0ja sytuacje pierwotng:

»Prawda albo falsz z punktu widzenia rzeczy zalezy od ich potaczenia
lub rozdzielenia; kto wigc mysli o rozdzielonym, ze jest rozdzielone, a o pola-
czonym, ze jest polaczone, mowi prawde, natomiast glosi si¢ falsz, jezeli sig
mysli przeciwnie o tym stanie rzeczy. (...) To nie dlatego jeste$ biaty, iz mysli-
my w sposéb prawdziwy, ze ty jeste§ bialy, lecz poniewaz jeste$ bialy my,
stwierdzajac to, mowimy prawde. W stosunku do tego, cojest istota i co istnieje
w akcie, nie mozna pozostawac¢ w bledzie, lecz albo istnieje o nim wiedza, albo
nie istnieje (...) Prawda polega na poznaniu tego; i nie istnieje ani falsz, ani
blad, lecz tylko nie§wiadomos$c¢™3.
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Majac wige stycznosé z dang rzecza i zdajac relacje z do§wiadczenia tej
styczno$ci wypowiadamy twierdzenie prawdziwe. Ta styczno$¢ jest warunkiem
koniecznym i wystarczajacym dotarcia do prawdy. Musi istnie¢ odpowiednia re-
lacja mysli z bytem i to ona wlasnie (a nie budowa czy struktura zdania, w ktorej
mysl jest wyrazona) decyduje o prawdziwosci mysli i zdania (mysl jest prawdzi-
wa, jesli stwierdza tak, jak jest w rzeczywisto$ci). Forma zdaniajest dopiero efek-
tem tej relacji. Ustalenie wtasciwej relacji mysli do bytu, to klucz poznania i catej
wiedzy - jest to klucz do prawdy. Po ustaleniu tej relacji nie jest juz mozliwy
fatsz ani blad — wystarczy jedynie spojrze¢ na byt, ktory jest w akcie i uruchomi¢
myslenie, a ono automatycznie ukaze nam prawde.

Sytuacja pierwotna Arystotelesa, to do§wiadczenie, ze bez rzeczywistosci
mys$l bytaby niczym, nie ,,umiataby” uzasadni¢ sensu swojego istnienia. Poprzez
wejscie w relacje z rzeczywistoscig mys$l uzyskuje podstawe swojego istnienia
i ostateczny argument w sporze z wszelkiego rodzaju formami sceptycyzmu
(podwazajacymi moc poznawczg rozumu) oraz idealizmu (nie uznajacymi zasad-
niczej odrgbnosci ontologicznej tworéw mys$li oraz §wiata rzeczy) — jest nim
prawda. To stwierdzenie jest arystotelesowskim faktem filozoficznym. To do-
Swiadczane przez mysl rzeczy nadajgjej bieg i rytm. Mys$l w sposob bezposredni
doswiadcza danej rzeczy jako calosci lub widzi jg rozbitg na poszczegodlne ele-
menty — jest to pierwotne doswiadczenie i niemozliwe jest, aby mys$l wtornie
rozbijata dana rzecz na mniejsze byty lub laczyla rzeczy doswiadczane w wigksze
uktady bedace rowniez rzeczami (sa to wytacznie konstrukcje umystu).

5. Kuzanczyk — odkrycie w symbolach matematycznych jedynych
symboli umozliwiajacych niesprzeczne poznawanie §wiata

W punkcie wyjscia mamy podjecie przez Kuzanczyka idei Sokratesa:
»Albowiem cztowiek — nawet najbardziej gorliwy w nauce - nie znajduje w na-
ukach nic doskonalszego niz w niewiedzy sobie przyrodzonej, ktorg uzna wow-
czas za wiedz¢ najwyzsza. | tym bedzie madrzejszy, za im wigkszego si¢ uzna
ignoranta”4.

Jak mozliwe jest potaczenie wiedzy z niewiedza, a dokladniej wypro-
wadzenie z niewiedzy jakiej§ wyzszego rodzaju wiedzy? O ile na plaszczyznie
czysto zmyslowej jest to, jak zauwaza Kuzanczyk, niemozliwe, to wchodzac na
Poziom abstrakcji matematycznych mozemy uswiadomi¢ sobie istnienie takiej
mozliwosci. Ukryte przed zmystami rzeczy duchowe moga by¢ badane przy
pomocy symboli, gdyz wszelkie rzeczy tacza ukryte zwigzki, zaleznosci, dzigki
ktorym powstaje jeden Wszechs§wiat. Im przedmioty sa bardziej abstrakcyjne,
tym ich poznanie jest wyrazniejsze i pewniejsze. Przedmioty matematyczne
zawierajg w sobie tylko tyle materialno$ci, aby mozliwe stalo si¢ ich wyobraze-
nie — i sg niemal catkowicie abstrakcyjne. Dlatego jedynie dzicki podobien-
stwom matematycznym mozna bada¢ najtrudniejsze kwestie (rowniez teolo-
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giczne). Matematyka jest tacznikiem migdzy tym co materialne, a tym co du-
chowe. Tylko dzigki rozumowaniu matematycznemu mozemy zobaczy¢ jak
sprzeczne ze soba, w przypadku skonczonym, pojgcia zostajg uniesprzecznione,
gdy rozpatrujemy je w aspekcie nieskonczonym.

Jednym z przyktadéw podanych przez Kuzanczyka jest identycznos¢ nie-
skonczonego trojkata i linii prostej. ,,Dodatkowo mozesz sobie pomdc w zrozu-
mieniu tej kwestii, przechodzac od tréjkata pojetego ilosciowo do nieilosciowego.
Ot6z, jak wiadomo, w kazdym trojkacie ilosciowym suma trzech katéw réwna sig
dwom katom prostym. Stad, im wigkszy jestjeden kat, tym dwa pozostale mniej-
sze. Zaloézmy teraz, ze ktorykolwiek z katow powigkszymy, iz stanie si¢ on rowny
dwom katom prostym, pozostajac nadal trojkatem. Wtedy taki trojkat bedzie miat
oczywiscie trzy katy bedace jednym, ktory jest trzema”s.

Rozumowanie matematyczne pozwala na przejécie od rozwazan ilo-
Sciowych do rozwazan jako$ciowych, natomiast wielkos$ci skonczone stanowig
podstawe rozumowania. W przypadku trojkata (skonczonego) ABC, jesli jeden
zjego katow a zmierza do kata polpetnego, to zjednej strony trojkat przechodzi
w trojkat niedostepny poznaniu zmystowemu (dlugos¢ boku lezacego naprzeciw
kata a dazy do sumy dtugosci bokow przyleglych), a z drugiej strony trojkat ten
staje si¢ odcinkiem. Otrzymujemy wi¢c tozsamos$¢ odcinka oraz trojkata na
poziomie abstrakcyjnym. Ten przyklad, podany przez Kuzanczyka. pozwala
zrozumie¢ jak pewne wlasnosci nie do pogodzenia na poziomie zmyslowym,
materialnym czy iloSciowym zostaja uzgodnione na poziomie abstrakcyjnym
lub jakosciowym.

Co bylo sytuacja pierwotna filozofii Kuzanczyka? Umyst, poznajac
materialng rzeczywistos¢, nie jest w stanie uwolni¢ si¢ od sprzecznosci, na ktore
wczesniej czy pozniej natrafia. Te sprzecznosci wynikaja z réoznorodnosci rze-
czy materialnych. Réwniez operujac kategoriami zmystowo-wyobrazeniowymi,
przy poznawaniu rzeczy abstrakcyjnych czy duchowych, dochodzi do paradok-
sow oraz sprzecznosci (gdyz rzeczy zmienne zostajg przyporzadkowane temu
co niezmienne). Umyst musi wigc uznaé¢ wilasng niewiedze, czyli niemozno$¢
poznania tego $wiata. Okazuje si¢ w konsekwencji, ze jedynie symbole (abs-
trakcyjne) zawierajace w sobie minimum tresci zmyslowo-wyobrazeniowych
pozwalaja na usuwanie lokalnie sprzecznosci, z jednoczesnym zachowaniem
kontaktu z materialng rzeczywistoscig. Takimi symbolami sg wiasnie symbole
matematyczne. Przy poznaniu ,,matematycznym” rezygnuje si¢ z maksymali-
stycznych aspiracji poznawczych, mozna jedynie stopniowo wznosi¢ si¢ po
stopniach poznania.

Fakt filozoficzny odstoniety przez wskazana powyzej sytuacj¢ pierwot-
ng mozna wyrazi¢ nast¢pujaco: postugiwanie si¢ abstrakcyjnymi pojeciami
pozwala na uniknigcie sprzeczno$ci w rozumowaniu, jednak kosztem utraty
kontaktu z opisywana rzeczywistosciag. Aby uniknac¢ tej sytuacji, nalezy zgodzic¢
si¢ na uzywanie ,,minimalnych” symboli tzn. symboli, ktore z jednej strony
maja juz rang¢ poj¢¢ abstrakcyjnych, a z drugiej zachowujg minimum tresci
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materialnych. Od czasu starozytnych Grekéw, pojecie liczby lub formy geome-
trycznej traktowano jako takie minimalne symbole. Na przyktadzie matematyki
widaé, ze prawda moze taczy¢ w sobie rzeczy ,,sprzeczne” bez samozniszczenia

- okazuje si¢ tym samym, ze prawda jest procesem, droga prowadzaca do
Prawdy.

6. Kartezjusz — do$wiadczenie podmiotu mys$lacego jako generatora
i gwaranta obiektywnej wiedzy o Swiecie

W zdaniu Myslg, wiecjestem nie chodzi o stwierdzenie jakiej$ fizjolo-
gicznej czynno$ci myslenia czy odczuwania (czujg, wige jestem), gdyz takie
zdanie latwo zakwestionowaé — to czucie, to tylko wytwor fantazji, sen $niony
nie koniecznie przez kogos$ albo przez co$, lecz sen bezpodmiotowy, sam w
sobie. Chodzi o to, iz przyjmujemy, ze u podstaw istnienia tkwi pewna struktura
logiczna - by byta wolna od bledu musi by¢ strukturg formalng (istnienie jest
wynikiem pewnego, warunkujacego je, stanu — mys$lenie, chcenie itp.). Jesli
nawet zatozymy, ze ta struktura formalna jest wytworem fantazji, to ta fantazja
jest ,,formalna”, wolna od zmiennych interpretacji i réznorodnych znaczen -
jest to ,,fantazja” jednoznaczna. Na tym podstawowym poziomie, na ktérym
zaczyna si¢ filozofia (akt ustanowienia filozofii) ,,nie tylko rozumienie, chcenie,
wyobrazanie sobie, ale takze i czucie jest tutaj tym samym, co my$lenie”6. Nie
mozemy przypisywac zadnej tresci tym pojeciom. Na tym podstawowym po-
ziomie nie trzeba mie¢ uprzedniej wiedzy na temat tego czym jest poznanie,
myslenie, czym istnienie, czym pewno$¢, czym niemozno$¢ nieistnienia tego
kto mysli. Ale poniewaz sg to pojecia najprostsze, ktore nie zaktadaja same
Pojecia czegos$ istniejacego, wige dopiero struktura, w ktorej si¢ pojawiaja, na-
daje im sens i znaczenie. Innymi slowy, dopiero uruchomienie formalnej struk-
tury zwigzanej ze zdaniem ,,mysle, wigc jestem” sprawia, ze poznanie jest po-
znaniem przez umyst oraz ze jest poznaniem czegokolwiek, czyli prowadzi nas
w konsekwencji do poznania naszego umystu, jako podmiotu i zarazem przed-
miotu poznania.

U kresu kartezjanskiego watpienia pojawia si¢ logiczna struktura poka-
zujaca, ze istnienie nie jest czym$ pierwotnym, lecz jest wynikiem pewnego
stanu (zwanego ,,mysleniem”), ktory mozna doswiadczy¢. Mozemy doswiad-
czyC¢ istnienia dopiero wtornie, po uprzednim doswiadczeniu siebie jako pod-
miotu myslacego. Koncowy wniosek dowodzi, ze cale watpienie i rozumowa-
nie, oparte na strukturze implikacji, jest wiarygodne — przeciez w gescie total-
nego watpienia mozna by zakwestionowa¢ wszelkie rozumowanie, kazde wyni-
kanie implikacyjne, rOwniez watpienie; jednak to wilasnie mysl zakwestiono-
wala istnienie (je$li mysle, to mozliwe, ze nie istniejg; jesli mysle, to moge
stwierdzi¢, ze nie istniej¢) otwierajac tym samym problem istnienia. Przyjecie
jakiejkolwiek idei prowadzi nieuchronne do jakiego$ istnienia, odrzucenie
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wszelkich idei prowadzi do konieczno$ci zanegowania samego istnienia; jest
jednak skrajnie radykalnym aktem mys$lenia, co jest wlasnie wystarczajace do
otrzymania istnienia (nawet skrajnie watpigca mys$l podejmuje problem istnie-
nia; a raczej, wlasnie skrajnie radykalna mys$l podejmuje problem istnienia).
Istnienie jest wigc nieuchronne.

W tym kontek$cie wida¢ znaczenie dowodu na istnienie Boga. Odkrycie
tego dowodu w kontekscie radykalnego watpienia i zrozumienie jego prawo-
mocnosci, to kartezjanska sytuacja pierwotna. Czyz moze by¢ wigksza nie-
uchronnos$¢ myslenia niz odkrycie w umysle idei nieskonczonego i w petni do-
skonalego bytu. Jest to idea zasadniczo r6zna od pozostatych, ktére charaktery-
zuja si¢ skonczonoscig i niedoskonatoscig. Nie ma wigc mozliwosci otrzymania
tej idei z pozostalych chyba, ze poprzez ich zanegowanie, co oznacza jednak
wejscie na droge (radykalnego) watpienia — kresem tej drogi jest stwierdzenie
istnienia (przynajmniej pewnej czesci) tego, co na poczatku bylo negowane.
Jednak Byt w pelni doskonaly moze istnie¢ tylko jako niepodzielna catos¢. Ist-
nienie Bytu w pelni doskonalego jest wigc nieuchronne - stwierdzenie tego
istnienia jest efektem procesu myslenia. | dopiero w tym momencie cogito,
ktére odnajduje w sobie ide¢ doskonalego Bytu, rzeczywiscie istniejacego poza
nim, staje si¢ faktem filozoficznym, elementem generujacym obiektywng wie-
dze o realnie istniejacym §wiecie.

7. Leibniz — polaczenie nieskonczonosci ,,glebi” i nieskonczonosci
,»calo$ci” podstawa wiedzy o Swiecie

Wedtug Leibniza ,,najmniejsza czastka materii na mocy aktualnego
pomniejszania idacego w nieskonczonos¢, ktora kryje w sobie, przedstawia
soba aktualne powickszenie idgce w nieskonczonosé¢, ktéra poza nig jest we
wszechswiecie, ze kazda mala czasteczka mieSci w sobie, na nieskonczenie
wiele sposobow, zywe zwierciadlo wyrazajace caty wszech§wiat nieskonczony,
ktory wraz z nig istnieje. A z tego wynika, ze dos¢ potezny duch uzbrojony we
wzrok do$¢ przenikliwy moglby tu zobaczy¢ wszystko, co jest wszedzie™7.

Istnienie $wiata opiera si¢ na grze dwoch nieskonczonosci - tej, co jest
ponad wszelkie wielkos$ci i tej, ktorajest ponizej tego co najmniejsze. Na tym po-
lega harmonia wprzod ustanowiona, ze prawie nic, byle bylo monadg (bytem,
substancja), czyli podmiotem Zzycia i dziatania, wyposazonym w postrzezenie
i dazenie, wznosi si¢ z nico$ci ku istnieniu; a z drugiej prawie wszystko, ogarnia-
jace catos¢ istniejacych bytow, zstgpuje do nicosdci, gdyz zostaje umieszczone
w kazdej najmniejszej monadzie. W przypadku monady zdolnej do refleksji
i tworzenia nauki otrzymujemy domknigcie dwoch nieskonczono$ci — spojrze-
nie w sigbie pozwala takiej monadzie dojrze¢ caly $wiat; kazda wyrazna mysl
zawiera w sobie harmoni¢ wszystkich rzeczy i jest zarazem czg$cig monady.
Jedyng granica, na jaka natrafia monada, jest brak calkowitej przejrzystosci
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mysli — w tych elementach postrzezenia, ktore sg w pelni wyrazne, objawia si¢
podobienstwo monady refleksyjnej do Boga, gdyz tylko Bog zna wszystko w spo-
sob wyrazny.

Sytuacja pierwotng filozofii Leibniza bylo dostrzezenie w cztowieku
nieskonczonosci idacej w glab. Mimo tego, iz prawie wszystkie sciezki posu-
wania si¢ w glab koncza si¢ do$¢ szybko (pojmowanie nie jest wyrazne), to
istnieja takie drogi, ktérymi mozna posuwac si¢ w nieskonczono$¢ (jasne i wy-
razne pojmowanie). Te nieskonczone drogi daja mozliwos¢ dotarcia do calego
wszechswiata i zdobycia wiedzy o nim. W czlowieku, jako istocie zdolnej do
refleksji, spotykajg si¢ dwie nieskonczonosci — nieskonczonos¢ glebi i nieskon-
czono$¢ catosci. Z tej sytuacji pierwotnej wytania si¢ nastgpujacy fakt filozo-
ficzny: pojeciom, ktére umyst przenika az do konca, mozna przypisa¢ pewne
symbole i wykonujac na nich formalne operacje dojs¢ stopniowo do pelnej wie-
dzy o $wiecie. Stosowane prawa rozumowania sg zarazem prawami dziatania
Swiata, czyli elementami harmonii wprzod ustanowionej.

8. Kant i zrozumienie konieczno$ci uzupehienia zbioru przedmio-
tow doswiadczenia o czyste idee rozumu, w celu otrzymania nicsprzecznej
wiedzy o Swiecie

Jak wiadomo, zasadnicza rol¢ w poznaniu u Kanta pelnig kategorie inte-
lektu. Kategorie te nie pochodza z do§wiadczenia, sg natury apriorycznej, jednak
wszelkie przedmioty doswiadczenia powstaja jako wypelnienie tych kategorii
nieuporzagdkowang uprzednio masg wrazen zmyslowych. W umysle ludzkim
tkwia rowniez idee, ktorych pochodzenia nie mozna uzasadni¢ ani na podstawie
doswiadczenia, ani przy pomocy czysto apriorycznego rozumowania. Sg to tzw.
idee regulatywne rozumu, do ktérych naleza: dusza, wszechswiat i Bog. Katego-
rie intelektu sg elementem do$wiadczenia, natomiast idee regulatywne nie daja si¢
wcieli¢ w do$§wiadczenie. Wszelka proba zastosowania ich do doswiadczenia
prowadzi do paralogizmoéw i antynomii. | zadnej szczegdtowej wiedzy o tych
ideach mie¢ nie mozemy, oprécz tej, ze istnieja. Zobaczmy, co o idei duszy pisze
Kant:

,.Jest oczywiste, ze jesli chcemy sobie przedstawi¢ istote mys$laca, mu-
simy si¢ sami najej miejscu postawic¢, a wigc podsuna¢ na miejsce przedmiotu,
ktory si¢ chce badaé, swoj wlasny podmiot (co nie zachodzi w innego rodzaju
dociekaniach), i ze tylko dlatego domagamy si¢ absolutnej jednosci podmiotu
dla pewnej mysli, poniewaz inaczej nie mozna by powiedzie¢: Mysle (to, co
roznorodne w jednym przedstawieniu). (...) Lecz niezlozono$¢ mnie samego
(jako duszy) rzeczywiscie nie jest wywnioskowana ze zdania ‘Mysle’, ale lezy
sama w kazdej mysli. Zdanie ‘Jestem prosty’ trzeba uwazaé¢ za bezposredni
wyraz apercepcji, podobno, jak rzekomy kartezjanski wniosek cogito ergo sum

Jjest w rzeczywistosci tautologiczny, gdyz cogito (sum cogitans) bezposrednio
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orzeka rzeczywisto$¢ o moim Ja. (...) Tyle jest pewne, ze przez ‘Ja’ mysle sobie
zawsze absolutng, lecz logicznajedno$¢ podmiotu (jego niezlozonos¢), ale nie
to, Ze przez to poznaj¢ rzeczywistg nieztozonos¢ tego podmiotu’s.

Idea duszy, nie poznawana, a jednak tworzona przez rozum, jest ko-
nieczna do syntezy postrzezen wewngetrznych, tak jak idea wszech$wiata scala
doswiadczenia zewngtrzne, a idea Boga wszelkie mozliwe doswiadczenia.. Ab-
solutna jednos¢ ,,Ja” jest niezbywalnym elementem kazdej mysli, stanowi racje
dla zdania ,,Mys$le’”. Rozum nie moze zadowoli¢ si¢ zadnym uwarunkowaniem,
przedstawia sobie przedmioty doswiadczenia rozciggajace si¢ we wzajemnym
uwarunkowaniu tak daleko, ze juz zadne doswiadczenie nie moze ich obja¢ — na
granicy dos$wiadczenia szuka wigc i znajduje noumeny (rzeczy same w sobie),
ktore dopehiaja i uzupetniaja ten niekonczacy si¢ szereg przedmiotow. Bez
noumenow przedmioty doswiadczalne sg dla nas czgsto niezrozumiate; w przy-
padku noumenodw, poprzez ktére patrzymy na do$§wiadczane przedmioty, mamy
do czynienia z pojgciami majacymi wylacznie swe zrodlo w rozumie - musza
wigc by¢ one zrozumiate.

Odkrycie idei transcendentalnych (prowadzacych wprost do sfery no-
umenow) znajdujacych si¢ w rozumie, ktore sa poza doswiadczeniem (nie pocho-
dza z doswiadczenia, ani nie stosuja si¢ do niego), ajednak sg potrzebne do tego,
aby zamknac¢ nie konczacy si¢ tancuch uwarunkowan przedmiotéw doswiadcze-
nia i usung¢ antynomie rodzace si¢ w ramach doswiadczenia, stanowi przezycie
kantowskiej sytuacji pierwotnej. Fakt filozoficzny, ktory z niej powstaje, to zro-
zumienie koniecznosci uzupehniania zbioru przedmiotow doswiadczenia o idee
bedace wylacznie wytworem czystego umystu (i nie stosujace si¢ do do§wiadcze-
nia), aby ten zbidr nie generowal antynomii i sprzeczno$ci. Cecha istotng tych
idei jest ich ,,nieztozonos¢” i ,,catoSciowos¢” (poznawcza, niekoniecznie ontolo-
giczna — nie mozna ich pozna¢ bardziej i glebiej, sa dane w bezposredniej i petnej
apercepcji).

9. Popper i odkrycie autonomicznej i obiektywnej wiedzy jako ele-
mentu istoty czlowieka

Nauka, jako proba racjonalnego uporzadkowania i opisu $wiata oraz ja-
ko dowdd na mozliwos¢ wiedzy pewnej, od poczatku dziejow filozofii stata sig¢
kluczowym zagadnieniem filozoficznym. Czy w ogodle mozliwa jest nauka?
Jesli tak, to jak daleko ma siggac to racjonalne porzadkowanie, jaki jest zakres
pewnosci.

W pewnych okresach rozwoju nauki, gdy przyjete kanony naukowosci
zdawaty si¢ przyjmowac raz na zawsze ustalona pozycj¢, rozpoczynal si¢ po-
zornie niepowazny i niegrozny atak filozoficzny na pojecia lezace u podstaw
nauki. Taka sytuacja miata miejsce w starozytnosci, gdy eleaci i megarejczycy
pokazywali, przy pomocy swoich stynnych paradokséw, sprzeczno$ci wynika-
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jace z uzywania takich poj¢¢ jak wielkos¢, wielo§¢, ruch. Podobnie byto
w XVII wieku, w przypadku krytyki przeprowadzonej przez Berkeleya i Hu-
me’a. Rowniez wiek dwudziesty wydat filozofow, ktorzy wystapili z ostra kry-
tyka nauki wspotczesnej — mozna zaliczy¢ do nich, migdzy innymi: Bergsona,
Husserla, Rosenzweiga. Mozliwe sa dwie postawy wobec krytycznych analiz
filozoficznych: albo zbagatelizowa¢ uwagi laikéw, albo postara¢ si¢ zrozumiec,
o co chodzi tym wiecznie niezadowolonym ignorantom. Ta pierwsza postawa
prowadzita i chyba musi prowadzi¢, z powodoéw przynajmniej socjologicznych,
do hamowania rozwoju nauki — zaczyna po prostu brakowa¢ propagandy filozo-
ficznej przyciagajacej w obszar nauki, niezbgdnych dla jej rozwoju ,,szalen-
cow”’, podejmujacych zdawaloby si¢ beznadziejne wyzwania.

W te dyskusje¢, ktéra miata szczegdlnie burzliwy przebieg w pierwszych
dziesigcioleciach XX wieku, wlacza si¢ Karl Popper bronigc wartosci nauki ijej
znaczenia dla obrony racjonalnosci i sensu zycia ludzkiego. Sadzi on, ze tak jak
miodd jest naturalnym wytworem pszczot, a sie¢ pajakow, tak nauka jest natural-
nym wytworem gatunku ludzkiego. Wytwoér ten w sposob istotny przekracza
cztowieka dajac mu nowe i znacznie wigksze mozliwosci, sprawia, ze czlowiek
transcenduje $§wiat materialny i w znacznej mierze uniezaleznia si¢ od niego.
Chodzi jednak nie o nauk¢ w sensie subiektywnym, sktadajgca si¢ ze stanow
umystu lub §wiadomosci czy z dyspozycji do dziatania, lecz o naukg¢ w sensie
obiektywnym, jako zbidr sytuacji problemowych, teorii i argumentéw (jest to
tzw. trzeci §wiat Poppera, w odroznieniu od pierwszego $wiata rzeczy material-
nych i drugiego przezy¢ i stanow §wiadomosci).

Wedlug Poppera ,,epistemologia obiektywistyczna, badajaca §wiat trze-
ci, rzuca ogromnie duzo $wiatla na drugi $wiat subiektywnej $wiadomosci,
zwlaszcza na subiektywne procesy myslowe uczonych; ale teza odwrotna nie
jest prawdziwa™). Duzo wazniejsze jest badanie wytworéw niz badanie wytwa-
rzania. Przy badaniu wytworéw odchodzimy od analizy przyczynowej charakte-
rystycznej dla podejscia subiektywnego — zamiast od przyczyn, wychodzimy od
skutkow. Tym samym, nauka jako wytwor czlowieka, ma warto$¢ sama w so-
bie, jest istotnie autonomicznym $wiatem. Elementy tego swiata nie muszg by¢
rozumiane czy uswiadamiane przez cztowieka, aby istnie¢. Swiat ten oddziatuje
na czlowieka i zmienia go, zmusza do zajgcia stanowiska wobec swoistych
probleméw i wprowadzania do tego $§wiata nowych wynalazkow i konstrukcji.

Sytuacja graniczna Poppera, to doswiadczenie nauki jako rzeczywisto-
$ci autonomicznej i obiektywnej przekraczajacej mozliwosci czlowieka, a jed-
nak bedacej jego wytworem. Czlowiek moze wprowadza¢ do $wiata nauki
swoje idee, lecz nie moze zakloci¢ jego racjonalnosci i obiektywnosci. To ten
Swiat wiedzy obiektywnej oddzialywuje na czlowieka i zmienia jego istote
sprawiajac, ze staje si¢ on jednostkaracjonalngi w konsekwencji jakby bardziej
realna, pelniej istniejaca. To jest wiasnie fakt filozoficzny bgdacy owocem sytu-
acji pierwotnej doswiadczonej przez Poppera.
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10. Koncepcja prawdy Heideggera

Dla Heideggera na klasycznym poje¢ciu prawdy wspiera si¢ rozumienie
bytu i byciall. To wlasnie Arystoteles zwrdcit uwage na to, ze miejscem prawdy
jest wypowiedz, a jej istota polega na zgodnos$ci sadu z jego przedmiotem.
Wszelkie wyobrazenia uzyskuja status prawdziwych poprzez dopasowywanie si¢
do rzeczy. Co jednak ta relacja (stosunek) migdzy tym, co jest w umysle, a tym,
co jest w rzeczywistosci, zaktada? Co to jest w ogole zgodnos¢ (adaequatio) inte-
lektu i rzeczy (intellectus et rei)? Ze wzgledu na co zgadzaja si¢ intellectus i res.
Nie moze to by¢ rownos¢, gdyz mamy tu do czynienia z zasadniczo odmiennymi
bytami. Stosunek podobienstwa wydaje si¢ zndw zbyt staby — przeciez poznanie
winno oddawac¢ rzecz takajakajest, a nie tylko w pewnej analogii czy przyblize-
niu.

W celu zrozumienia tej kwestii trzeba wejs¢ w kontekst bycia calosci
tego stosunku, w ktorym mamy do czynienia ze zwiazkiem mi¢dzy idealna
tre$cig sadu a realng rzecza, do ktorej ten sad si¢ odnosi. Czy jest mozliwe uje-
cie ontologiczne tak odmiennych sposoboéw bytowania - bytu idealnego oraz
realnie istniejacej rzeczy — w jedna catosc?

W celu uchwyceniu ontologicznego sensu adaequatio nalezy rozjasnié
sposob bycia samego poznawania, a wigc w konsekwencji ma zosta¢ uchwyco-
ny fenomen prawdy jako pelnej charakteryzacji poznania. Wypowiadanie jest
byciem ku samej bytujacej rzeczy. To sam byt zostaje w wypowiedzi prawdzi-
wej domniemany, ukazany i odkryty. | sam byt wystarczy, aby w pelni okresli¢
to odniesienie, to on sam pokazuje si¢ tak jak w sobie samym jest, ,,zgadza si¢”
na to, ze jest taki jak ukazala go wypowiedz. W problemie prawdy chodzi o to,
ze byt odstania si¢, pokazuje si¢ w swej tozsamos$ci. Prawdziwa wypowiedz jest
dowodem na to, ze bycie bytu moze by¢ byciem-odkrytym. Prawdziwa wypo-
wiedz odkrywa byt sam w sobie, a nie chodzi w niej o wykazanie zgodnos$ci
czegos psychicznego z czyms$ fizycznym. Bycie prawdziwym oznacza to samo,
co bycie odkrywczym, jest odkryto$cig bytu.

Wypowiadanie sadu, ktéry niesie w sobie prawdziwos$¢, wigze si¢ z od-
powiedzialno$cig za byt. WypowiedZz prawdziwa odkrywa byt, wydobywa
z niego prawde, nieomal wyrywaja z niego — a byt on przeciez pierwotnie za-
kryty, bo nie dopuszczatl zadnej relacji z wyobrazeniami umystu. Otwarto$¢
i skryto$¢ bytu sg wiec w réwnej mierze obecne na poczatku procesu po-
znawczego. Wypowiedz nie moze by¢ wigc miejscem prawdy — wypowiedz jest
»bezsilna", jesli sam byt nie pojawi si¢ w swej otwartosci. To pierwotna prawda
bytu jest miejscem wypowiedzi i warunkiem jej prawdziwosci. Jednak to pod-
miot poznajacy (Dasein) odkrywa prawde, prawda jest sposobem bycia Dasein.
A wigc prawda istnieje o tyle, o ile istnieje Dasein, bo tylko wtedy majg sens
takie pojegcia jak otwartos¢ czy odkryto$¢. To zrelatywizowanie prawdy do by-
cia Dasein nie subiektywizuje prawdy, gdyz odkrywanie prawdy bycia jest po-
stawieniem wobec samego bytu, ktory ukazuje si¢ taki jaki jest i nie dopuszcza
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dowolnos$ci uznania przez podmiot — Dasein moze prawde¢ zniszczy¢, ale nie
jest w stanie jej zmieni¢, wymyslic.

Sytuacja pierwotna filozofii Heideggera, to stanigcie wobec problemu
wzajemnej relacji miedzy prawda i wypowiedzig oraz dostrzezenie trudnosci
zwiazanych z opisem tej relacji. | z tych refleksji wytania si¢ nastgpujacy fakt
filozoficzny: prawda, jako odkrytos¢ bytu, bedaca zarazem sposobem bycia
Dasein, jest miejscem wypowiedzi. Zadna wypowiedZ nie moze ,,pomiesci¢”
prawdy (wypowiedz nie jest miejscem prawdy), gdyz wypowiadanie prawdzi-
wego sadu jest stanigciem wobec samego bytu, ktory odstania si¢ i ukazuje si¢
taki jaki jest w swej tozsamos$ci. Odrzucajac otwarto$é, Dasein odrzuca mozli-
wos$¢ wypowiedzenia prawdziwego sadu.

11. Fakty filozoficzne i absolut poznawczy

Opisane powyzej sytuacje pierwotne tworzgjuz znaczacy Swiat faktow fi-
lozoficznych mogacych stanowi¢ podstawe filozoficzng i wilasciwy klimat dal-
szych analiz. Kazdy z nich wskazuje na zwiazany z nim, i charakterystyczny dla
niego, absolut poznawczy. Poniewaz dzigki niemu rozpoczyna si¢ proces pozna-
wania oraz mozliwa jest wszelka wiedza, dzieje nauki sg historiag rozbudowy
i ewolucji absolutu poznawczego. Pehiejsze zrozumienie jego dzialania jest moz-
liwe w momencie ukazania jak przy jego pomocy rodza si¢ nowe pojecia, struktu-
ry, teorie. Dlatego w tym paragrafie rozpoczniemy od zarysowania absolutu po-
znawczego zwigzanego z Sokratejskim faktem filozoficznym. Przy okazji analiz
historycznych, przedstawionych w dalszej czg$ci pracy, bedzie mozliwe pokazanie
kolejnych absolutéw poznawczych oraz wskazanie ich roli i miejsca w strukturze
nauki. Dopiero w interakcji z rozwijajacymi si¢ naukami absoluty poznawcze
ukazuja swoja wartos¢ i istote. W tym miejscu mozna tylko powiedzie¢, ze nauka
rozwijajac si¢, staje si¢ coraz bardziej abstrakcyjna i pozornie oddala si¢ od rze-
czywistosci — absolut poznawczy zastgpuje ten pierwotny, naturalny kontakt, jest
pomostem mi¢dzy realnoscia i racjonalnoscia, migdzy tym, co obiektywne, a tym,
co subiektywne i w koncu migdzy tym, co zewngtrzne, a tym, co wewnetrzne.

Nastegpujace fakty filozoficzne beda stanowily wiec punkty odniesienia
i filozoficzny aparat wyjasniajacy dla analizowanych przeze mnie faktéw histo-
rycznych.

FF1. Odstonigcie racjonalnej struktury bytu poprzez demaskowaniefat-
szywych mnieman i pozorow wiedzy. Dzieje si¢ to przy pomocy metody oczysz-
czania i rodzenia pojec.

FF2. Wiedza przyblizajgca do prawdy ma strukture cyrkularng, a nie
liniowg. Prawda danajestjuz na poczqtku, lecz umyst ludzki niejest w stanie
od razu ujrzeéjej w petnym swietle.
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FF3. Tylko poprzez wejscie w bezposredniq relacje z rzeczywistoscig
mysl uzyskuje podstawq swojego istnienia oraz ostateczny argument za Swoimi
mozliwosciami i silami poznawczymi —jest to prawdajako bezposrednia relacja
Stycznosci z rzeczami.

FF4. W celu uwolnienia siqg od sprzecznosci przy poznawaniu rzeczywi-
stosci, nalezy postugiwac sig ,,minimalnymi” symbolami tzn. takimi, ktore sqjuz
abstrakcyjne, lecz zachowujq zarazem minimum tresci zwigzanej z opisywang

rzeczywistoscig. Pojqcia matematyczne sq przykladem takich minimalnych sym-
boli.

FFS5. Odnalezienie w sobie przez cogito idei nieskonczonego i w petni
doskonatego bytu, rzeczywiscie istniejgcego poza cogito. Samo cogito staje siq
podstawgq i ,,generatorem’ obiektywnej wiedzy o realnie istniejgcym swiecie.

FF6. Poniewaz w czlowieku spotykajq sig dwie nieskonczonosci: giqbi
oraz calosci, wigc pojgciom, ktore sq catkowicie przejrzyste dla umystu mozna
przypisa¢ pewne symbole i poprzez formalne operacje na nich dojs¢ do petnej
wiedzy o Swiecie.

FF7. KoniecznoS¢ uzupetnienia zbioru przedmiotow doswiadczenia
o idee bgdgce wylgcznie wytworem czystego rozumu, w celu uniknigcia sprzecz-
nosci. Te idee sq dane w bezposredniej i pelnej apercepcji.

FF8. Swiat wiedzy obiektywnej i autonomicznej oddziatuje na cztowieka
i zmieniajego istotq — staje siq onjednostkq racjonalng i w petni istniejgcq.

FF9. Wypowiedz prawdziwajest efektem wypowiadaniajako bycia ku
samej bytujgcej rzeczy. To bycie wypowiadania jest odkrywaniem i ukazywa-
niem tego bytu, ku ktoremu wypowiadaniejest skierowane. Byt ten pokazuje sig
w tozsamosci i w petnej realnosci, gdyzprawdajest odkrytoscig bytu.

Przyjrzyjmy si¢ teraz, na przykladzie Sokratejskiego faktu filozoficzne-
go, czym jest, zwigzany z faktem filozoficznym, absolut poznawczy.

Kiedy Sokrates analizuje stowa wyroczni, to zauwaza, ze jest w posiada-
niu ,,czego$”, co sprawia, ze moze przechodzi¢ od mysli do rzeczywistosci i na
odwrot. Sokrates dostrzega brak wiedzy na okreslone tematy u swoich rozmow-
cow ijest w stanie to udowodni¢. Dowodzi tym samym, Ze posiada umiejetnosé
wykazywania falszu i pozornej wiedzy. Rozméwcy Sokratesa nie byli w stanie
zrobic¢ tego samego. Dlaczego?

Gdyz w Sokratesie istniata zgodno$¢ migdzy stanem faktycznym a my-
$leniem o tym stanie — nie posiadal wiedzy na pewne tematy, lecz réwniez nie
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myslat, Zze jg posiada. Natomiast jego rozmowcy mysleli, ze posiadajag pewna
wiedza, ajej nie mieli.

Wykazal Sokrates w konsekwencji, ze w pewnych sytuacjach mozliwe
jest uzyskanie zgodno$ci mi¢dzy myslg a rzeczywistosciag. Sposéb prowadzenia
rozmowy pokazal, co jest odpowiedzialne za mozliwo$¢ uzyskania tej zgodno-
$ci. Rozmowa nie konczyla si¢ jedynie wykazaniem niewiedzy rozmowcy, lecz
wigzala si¢ z uzyskaniem rozumienia poj¢c takich jak madro$¢, dobro, sprawie-
dliwos¢ itp. Te pojecia byly uchwyceniem i utrwaleniem tego, co najwazniejsze
w rzeczywistosci. Miala racj¢ wyrocznia moéwiac, ze Sokrates jest najmadrzej-
szy, ze ma co$, czego inni ludzie nie maja - to ,,co$” bylo odpowiedzialne za
zgodnos¢ mysli z rzeczywistoscia, za utrwalanie istoty rzeczywistosci w poje-
ciach, byl to wlasnie absolut poznawczy bedacy zrodtem i poczatkiem wiedzy.

Absolut poznawczy odkryty przez Sokratesa chyba najpetniej jest wyko-
rzystywany w matematyce. To wlasnie refleksja filozoficzna wylaniajaca si¢
z obszaru matematyki podjeta najbardziej fundamentalne zagadnienia teoriopo-
znawcze i ontologiczne. Rozstrzygnigcia dokonywane w matematyce miaty zna-
czacy wplyw na kierunek i rodzaj rozpatrywanych zagadnien w filozofii. Juz na
poczatku rozwoju mysli europejskiej wielu filozofow doszto do wniosku, zZe
prawdy matematyki maja najwyzszy stopien pewnosci sposroéd wszystkich prawd
odkrywanych przez cztowieka. Wylonil si¢ zasadniczy problem sprzecznosci
miedzy jasnos$cig i jednoznaczno$cig prawd matematyki a charakterem rzeczywi-
stosci, do ktorej te prawdy si¢ odnosza. Prézne sg poszukiwania w Swiecie ludz-
kiego doswiadczenia bytow odpowiadajacych wprost tym opisywanym przez
matematyke. Przyjmujemy jako oczywista w matematyce prawde, ze dwa roézne
punkty wyznaczaja dokladnie jedna lini¢ prosta; jednak nigdzie w rzeczywistosci
nie mozemy odnalez¢ realizacji tej prawdyll. Jak pogodzi¢ t¢ sprzeczno$¢ -
sprzecznos¢ miedzy skutecznoscia matematyki a brakiem tych struktur w obsza-
rach rzeczywistosci zmystowe;j?

Juz wielkie systemy i koncepcje starozytnej filozofii probowaly ten dy-
lemat rozwigza¢. W przypadku filozoficznych refleksji pitagorejczykow i Pla-
tona, te proby zaowocowaly stworzeniem idei matematyki jako nauki uniwer-
salnejl? (mathesis universalis). Miata by¢ ona zrodtem wszelkiej prawdziwej
wiedzy i podstawa innych nauk - tylko matematyka wyznaczata zakres oraz
tre$¢ tego, co realne i rzeczywiste. Opozycyjna wobec takiego rozumienia ma-
tematyki byta koncepcja Arystotelesa, ktory poprzez podzial kompetencji i za-
dan poszczegdlnych nauk rozwigzywat problem ukazanej wcze$niej sprzeczno-
$ci. Nawiazaniem do idei mathesis universalis byla metoda opracowana przez
Archimedesa. Roéznila si¢ ona jednak od koncepcji zaréwno pitagorejczykow
jak i platonczykow, i w sposob kompetentny przeciwstawiala si¢ ,,podzialowi
rol” zaproponowanemu przez Arystotelesa.
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12. Miejsce matematyki w strukturze wiedzy u Arystotelesa

Wielkie systemy filozoficzne starozytnej Grecji, jako jedno ze swoich
gtownych zadan, podjely si¢ analizy znaczenie matematyki dla catego systemu
wiedzy. Przewaznie efektem tych badan bylo uznanie fundamentalnej roli ma-
tematyki, bez ktorej zadna prawdziwa wiedza nie jest mozliwa. Jak zauwazyli
A. Koyre i O. Pedersenl3, w matematyce greckiej mozna wyrdzni¢ cztery nurty.
Rozroznienie migdzy nimi opiera si¢ na innym rozumieniu istoty matematyki,
jej metod badawczych oraz miejsca w strukturze wiedzy. Sg to nurty: pitagorej-
ski, platonski, arystotelesowski i archimedejski. Brak jestjednak u tych history-
kow nauki wyraznego rozréznienia mi¢dzy nurtem pitagorejskim a platonskim
- to rozréznienie jest istotne dla analiz zawartych w tej pracy. Mysle, ze kon-
cepcja Arystotelesa zasadniczo odrdznia si¢ od pozostatych i nie pozwala trak-
towa¢ matematyki jako nauki uniwersalnej majacej swoj udzial w kazdym ob-
szarze rzeczywisto$ci. Pozostale natomiast nurty t¢ uniwersalng rol¢ matematy-
ki widziaty i promowaty.

Miejsce i rola matematyki w strukturze wiedzy wigzaly si¢ u Arystotelesa
z wprowadzong przez niego klasyfikacja naukld. Podzielil on nauki na teoretycz-
ne, praktyczne i wytworcze. Matematyka znalazta si¢ wsrod nauk teoretycznych
obejmujacych, poza nia, fizyke i metafizyke. Wszystkie nauki teoretyczne zajmu-
jasie¢ tym, co nie moze by¢ inne nizjest. Do zakresu badan matematyki nie nalezg
zadne przedmioty same w sobie, lecz jedynie przedmioty ze wzgledu na liczbe
i ksztatt. Matematyka jest nauka o ilosci i formach geometrycznych. To, co bada
(czyli liczba i formy geometryczne) jest Scisle zwiazane z materia, w ktorej tkwi,
chociaz jest nieruchome. To odroznia jg zjednej strony od fizyki, ktora zajmuje
si¢ przedmiotami materialnymi zdolnymi do ruchu, a z drugiej strony od metafi-
zyki, ktorej przedmioty badan sa nieruchome i catkowicie oddzielone od materii —
jest umieszczona pomigdzy fizyka i metafizyka, jesli chodzi o zakres badan.

W ramach przeprowadzonej przez Arystotelesa klasyfikacji mozna trak-
towa¢ mateinatyke jako tacznik migedzy wiedza maksymalnie ogdlna dotyczaca
bytu jako bytu, a wiedza dotyczacg konkretnych przedmiotéw $wiata materialne-
go. W zadnym przypadku nie mozna traktowaé tworow matematycznych jako
istniejacych oddzielnie (niezaleznie od cial zmystowych). ,,Gdyby bowiem obok
cial zmyslowych istnialy inne ciata stale oddzielne od nich i wczesniejsze, to
oczywiscie musiatyby istnie¢ takze inne i oddzielne powierzchnie, punkty i linie,
bo wymaga tego konsekwencja. Gdyby za$ istnialy, to znowu obok powierzchni,
linii i punktéw matematycznych ciat statych, musiatyby istnie¢ inne, oddzielne.
(...) To nagromadzenie staje si¢ jednak absurdalne; powstaje bowiem rodzaj ciat
statych poza ciatami zmystowymi, mianowicie powierzchnie istniejace niezalez-
nie od zmystowych, powierzchnie bryt geometrycznych i powierzchnie samoistne
poza powierzchniami tych ciatl statych. Nastepnie cztery rodzaje linii i pig¢ ro-
dzajow punktéw. Ktérymi z nich ma zajmowac si¢ matematyka?” >,
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Twory matematyczne majg rOwniez walor abstrakcyjnego istnienia. Maja
zwiazek z rzeczami zmystowymi, podczas analiz sgjednak traktowane jako od-
dzielone od nich. Badania matematyczne polegaja na analizie atrybutéw obiektow
matematycznych jako takich, bez odnoszenia ich do przedmiotow zmystowych.
Jesli nawet takie odniesienie si¢ pojawia, to ma ono wylacznie charakter teorety-
czny. ,,Kazde zagadnienie mozna najlepiej zbada¢ w ten sposob, jezeli to, co nie-
odlaczalne, przyjmie si¢ jako odlaczalne, tak jak to czyni arytmetyk i geometra.
Na przyktad, cztowiek jako czlowiek jest rzeczajedna i niepodzielng; arytmetyk
Przyjatjakas niepodzielngjednos¢ i bada nastepnie, czy jakie$s cechy przystuguja
cztowiekowi jako jednos$ci niepodzielnej. Natomiast geometra bada go nie jako
cztowieka ani jako jedno$¢ niepodzielna, leczjako cialo przestrzenne. Bo wiasci-
wosci, ktére by mu mogly przyslugiwaé, nawet gdyby przypadkiem nie byt jed-
nos$cig niepodzielng, moglyby mu oczywiscie przystugiwac, niezaleznie od tych
atrybutow. Geometrzy zatem twierdzg stusznie; mowia bowiem o rzeczach istnie-
jacych i przedmioty ich badan istnieja; byt istnieje bowiem w dwoch postaciach:
byt w rzeczywistosci (jako entelechia) ijako materialny (tzn. potencjalnie)”’l6.

Nauki matematyczne moéwia w konsekwencji wiele o takich ogélnych
i abstrakcyjnych pojeciach jak dobro czy pigkno. ,,Gléwnymi formami pigkna
jest porzadek, symetria i wyrazistos¢, czym odznaczaja si¢ szczeg6lnie nauki
matematyczne™ 1.

Mimo tak silnego zwigzku zar6wno z rzeczami zmystowymi jak i poje-
ciami ogdlnymi bedacymi najpelniejszymi atrybutami bytu, badania matematy-
czne nie sg podstawa badan fizyki czy metafizyki. Wszystkie te badania odbywaja
si¢ niezaleznie od siebie postugujac si¢ wilasnymi, specyficznymi metodami.
Poniewaz ustalenie zakresu badan poszczegélnych nauk oparte jest na sztywnym
podziale bytu na rézne kategorie (ruchome i nieruchome, oddzielone i nieoddzie-
lone), wigc niemozliwe staje si¢ ich wzajemne pelniejsze przenikanie.

Duzo wigksza range posiada matematyka w pozostalych nurtach: pita-
gorejskim, platonskim i archimedejskim.

13. Platonska koncepcja matematyki jako nauki uniwersalnej

Wszystkie rzeczy istnieja poprzez uczestniczenie w niezmiennych ide-
ach. Matematyka jest czym$ posrednim migdzy $wiatem Idei a $wiatem zmy-
stowym - jej przedmioty sg wieczne i niezmienne, jednak w odrdéznieniu od
Idei, ktore charakteryzuja si¢ jednoscig (Idea jest zawsze jedna), moga wyste-
powa¢ w wielu podobnych egzemplarzach. Zasadami idei sg ,,Duze” (To 1eya)
i ,,Mate” (to mkpoy) oraz ,, Jedno$¢” (to cv) okreslajaca ich istote. Poprzez
uczestniczenie w Jednos$ci idei z Duzego i Malego powstaja liczbyl8. Dla Plato-
na liczby istnieja niezaleznie od $wiata zmyslowego, w odréznieniu od pitago-
rejczykow, dla ktorych byly elementami tego §wiata. Ponadto elementem kon-
stytutywnym (materia czy substratem) liczb i pierwsza ich zasada byla nie jed-
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no$¢, lecz Dyada (nicokres$lone 2). Pewne przeciwstawne sobie zasady nie majg
przyczyny w jednosci, jak u pitagorejczykéw, lecz kazda z nich ma osobna
przyczyneg. Metody matematyki maja za zadanie laczy¢ te przeciwstawne zasa-
dy w jedno.

Na przyktadzie opisu konstrukcji swiata przedstawionego przez Platona
zobaczymy jak dziala ta metoda. Opis ten rozpoczyna si¢ od podania trzech
fundamentalnych zatozen:

1. Istnieje co$, co zawsze trwa, niezmienne i identyczne, i nie zna naro-
dzin. Tylko intelekt moze t¢ rzecz poja¢ za pomocg rozumowania.

2. ,,Istnieje" co$, co ciagle si¢ rodzi i nigdy nie istnieje realnie. Ta rzecz
jest wylacznie przedmiotem mniemania osigganego przy pomocy poznania
zmystowego.

3. Wszystko co si¢ rodzi, rodzi si¢ z konieczno$ci pod wpltywem jakiej$
przyczyny.

Przyczyna powstania §wiata jest dobro¢ jego budowniczego — Demiur-
ga, ktory pragnat, aby wszystko miato udziat w doskonatosci, harmonii ijedno-
$ci. | dlatego konstruuje $wiat z bezksztattnej i nieokre$lonej materii (a wigc z
tego, co ciagle si¢ rodzi i nie istnieje realnie), majac za wzor istniejacy od-
wiecznie i samoistnie $wiat idei (a wigc to, co jest niezmienne i doskonale).
Przede wszystkim wykorzystal calkowicie dostgpny mu material, a tym samym
sprawit, ze $wiat jako calo§¢ nie podlega zadnej ,,tworcze]" zmianie (bo
wszystko, w co moglby si¢ zmieni¢, zostalo wykorzystane), jest wigc rzeczywi-
$cie kopig Swiata idei.

Ponadto, silg taczaca elementy uzyte do konstrukcji stala si¢ proporcja
matematyczna. W ramach tego pojecia, jak pokazatem w poprzednim rozdziale
(paragraf 6), pojawila si¢ teoria Eudoksosa, przywracajaca jednos¢, rozdartej
przez odkrycie odcinkoéw niewspotmiernych, matematyce. Tylko dzigki meto-
dom matematyki mozliwa jest, wedlug Platona, pelna jednos¢ migdzy, z natury
odrgbnymi, rzeczami.

Swiat charakteryzujg wigc dwie podstawowe cechy:

1. Zupetos$¢ — wszystko co istnieje, w jaki§ sposob znajduje si¢ w swiecie.
2. Matematyczno$¢ - tylko idee matematyczne pozwalaja osiggnaé prawdziwg
jednos¢ tworzonych struktur.

Ponadto, istnieja dwa rodzaje procesoéw, ktérym podlega §wiat jako ca-
tosé¢:

1.,.Swiat dostarcza sobie pokarmu za pomoca destrukcji samego siebie”l9. To

znaczy, ze energia potrzebna do funkcjonowania $wiata jest uzyskiwana kosz-
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tem pierwotnego porzadku i harmonii. Mowigc wspotczesnym jezykiem, entro-
pia $wiata wzrasta wraz z kazda ,,czynno$cig wykonang przez $wiat”. Potrzebny
jest trzeci element §wiata, jakim sg struktury matematyczne, aby przywracaé
jednos¢ i harmonig.

2. Swiat ma ksztatt kuli i obraca si¢ jednostajnie bez przemieszczania si¢. Do-
ktadniej wyjasnia t¢ kwesti¢ nastgpujaca metafora Platona: ,,A poniewaz do
tego obrotu $wiat nie potrzebowal wcale ndg, Boég sprawil, ze si¢ urodzit bez
nog i stop”20. Znaczy to, ze $wiat nie przemieszcza si¢ w zadnej przestrzeni -
sam wyczerpuje soba cata mozliwg przestrzen. Spojrzenie na §wiat z zewnatrz,
a wiec budowa jego catosciowej teorii, jest mozliwa znoéow tylko poprzez ten
trzeci element - struktury matematyczne.

Wroé¢my do przedstawionego w paragrafie 6 rozdziatu 2 opisu kon-
strukcji duszy $wiata. Ta konstrukcja, jak pamigtamy, sktada si¢ z dwoch eta-
pow. W pierwszym, Demiurg tworzy narzedzie umozliwiajace potaczenie idei
z materia. To narzgdzie, to nowy rodzaj bytu, ktory powstaje za pomocg ,,mie-
szania” idei i materii — uczestniczy wigc w ich naturze. Czym jest ta mieszani-
na? Jest to byt, ktoéry faczy inne byty w sposob formalny — zasada jednosci jest
zewnetrzna wobec istoty tych taczonych bytéw. [ dopiero w drugim etapie,
majac w swoim rgku ten nowy byt, laczy Demiurg przemoca razem ze soba te
trzy substancje. Tym samym tworzy jednos¢ tego, co niezmienne i wieczne
z tym, co ciggle rodzi si¢ i ulega rozpadowi.

Dlaczego Demiurg nie polaczyt wprost ,,gwaltem” idei z materiag? Wi-
docznie zadng silg nie dato si¢ tego osiagnaé bez tej dodatkowej trzeciej sub-
stancji? Ta nowa substancja faczy w sposoéb ,,formalny” wlasnosci obu wcze-
$niejszych substancji — ,jest podzielona i zjednoczona wedlug proporcji, poru-
sza sama siebie wokol siebie samej’2l. Mozemy wigc, przy pomocy formalnych,
matematycznych operacji, zyska¢ jedno$¢ z natury przeciwstawnych sobie by-
tow 1, jak wynika z rozwazan Platona, tylko metoda ,,matematyczna” daje moz-
liwos¢ uzyskania tej jedno$ci. A poniewaz te jednosé, jak pisze Platon, mozna
uzyska¢ dopiero przemoca, wigc nie wynika ona z istoty taczonych substancji,
lecz jest efektem zewngtrznego dziatania (procesu). Teoria Eudoksosa (rozdziat
2, paragraf 3) pokazuje jak, przy pomocy matematycznych metod, mozna uka-
za¢ jedno$¢ miedzy dyskretna strukturg liczb naturalnych a wielko$ciami geo-
metrycznymi, charakteryzujacymi si¢ ciagtoscia.

Rowniez w definicjach Euklidesa kolejnych podstawowych figur geo-
metrycznych widocznajest ta idea. W Ksiedze | (oraz w XI) czytamy:

. Punktem jest to, co nie ma czg¢sci.

. Liniajest dtugo$¢ bez szerokosci.

. Krancem linii sg punkty.

. Powierzchnigjest to, co ma tylko dlugos¢ i szerokosé.
. Krancami powierzchni sa linie.

[, T NS T \ S,
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6. Brylajest to, co ma dlugosé, szerokos¢ i glebokos¢.
7. Krancem bryly jest powierzchnia.

Wszystkie te figury geometryczne, rozpatrywane osobno, charakteryzuja
si¢ jakim$ brakiem czy niepetnosciag. Nawet bryla, ktéra posiada wszystkie trzy
wymiary musi by¢ okreslona przez innego rodzaju byt jakim jest powierzchnia,
aby dato si¢ uchwyci¢ jej sens geometryczny. Trzeba wigc budowac teorig, ktora
polaczy te byty istotnie réznigce si¢ od siebie — jest to wzajemne wykorzystanie
cech poszczegdlnych obiektow geometrycznych w celu ich uniesprzecznienia
(wtedy dopiero mozliwe stanie si¢ uchwycenie i zrozumienie rozciagloscill).
Dopiero budowana geometria (konstruowane aksjomaty, dowodzone twierdzenia)
pokaza mozliwos¢ wspolnego ujecia dyskretnych punktow i charakteryzujacych
si¢ réznym stopniem rozciaglosci linii, powierzchni i bryt.

W Topikach Arystoteles)3 krytykuje ten ,,negatywny sposob” rozumie-
nia rozciagtosci. Uwaza, ze istotne jest posiadanie przez poszczegdlne byty
réznego rodzaju rozciaglosci: linia jest rozciagla tylko na jeden sposob, plasz-
czyzna na dwa, a bryla realizuje trzy sposoby rozcigglosci. Poprzez wprowa-
dzenie trzech rodzajow rozcigglosci unika operowania pojeciem ,,braku” - jed-
nak w przypadku metody platonskiej budowy wiedzy ten ,.brak” wymusza
uwzglednienie innych bytow, innych obszarow rzeczywistosci, w celu rozwoju
niesprzecznej i pelnej teorii. U Euklidesa mamy bowiem jedna rozciagltos¢ (a
nie kilka jak u Arystotelesa) realizowang w réoznym stopniu w przypadku roz-
nych bytow.

14. Pitagorejska koncepcja matematyki jako nauki uniwersalnej

Swiat, wedlug pitagorejczykéw, jest przepehiony strukturami matema-
tycznymi. a wlasciwie wszystkie jego elementy i struktury odpowiadaja pewnym
obiektom matematycznym. Miedzy §wiatem a matematyka istnieje $cisty izomor-
fizm. Substratem i przyczyna wszystkich rzeczy jestjednos¢. Te elementy $wiata,
ktore cechuja si¢ jednoscig i harmonia, nalezy wydoby¢ i przypisa¢ im odpowia-
dajagce im struktury matematyczne24. Metoda stosowana przez pitagorejczykow w
matematyce prowadzita do rozbicia tej pierwotnej jednosci na dwa przeciwstawne
byty. W miar¢ rozwoju matematyki liczba przeciwstawnych bytow zwigksza sig¢
i nie jest sprawg matematyki dazenie do przywracania jednosci. Ta jednos¢ jest
dana na poczatku i mozna jg dostrzec poprzez bezposredni oglad i analize rze-
czywistosci.

Charakterystycznym przyktadem pochodzacym ze szkoly pitagorejskiej
jest ztoty podzial odcinka. Wyraza si¢ on nast¢pujacg proporcja: stosunek diu-
gosci odcinka do dlugosci czesci wigkszej podziatu jest rowny stosunkowi diu-
gosci czegSci wigkszej do mniejszej. Zgodnie z metoda pitagorejska, temu po-
dzialowi muszg odpowiada¢ w przyrodzie pewne obiekty. Odnajdywanie reali-
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zacji tego podziatu w przyrodzie stanowi potwierdzenie stlusznosci tej metody —
jest to patrzenie na $wiat poprzez harmoni¢ wystepujacg migdzy liczbami. Jesli
pewna liczba ma szczegolnie ciekawe wilasnosci, a jaki$ stosunek liczbowy
cechuje si¢ pigknem i harmonia, to woéwczas ta liczba czy ten stosunek ujmuje
istote jakiego$ obiektu ze $wiata zmystowego.

Zawarto$¢ rzeczywistosci pokrywa si¢ dokladnie, w metodzie pitagore;j-
czykow, z zawarto$cig arytmetyki jako nauki o liczbach i proporcjach migdzy
nimi. Dlatego nie moze istnie¢ zadne zjawisko (czy struktura), ktéremu nie dato-
by si¢ przypisac jakiegos stosunku liczbowego. | tak, pojawienie si¢ w geometrii
odcinkéw niewymiernych (a wi¢ec nie dajacych si¢ wyrazi¢ przy pomocy propor-
cji liczbowych) uderzato, zgodnie z metoda pitagorejska, w sens uprawiania
geometrii chyba, ze przyjmie si¢, iz podstawa matematyki, a wigc i calej rzeczy-
wistosci, jest nie arytmetyka, lecz np. geometria. Zauwazmy, ze wlasnie tg droga
poszli pdzniej pitagorejczycy oraz inni matematycy greccy budujac arytmetyke
geometryczng (a nie jak wcze$niej geometri¢ arytmetyczng)25. Co ciekawsze,
Pozniejsi pitagorejczycy odeszli rowniez od swojego pierwotnie budowanego
monizmu i przyjeli, ze istnieja dwie podstawowe zasady: Jedno oraz Nieokreslo-
na Dyada, ktére wytwarzajg wszystkie liczby?26.

Co ponadto wynika z zalozenia, ze zasady matematyki sg zasadami
wszystkich rzeczy? Poniewaz wérdd zasad matematyki najwazniejsze sg zasady
dotyczace liczb i ich wlasnosci, wigc wszystkie rzeczy sg wzorowane na liczbach,
co wigcej, elementy liczb sg elementami wszystkich rzeczy, wszystko co istnieje
jest harmonig i liczba. System liczb tworzy zamknigta, spdjng catos$é i jesli po-
znawana rzeczywisto$¢ wydaje si¢ posiada¢ pewne braki, to nalezy system $wiata
uzupehi¢ zgodnie z harmonig i zasadami obowigzujagcymi wsrdd liczb. Postrze-
gana niedoskonalo$¢ §wiata jest efektem nie dostrzegania w nim struktur mate-
matycznych. Przeciez liczby sa tworzywem $wiata oraz przystuguja rzeczom
zmystowym jako wlasnosci, sg wigc wystarczajace do tego, aby $wiat skonstru-
owac jak i do tego, aby istniejacy $wiat pozna¢ i wyjasni¢ oraz usprawiedliwic
jego istnienie.

Podstawowymi elementami rzeczy sa parzysto$¢ i nieparzystos$¢ tzn.
W oparciu o te elementy mozemy zrozumie¢ czym jest liczba oraz zobaczy¢ jak
Pojecie liczby wyjasnia znaczenie innych poj¢¢. Na przyklad rozumienie pojecia
ograniczony pojawia si¢ w procesie potowienia liczby nieparzystej,
a w przypadku polowienia liczby parzystej otrzymujemy rozumienie poj¢cia nie-
ograniczony. Kazda liczba wywodzi si¢ z jednosci, stad liczba | jest zarazem
Parzysta jak i nieparzysta. Jedno$¢ zawiera w sobie przeciwstawne sobie pary
Poje¢, jak wspomniane ograniczone i nieograniczone, parzyste i nieparzyste, po-
nadto: kwadratowe i podtuzne, jedno$¢ i wielo$¢, prawe i lewe, meskie i zenskie,
spoczywajace i poruszajace si¢, proste i krzywe, jasne i ciemne, dobre i zte. Po-

szczegblne elementy tych par odpowiadajg sobie wzajemnie — na przyktad to, co
nieparzyste, odpowiada temu, co kwadratowe, bo 1+3+ ... + (2n - 1) = n2, nato-

miast to, co parzyste temu, co podtuzne, bo 2 + 4 + ... + 2n = n(n + 1)27. Jednos¢
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byta dla pitagorejczykow substancja, o ktorej sg orzekane rozne wlasnosci, a wia-
Sciwie wszystkie.

Wazne dla pitagorejczykow byto pokazanie jak przy pomocy liczb mo-
zna otrzymac¢ podstawowe figury geometryczne takie jak punkt, linia, ptaszczy-
zna i bryta. Liczba | odpowiadata punktowi, 2 linii, 3 trojkatowi, natomiast 4
czworoscianowi. Poniewaz z liczby jeden sg tworzone liczby pozostate, wigc
rowniez z punktow sa utworzone linie, trojkaty i czworos$ciany. Pierwszym ro-
dzajem (i zasada) wielkos$ci jest zatem punkt, drugim jest linia, trzecim po-
wierzchnia a czwartym bryla. Obserwujemy ciagly wzrost wielko$ci geometry-
cznej przy przechodzeniu od punktu do linii, od linii do powierzchni i w koncu
od powierzchni do bryly. Czym jest wobec tego wielko$¢ geometryczna? Co
decyduje o réznorodnosci wielko$ci geometrycznych? Kluczowe jest to, ze
punkt jest taka wielkos$cia, ktora jest w stanie ograniczy¢ linie, linia znéw ogra-
nicza powierzchni¢, a powierzchnia bryte. Istnieje wigc mozliwos¢ przejscia
pomiedzy poszczegdlnymi wielkosciami mimo, ze te wielkosci sa catkowicie
rézne. Mozna wregcz okresli¢ kolejne wielkosci przy pomocy tych mniejszych:
linig nazywamy taka figure, ktéra mozna ograniczy¢ przy pomocy punktu, po-
wierzchni¢ przy pomocy linii, a bryl¢ przy pomocy powierzchni. W konse-
kwencji wszystko powstaje zjednosci i przez nigjest okreslone28.

Przejscie migdzy punktem a linig, to przej$cie miedzy dyskretnoscig
a continuum, kolejne etapy to ,,zwigkszanie rozciaglosci” cial az dochodzimy do
figury przestrzennej posiadajacej maksymalng rozciaglo$¢. Catos¢ opiera si¢ na
pojeciu punktu (jednosci) — istota rozciaglo$ci miesci si¢ wige w jednosci i tak
nalezy continuum rozumie¢ (linia jest jednoscig punktow, powierzchnia jedno-
$cig linii a brytajednos$cig powierzchni).

W modelu pitagorejskim obiekty matematyczne maja warto$¢ same
w sobie — sg wystarczajace do budowy teorii, przy pomocy réznych metod do-
wodzenia, konstruowania itp. Te metody majg znaczenie drugorzedne, w odroz-
nieniu od modelu platonskiego, gdzie centralng role¢ petnig metody dowodzenia
i konstrukcji kolejnych obiektéw matematycznych. Tym samym w matematyce
pitagorejskiej pojecia pierwotne w peini wyjasniaja sens definiowanych przez
siebie bytow. Natomiast w metodzie platonskiej pojecia pierwotne pozwalajg
,uchwyci¢” sens definiowanych bytéw dopiero w polaczeniu z wyprowadza-
nymi z tych definicji konsekwencjami, przy pomocy ustalonych metod dowo-
dzenia.

Poniewaz matematyka cechuje si¢ pierwotnajednoscia i wypelnia sobg
cate mozliwe istnienie, mozemy jg bada¢ i poznaé poprzez bezposredni oglad
jej struktur. Metody badawcze nie tworza autonomicznej dziedziny, lecz sa
bezposrednim i naturalnym efektem struktury rzeczywistosci — petnig wigc role
pomocnicza. Ich rola polega gléwnie na wyjasnianiu, w oparciu o poznane
struktury matematyczne, metafizycznych uwarunkowan bytu.
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15. Metoda Archimedejska

W odroéznieniu od Platona czy pitagorejczykow, rozumowanie dedukcyj-
ne oparte na pierwszych zasadach nie musi by¢ dla Archimedesa metoda odkry-
wania nowych twierdzen. Scisle dowody dedukcyjne sa natomiast potrzebne do
wlaczenia danego twierdzenia w struktury matematyki. Do odkrywania twierdzen
stosuje Archimedes analogie migdzy réznymi obszarami wiedzy. Bada pewne
zagadnienia matematyczne przy pomocy praw mechaniki. Dowodzi np. w oparciu
o stynne prawo dzwigni, ze stosunek objetosci kolejno wpisanych w siebie, stoz-
ka, kuli i walca wynosi 1:2:3. Uwaza jednak, ze o ile ten mechaniczny dowod
daje wglad w istot¢ problemu i rozjasnia cate zagadnienie, to nie stanowi dowodu
matematycznego2). W swoim stynnym traktacie ,,O metodzie” pisze, iz to dzigki
metodzie mechanicznej pewne fakty staja si¢ jasne, chociaz musza by¢ pdzniej
udowodnione przy pomocy geometrii, a to dlatego, ze wspomniana metoda nie
jest w zadnym wypadku dowodem matematycznym. Stuzy ona do odkrywania
twierdzen, do zdobywania wiedzy o matematycznych problemach. Archimedes
zauwaza, ze chociaz fakt ukazany przy pomocy metody mechanicznej nie jest
udowodniony, to jednak to rozumowanie ukazato prawdziwos¢ tego faktu.

Istnieja wigc, wedtug Archimedesa, pewne rozumowania, ktore nie sa
dowodem, a mimo to ukazuja, co jest prawda. Jaki jest, wobec tego, zwiazek
mig¢dzy dowodem i prawda? Jaki jest sens dowodzenia czegos, czego prawda
zostala juz stwierdzona? Po ustaleniu danej prawdy potrzebny jest jeszcze do-
wod, czyli daje on co$ ,,wigcej” niz prawde — umieszcza twierdzenie w struktu-
rach matematyki (co wiaze si¢ z ukazaniem catego bogactwa powigzan z inny-
mi bytami matematycznymi); odkryty fakt staje si¢ matematycznym twierdze-
niem.

Pojawia si¢ wigc podzial pracy matematycznej na dwa etapy:
1. Etap odkrywania i rozjas$niania twierdzenia;
2. Etap $cistego dowodu dedukcyjnego odkrytego wczesniej faktu.

Wazne jest to, iz pierwszy, odkrywajacy etap, nie jest etapem dowol-
nych spekulacji i metnych intuicji, lecz réwniez podlega metodzie, wprawdzie
nie $cis$le matematycznej, jednak opierajacej si¢ na ustalonych rygorach i Scisto-
Sci. Stosujac wiec odpowiednie analogie mozemy zasady i prawa jednej dzie-
dziny wiedzy wykorzystywa¢ do odkrywania prawd w innych obszarach. W ce-
lu uzyskania jednak $cistego dowodu musimy na koncu oderwac si¢ od wcze-
$niej wykorzystanej analogii i metodami autonomicznymi, wewngtrznymi dla
danej dziedziny, uzasadni¢ t¢ prawde. Matematyka moze wigc wykorzystywaé
wyniki innych nauk (i sama by¢ przez nie wykorzystywana), jednak S$ciste do-
wodzenie odkrytych faktoéw musi by¢ dokonywane metodami charakterystycz-
nymi dla danej teorii. U Archimedesa mamy interesujace potaczenie koncepcji
platonskiej (dyada przy odkrywaniu nowych praw) i pitagorejskiej (jedno$¢
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lezaca u podstaw konstrukcji teorii). Metoda u Platona daje mozliwo$¢ przejscia
migdzy réznymi Swiatami, a u Archimedesa jest samym tym przej$ciem — moz-
liwos¢ przejsciajest dana a priori.

Sadze, ze jesli chodzi o rozumienie rozciggtosci, to zgodny z metoda Ar-
chimedesa jest nastgpujacy poglad Sekstusa Empiryka3" zyjacego na przetomie I
i Il wieku. Ciato jest skonstruowane z punktu w ten sposoéb, ze poruszajacy si¢
punkt wytwarza lini¢, przesuwajaca si¢ linia wytwarza powierzchni¢, natomiast
plaszczyzna wytwarza poprzez ruch cialo majace trzy wymiary. W konstrukcji
kolejnych rozciaglosci opieramy si¢ wylacznie na pojeciu punktu, jednak samo
zrozumienie mozliwo$ci generowania rozciaglo$ci w kolejnych etapach dane jest
dzigki wykorzystaniu poza-matematycznego pojgcia — pojgcia ruchu.

Uniwersalno$¢ matematyki w metodzie Archimedesa polega na tym, iz
metody oraz pojecia roznych nauk moga zosta¢ przez matematyke zaadoptowa-
ne i wykorzystane do odkrycia faktéw matematycznych. Ta uniwersalno$¢ nie
jest uniwersalno$cig matematycznej metody (jak jest u Platona), lecz uniwersal-
noscig struktury matematycznej, ktorajest w stanie wchionaé cata réznorodnosé
sposoboéw dochodzenia do prawdy. Rowniez w przypadku pitagorejczykéw uni-
wersalnos¢ matematyki nie polega na uniwersalnosci metody. Struktury i byty
matematyczne rozjasniaja istniejacg rzeczywisto§¢ — sprawiaja, ze mozemy
przyznaé §wiatu status ,,rzeczywistego” czy ,.istniejgcego”. Kazde pojecie uzy-
skuje pelngjasnos¢ dzigki odpowiedniemu wyjasnieniu jego istoty przy pomocy
struktur matematycznych.

Pojawiaja si¢ tym samym trzy koncepcje rozumienia matematyki jako
nauki uniwersalnej: platonska, pitagorejska i archimedejska. W odréznieniu od
koncepcji Arystotelesa, w ktorej istnieje podzial rzeczywistosci na odrgbne
obszary i przyporzadkowanie ich ustalonym naukom, te trzy powyzsze koncep-
cje zaktadaja jedno$¢ nauki o §wiecie. W trakcie poznawania $wiata i rozwoju
wiedzy dochodzimy jednak do paradokséw i sprzecznosci. Odpowiedzialnym
za nie wydaje si¢ by¢ zatozenie o jednosci nauki. Okazuje si¢ w koncu, ze cig-
glte uzupeilnianie poznawanej struktury $wiata strukturami matematycznymi
usuwa luki i sprzecznosci — te koncepcje wymuszajg wigc rozwoj matematyki.
Oproécz zasadniczego podobienstwa istnieja migdzy tymi koncepcjami wazne
réznice, ktore sprawiaja, ze mozemy mowié o trzech réoznych modelach nauki
uniwersalnej:

1. Model pitagorejski. W tym modelu na poczatku rozwoju wiedzy ma-
my doswiadczany byt (jedyna i prawdziwg rzeczywistos¢), ktory sam w sobie
jest nos$nikiem informacji. Na kazdym etapie rozwoju jest potrzebny kontakt z
tym zapleczem informacyjnym. Metody naukowe sa wylacznie przetwarzaniem
tej pierwotnej prawdy w wiedzg, ktora jest zawsze pewng destrukcja prawdy.
Prawda jest dana na poczatku w bezposrednim ogladzie. Badania historyczne w
ramach tego modelu polegajg na probie cofania si¢ wstecz, w celu dotarcia do
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pierwotnej prawdy, ktora ,,wchtonigta” przez budowany gmach wiedzy, ulegta
przeksztalceniu i przestata by¢ dostepna w peini dla umystu.

2. Model platonski. Rzeczywisto§¢ poznawana w sposob nie-matema-
tyczny nie przedstawia dla umystu ludzkiego zadnej wartosci informacyjnej -
dzieje si¢ tak dlatego, iz umysl poznaje pierwotnie rzeczywisto$¢ jako Dyade
zawierajaca w sobie sprzeczne clementy. Dopiero metody naukowe (matema-
tyczne) wydobywaja z rzeczywistosci prawde, sprawiaja, ze poznawana rze-
czywistos¢ zostaje uniesprzeczniona i staje si¢ nosnikiem informacji. Prawda
staje si¢ jawna dla umystu dopiero poprzez konstruowana nauk¢. W ramach
tego modelu badania historyczne sa poszukiwaniem tych miejsc w rozwoju
nauki, w ktorych (przy pomocy metod naukowych) nastapito ,,rozjasnienie”
pierwotnie niezrozumialej rzeczywistosci.

3. Model archimedejski. Prawda nie jest dana na poczatku ani nie jest
(do konca) dzietem matematycznej metody. Dowod matematyczny jest jedy-
nie wlaczeniem danej prawdy w struktury matematyki i ukazaniem matema-
tycznego sensu tej prawdy. Prawda okazuje si¢ zaposredniczona w innych
obszarach wiedzy i docieramy do niej dzigki wykorzystaniu metod badaw-
czych wzigtych z tych obszarow. Ten model ukazuje, iz szczegdlnie sensowne
w badaniach historycznych jest $ledzenie momentéw interakcji pomiedzy
réznymi dziedzinami wiedzy, bo wtasnie w tych momentach miat miejsce
»transfer” prawdy.
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Rozdziat IV
Nowozytne koncepcje mathesis universalis

1. Kartezjanskic kryteria prawdy

Wielcy matematycy nowozytni, Kartezjusz i Leibniz, uznali ze jedynie
w matematyce tkwig mozliwosci pozwalajgce rozwigza¢ a przynajmniej przybli-
zy¢ si¢ do zrozumienia kluczowych zagadnien filozoficznych. Problem ciagltosci
bytu oraz rozumowania, kwestia przej$cia migdzy tymi dwoma obszarami rze-
czywistosci, znalezienie takich elementéw, ktore pozwolityby usuwac¢ wszelkie
nieciaglosci, to zadania, ktére moze pomdc rozwigzac tylko metoda matematycz-
na. Pojawiaja si¢ dwie nowe koncepcje nauki uniwersalnej: kartezjanska i leibni-
zjanska. Sa one nawigzaniem do wielkich wizji starozytnych, a ich ranga zostaje
wzmocniona gwattownym rozwojem nauki okresu nowozytnego.

Mysle, ze interesujaca rzeczgjest zobaczenie jak te ,,inno$¢” matematy-
ki i wynikajaca z tej innosci mozliwo$¢ uchwycenia istoty rzeczywistosci widzi
rowniez kto$, kto nie jest poprzez swoja prace tworczg bezposrednio zwigzany
z matematyka, kto ma dzigki temu pewien dystans. Przyjrzyjmy si¢ jak z pozy-
cji ogodlnofilozoficznych widzi to wyrdznienie matematyki dwudziestowieczny
filozof, tworca filozofii dialogu F. Rosenzweig. To jego zwrdcenie uwagi na
matematyke ma miejsce podczas polemiki z calym tym dziedzictwem filozofii
i nauki europejskiej, ktora ma swoj poczatek na Wyspach Jonskich, a kres u He-
gla. W jakis$ sposob krytyka nie dotyka jednak idei mathesis universalis. Zo-
baczmy jak si¢ to dzieje.

Wedlug Rosenzweiga filozofia europejska nie dostrzega innego bytu
oprocz bytu dla myslenia. Wszelki byt, jako byt przed mysleniem, jest rowno-
wazny nicosci.

»Filozofia zacze¢ta si¢ tam, gdzie Myslenie zlaczylo si¢ z Bytem. Wtasnie
jej i wlasnie tu odmawiamy naszego postuszenstwa. Szukamy tego, co trwate,
a co nie potrzebuje dopiero myslenia, aby by¢. Dlatego nie wolno nam byto wy-
prze¢ si¢ $mierci i dlatego musimy przyja¢ Nicos¢ tam, gdzie i tak moze nas ona
spotka¢, i uczyni¢ jg trwalym punktem wyjscia tego, co trwate. ‘Ta’ NicoS$¢ nie
moze oznaczaé dla nas odstonigcia istoty czystego Bytu, jak u wielkich spadko-
biercow dwoch tysiacleci historii filozofii. Lecz zawsze tam, gdzie istniejgcy
element Wszystkiego spoczywa trwale i nierozdzielnie w sobie samym, tam trze-
ba zalozy¢ dla tego Bytu Nicosé, jego Nicosé. Temu przejsciu od Nicosci do jego



96 Wiestaw Wojcik

Czegos ofiarowuje si¢ jako przewodniczka nauka, ktéra sama nie jest niczym
innym jak nieustannym wyprowadzaniem Czego$ — i niczego wigcej niz jakiegos
Czego$, czegokolwiek — z Nicosci, i1 to nigdy z pustej ogdlnej Nicosci, lecz zaw-
sze z ,jego” Nicosci, wlasnie Nicosci tego Czegos: matematyka”l.

Matematyka nie nalezy wigc do tego dziedzictwa, ktore Rosenzweig
krytykuje; potrafi ona uchwyci¢ Nico$¢ konkretnego bytu i powoli go odstaniac.
Nicos¢ ta jednak nie moze by¢ nicoscig czegokolwiek, jaka$ ogodlna i pusta ni-
coscia, lecz zawsze Nicoscigjakiegos Bytu. Tak jest rowniez z niewiedza So-
kratesa, ktora zawsze jest niewiedza konkretnej rzeczy i odstania w konsekwen-
cji najglebsza wiedz¢ o cztowieku. Przyktad faktu filozoficznego odslonigtego
przez Kuzanczyka pozwala lepiej zrozumie¢ jak z Nicosci wytania si¢ byt oraz
jakajest w tym rola matematyki. Przypomnijmy, ze Kuzanczyk odkryt, iz sym-
bole matematyczne to jedyne symbole umozliwiajagce niesprzeczne poznawanie
Swiata. Pewne wtasno$ci nie do pogodzenia na poziomie zmyslowym, material-
nym czy iloSciowym zostajg uzgodnione na poziomie abstrakcyjnym lub jako-
Sciowym w ramach struktur matematycznych. Okazuje si¢ w konsekwencji, ze
jedynie symbole (abstrakcyjne) zawierajace w sobie minimum tre$ci zmysto-
wo-wyobrazeniowych pozwalaja na usuwanie lokalnie sprzecznosci, z jedno-
czesnym zachowaniem kontaktu z materialng rzeczywistosciag. Takimi symbo-
lami sa wlasnie symbole matematyczne. Przy poznaniu ,,matematycznym” re-
zygnuje si¢ z maksymalistycznych aspiracji poznawczych, mozna jedynie stop-
niowo wznosi¢ si¢ po stopniach poznania. Na przyktadzie matematyki widac, ze
prawda moze taczy¢ w sobie rzeczy ,,sprzeczne” (na podstawie pierwotnej,
potocznej wiedzy) bez samozniszczenia — okazuje si¢ tym samym, ze prawda
jest procesem, droga prowadzacg do Prawdy.

Kartezjusz kontynuowat droge Kuzanczyka poszukiwania ,,minimal-
nych” symboli matematycznych usuwajacych rozdarcie $wiata. Pierwszym
etapem jego badan byto znalezienie absolutu poznawczego, a wigc w konse-
kwencji takiego elementu rzeczywistosci, ktory nie poddaje si¢ nawet najbar-
dziej radykalnemu watpieniu. Ten element ma stanowi¢ podstawe w budowie
nauki uniwersalnej (mathesis universalis), majacej wyjasnia¢ wszystko, co do-
tyczy porzadku i miary (matematyzacja wiedzy), bez wnikania w pozostate
wlasnosci przedmiotéw. Ponadto, proces budowy wiedzy pewnej musi opierac
si¢ na nastgpujacych zasadach:

Zasada 1. Nigdy nie przyjmowac za prawdziwg zadnej rzeczy, zanim by nie
zostala rozpoznana przeze mnie w sposob oczywisty.

Zasada 2. Kazde z badanych zagadnien dzieli¢ na tyle czastek, na ile jest to
mozliwe i na ile potrzebne dla najlepszego ich rozwigzania.
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Zasada 3. Wszelkie badania rozpoczyna¢ od przedmiotoéw najprostszych i naj-

dostepniejszych poznaniu i stopniowo dochodzi¢ do przedmiotow bardziej zto-
zonych.

Zasada 4. Kazde rozumowanie i wszelkie obliczenia powinny by¢ tak calko-
wite i powszechne, aby da¢ pewnos¢, ze nic nie zostalo pominigte2.

Podajmy pewng interpretacje powyzszych zasad ujmujac je w forme
dwoch kryteriéow prawdy.

Pierwsze kryterium prawdy

Zauwazmy, ze zasady | i 4 odwotluja si¢ do oczywistosci, lezacej u podstaw kry-
terium prawdy — zanim uznamy, ze co$ jest prawdziwe (a wigc poznawane w spo-
sob jasny i wyrazny), musimy do$wiadczy¢ oczywistosci tej rzeczy; co wigcej,
istnieje taki prog poznawczy, po przekroczeniu ktoérego wkraczamy w obszar
oczywistosci (poznanie calkowite i powszechne).

Drugie kryterium prawdy

Zasady 2 i 3 wprowadzaja kolejne kryterium prawdy - gdy operujemy pewnym
ciggiem dowodowym i kolejne elementy tego ciggu posiadajg ,,wickszg tres¢”
niz poprzednie, to tym samym zblizamy si¢ do rzeczywistosci. Prawda (dowo-
du, a w konsekwencji tego, czego dowod dotyczy) ujawnia si¢, gdy kolejne ele-
menty ciaggu dowodowego maja wigcej tresci, niz elementy poprzednie. W for-
malnej strukturze dowodu zawarta jest metoda dotarcia do rzeczywistosci. To
kryterium prawdy opiera si¢ na wierze w istnienie tego typu ciagow dowodo-
wych. Caly wzrost informacji dokonuje si¢ przy przejsciu pomigdzy kolejnymi
elementami ciggu, natomiast samo przejs$cie graniczne nie wnosi juz nic nowego.

Przestrzeganie tych zasad daje, wedlug Kartezjusza, pewnos¢ dotarcia
do wszelkich rzeczy — nawet tych najbardziej ukrytych i niedostgpnych. Przy-
kladem realizacji tych zasad jest metoda dotarcia do cogito, jak réwniez budo-
wana przez niego geometria analityczna i dowdd na istnienie Boga.

W rozwijajacej si¢ matematyce nowozytnej (i wspolczesnej), ktorej
znaczacy impuls data metoda Kartezjusza, matematyka ,,oswoita” wiele pojec
traktowanych wczesniej jako sprzeczne w sobie i nienaukowe. Mozna do nich
zaliczy¢ pojecie granicy, predkosci chwilowej, cigglosci, nieskonczonosci czy
w koncu continuum. Kartezjusz dostrzegt bowiem i pokazat, iz rozciagly rze-
czywistos¢ mozna bada¢ przy pomocy dyskretnej siatki poje¢ i dyskretnych
etapow rozumowania. Aby moéc to osiagnac trzeba mieé¢ w swoich rgkach ab-
solut poznawczy — od poszukiwania go rozpoczat Kartezjusz swoja konstrukcje
nauki uniwersalne;j.
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2. Kartezjanski absolut poznawczy

Przeprowadzony przez Kartezjusza proces radykalnego watpienia ma
by¢ oczyszczeniem umyshu ze wszelkich ztudzen i falszywych mnieman oraz
zbednej wiedzy. Jego ukoronowaniem jest doswiadczenie prawdziwos$ci zdania:
mysle, wigc jestem. Tym samym wylania si¢ z morza niepewnosSci i niebytu
cogito — 1 wskazuje podmiot myslacy. Cogito to jednak nie tylko wynik stoso-
wania przyjetych regul rozumowania, lecz przede wszystkim absolut poznaw-
czy dajacy mozliwos¢ stosowania tych regut. Cogito to ,,pierwszy poruszycie!”
procesu poznawczego — stwierdzenie ,,mys$lg, wigc jestem”, to nie tyle stwier-
dzenie pewnego faktu psychologicznego, lecz przede wszystkim ukazanie on-
tycznej zaleznosci bytu od mysli. Ponadto, okazuje si¢, ze granicg radykalnego
watpienia jest wlasnie cogito; wolnos¢, ktora probuje by¢ absolutem, zatrzy-
muje si¢ na fakcie mys$lenia. Moéwiac metaforycznie, my$lenie jest kresem wol-
nosci, jestjej celem i ograniczeniem .

Stworzona przez Kartezjusza geometria analityczna miala taczy¢é w so-
bie zalety geometrii (latwiejsze operowanie pewnymi abstrakcjami matema-
tycznymi, dzigki przedstawieniu geometrycznemu) oraz algebry (tatwiejsze
dokonywanie operacji na prostych wyobrazeniowo liczbach), a unika¢ ich wad
(geometria domaga si¢ ciaglej tworczej aktywnosci a tym samym nuzy wy-
obrazni¢ i umyst, natomiast algebra daje ogolne prawidla liczenia, nie dajac
jednak tworczej wiedzy). Metoda ta taczyla wigc jasne i wyrazne wyobrazenia
geometryczne zjasnymi i wyraznymi dla umystu operacjami na liczbach czy na
ogolnych symbolach algebraicznych.

Dane figury geometryczne mozna wigc wyrazaé za pomoca uktadow
liczb czy rownan i poznawaé wilasnos$ci tych figur, wykorzystujac operacje na
liczbach. Pozostajemy wigc w obszarze dzialan umystu, ktére sg dla niego
mozliwie najprostsze, a co najwazniejsze pozwalajg, opierajagc si¢ na tym co
jasne i wyrazne, krok po kroku budowac calg wiedzg o §wiecie, rowniez o tym
znajdujgcym si¢ poza umystem.

,» tutaj —jak sadze¢ — najbardziej godne zastanowieniajest to, ze znajduj¢
w sobie niezliczong ilo$¢ idei pewnych rzeczy, o ktoérych nie mozna powiedziec,
ze sg niczym, chociaz moze nie istnieja nigdzie poza mna. A chociaz mysle w ja-
ki$ sposob o nich zaleznie od mej woli, to jednak nie sg przeze mnie wymys$lone,
lecz maja swoje prawdziwe i niezmienne natury. Gdy na przyktad wyobrazam
sobie trojkat, to cho¢ moze taka figura nigdzie na §wiecie nie istnieje poza moja
Swiadomoscia ani nigdy nie istniala, posiadajednak bez watpienia jaka$ okreslo-
na naturg, czyli istote, czyli form¢ niezmienng wieczng, ktora ani nie zostala prze-
ze mnie wymyslona, ani nie jest od mego umystu zalezna; wynika to z tego, ze
mozna udowodni¢ rézne wlasnosci owego trojkata, jak np. ze jego katy sg rowne
dwom prostym, ze naprzeciw najwigkszego jego kata lezy najdtuzszy bok i tym
podobne, ktore to wlasnosci terazjasno poznaje, czy chce, czy nie chceg, chociaz



Nowozytne koncepcje mathesis universalis 99

nigdy przedtem w zaden sposob nie myslalem o nich, gdy sobie wyobrazalem
trojkat. Wobec tego nie zostaly one przeze mnie wymyslone”4.

Zauwazmy, ze kartezjanski absolut poznawczy to nie tylko poczatek
wszelkiej wiedzy, lecz rowniez metoda jej konstrukcji. Oczyszczajac rézne ob-
szary wiedzy z wszelkich niejasnosci i zbednych zawilo$ci, docieramy w granicy
do elementdéw postrzeganych jasno i wyraznie, w oparciu o ktéore mozemy juz
konstruowa¢ wiedze pewna. Te elementy, to quasi-absoluty poznawcze. Jednak,
jak zobaczymy w dalszej czg¢sci, ich ranga poznawcza zalezna jest od ,,dowodu
na istnienie absolutu poznawczego™.

Przejdzmy teraz do roli, jakg pelni w budowie mathesis universalis do-
wad na istnienie Boga.

~ pewnoscig tak samo znajduj¢ w sobie ide¢ Jego, to jest bytu najdo-
skonalszego, jak ideg¢ jakiejkolwiek figury czy liczby; niemniej jasno i wyraznie
pojmuje, ze do Jego natury nalezy wieczne i aktualne istnienie, jak pojmuje, ze
do natury figury czy liczby nalezy to, czego dowodze o tej figurze czy liczbie.
A wigc, cho¢by nie wszystko bylo prawdziwe, co w tych ostatnich dniach roz-
wazalem, to istnieniec Boga powinno mie¢ dla mnie co najmniej ten sam stopien
pewnosci, jaki dotychczas posiadaty prawdy matematyczne™s.

Kartezjanski dowod na istnienie Boga ma wigc schemat nastepujacego
rozumowania warunkowego: jesli istnieja poprawne dowody matematyczne
(przeprowadzone zgodnie z przyjetymi zasadami rozumowania), to rowniez
poprawny jest dowdd na istnienie Boga. Stad, migdzy innymi, bierze si¢ projekt
nauki uniwersalnej (mathesis universalis), ktorej prawdziwos$¢ i skuteczno$c
potwierdzatyby poprawno$¢ powyzszego schematu rozumowania, a tym samym
stanowilyby istotne uzupetienie przeprowadzonego dowodu.

Istnieje tez druga istotna zalezno$¢ mig¢dzy projektem nauki uniwersal-
nej a dowodem na istnienie Boga.

Widzimy, ze Kartezjusz, badajac idee znajdujace si¢ w umysle, odkrywa:

l. Dwie idee pierwotne zawigzane z substancja mys$laca i okreslajace te sub-
stancj¢ — sa to idea trwania (w konstrukcji nauki wyrazajaca nast¢pstwo logicz-
ne danych faktéw) oraz liczby.

2. Cztery idee pierwotne dotyczace substancji rozcigglej — sg to idee: rozciaglo-
$ci, ksztattu, potozenia i ruchu.

Oczywiscie, te idee majg centralne miejsce w budowanej przez Kartezju-
sza nauce uniwersalnej. Roznice migdzy ideami okreslajacymi substancj¢ mysla-
ca a ideami zwigzanym z substancja rozciagla sprawiaja, ze pomig¢dzy struktura
Swiata materialnego (substancja rozciggla) a naszym umystem pojawia si¢ prze-
pas¢ — nie mozemy poznac tej struktury bezposrednio. Pojawiaja si¢ nowe kryte-
ria prawdy (o ktorych wspomniatem poprzednio) umozliwiajace poznanie struk-
tury $wiata. Przeprowadzony przez Kartezjusza dowod na istnienie Boga jest



100 Wiestaw Wojcik

proba zastosowania tych kryteridow, ukazaniem ich skutecznosci i sposobu reali-
zacji na przykladzie o najwyzszym stopniu trudnosci.

Idea Boga pojawia si¢ u Descartesa jako jasna i wyrazna idea pierwotna
(wrodzona) umystu; jednak od momentu przedstawienia dowodu na istnienie Bo-
ga, budowana mathesis universalis przestaje by¢ konstrukcja hipotetyczng i subie-
ktywna, lecz przyjmuje status wiedzy pewnej i obiektywnej. Jesli, w oparciu
o przyjete zasady rozumowania, mozna udowodni¢ istnienie (Boga), a nie tylko
wlasnosci obiektow (matematycznych), to tym samym wzrasta ranga i sita wpro-
wadzonych metod. Tym samym, dowod na istnienie Boga pelni w systemie Karte-
zjusza rol¢ absolutu poznawczego (podobnie jak cogito) — jest poczatkiem i gwa-
rantem wiedzy obiektywnej (w szczegolnosci o $wiecie pozaumystowym)b.

Jak wspomniatem wczes$niej, radykalne watpienie zatrzymuje si¢ na do-
$wiadczeniu absolutnej pewnosci zdania ,,my$lg, wigc jestem” i od tego momentu
rozpoczyna si¢ proces poznawczy. Jednak sam fakt watpienia S$wiadczy o niedo-
skonatosci tego, kto watpi, a wigc podwaza wiarygodnos$¢ wiedzy przez niego
uzyskane;j.

Z drugiej strony, jak pisze Kartezjusz, ,,gdybym byt sam jeden i nieza-
lezny od czego badz innego, tak ze z siebie samego posiadalbym cho¢ troche tej
doskonatosci, przez ktora uczestniczytem w bycie doskonatym, z tej samej racji
mogtbym sam uzyska¢ cala resztg, ktorej braku bylem $§wiadom, i tym sposo-
bem samemu by¢ nieskonczonym, wiecznym, niezmiennym, wszystko wiedza-
cym, wszechpoteznym i w koncu posiada¢ wszelkie doskonatosci, ktéore mo-
gtem dostrzec w Bogu™7.

Otrzymujemy zasadnicza sprzecznos¢ — cogito jest doskonate i zarazem
nie jest. Takie stwierdzenie przyjete na poczatku konstrukcji wiedzy, przekresla
mozliwo$¢ otrzymania wiedzy pewnej i obiektywnej, a tak naprawde wszelkiej
wiedzy. W celu uniknigcia tej sprzecznosci (tzn. sprzecznosci w samym pojeciu
cogito) nalezy przyjac istnienie Boga.

W powyzszym rozumowaniu z calgjasnos$cia wystgpita nastepujaca al-
ternatywa: albo przyjmiemy zalozenie o istnieniu Boga, albo otrzymamy catko-
witg dowolno$¢ wyprowadzanych stwierdzen i brak jakichkolwiek kryteriow
prawdy. Radykalne watpienie zatrzymato si¢ na fakcie cogito, jednak nie przy-
jecie zalozenia o istnieniu Boga sprawia, Ze proces watpienia posuwa si¢ dalej
i prowadzi do zniszczenia samego cogito. Jak stad widac¢, stwierdzenie: myslg,
wigc jestem nie jest bezwarunkowe, lecz zawiera podstawowe zasady rozumo-
wania i prawa logiki, co jestjednak zgodne z przyjetym przez Kartezjusza sche-
matem budowy wiedzy.

Zwr6é¢my uwage na to, ze rozumowanie Kartezjusza ma posta¢ btedne-
go kotla: aby moc rozpocza¢ budowe wiedzy obiektywnej trzeba przyjaé zatoze-
nie o istnieniu Boga; zalozenie to jednak musi wynikaé z przeprowadzonego
dowodu na istnienie Boga; aby znow ten dowod byt wiarygodny, cogito, ktore
go przeprowadza musi by¢ wolne od wszelkich falszywych mnieman i niedo-
skonatosci (chyba, ze przyjmiemy zatozenie o istnieniu Boga); jednak cogito
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powstato jako efekt watpienia i jest zarazem podmiotem tego watpienia, po-
twierdza wigc tym samym swojg niedoskonatos¢.

Mozliwo$¢ rozerwania tego blednego kota tkwi w cytowanej juz mysli
Kartezjusza: ,,(...) istnienie Boga powinno mie¢ dla mnie co najmniej ten sam
stopien pewnosci, jaki dotychczas posiadaty prawdy matematyczne”8. Trzeba
wigc wykaza¢, ze prawdy matematyczne maja range uniwersalng i sg opisem
nie tylko praw rzadzacych mysleniem, lecz réwniez §wiata materialnego, a tym
samym i dowdd na istnienie Boga stanie si¢ pewny i obiektywny?9. I jest to je-
dyna droga, gdyz kartezjanskie radykalne watpienie zatrzymuje si¢ wylacznie
na fakcie jakim jest podmiot wyposazony w metod¢ konstrukcji (a wlasciwie
rekonstrukcji) §wiata. Wszystkie inne fakty moga zosta¢ zakwestionowane -
proces watpienia moze biec dale;j.

3. Kartezjanski schemat nauki uniwersalnej

Zar6éwno Kartezjuszjak i Leibniz probowali stworzy¢ nauke uniwersal-
na. Jednak sposob, w jaki konstruowali t¢ nauke¢ byl zasadniczo inny. Materia,
jako substancja rozciagla, dzielagca si¢ w nieskonczonos¢, nie mogla stanowic
podstawy konstrukcji wiedzy w przypadku Kartezjusza. Dzielac dang czes¢
materii na coraz mniejsze czesci, nigdy nie otrzymamy czesci ,,prostszej’”. Pod-
stawg calej konstrukcji dla Kartezjusza mialy by¢ czyste, proste metody wzigte
z Owczesnej matematyki, czyli algebry i geometrii. Tylko przejscia rozumowe
pomigdzy elementami ciggu rozumowania mialy struktur¢ dyskretna — ponie-
waz istnieje skok migedzy réznymi elementami rzeczywistosci (substancjami), to
rowniez struktura rozumowania musi by¢ dyskretna. Z matematycznych dowo-
dow i rozumowan mozna bylo wydoby¢ nieredukowalne metody, stanowiace
podstawe konstrukcji wiedzy, natomiast pierwotne elementy tej konstrukcji
byly nieistotne. Najpierw okre$§lamy dwa rézne obszary, nastepnie odkrywamy
czy tworzymy metody pozwalajace przechodzi¢ zjednego obszaru do drugiego.
Pierwotne elementy poszczegdlnych obszaréw pojawiaja si¢ jako efekt dziata-
nia tych metod.

W celu zrozumienia nowych prawd nalezy mie¢ przynajmniej dwa roz-
ne obszary, w ktorych dane sg pewne jasne i wyrazne elementy. Przy pomocy
metod taczacych te posiadane juz elementy mozna doj$¢ do zrozumienia no-
wych bytow i poje¢ — jest to proces stopniowy. Zauwazmy, ze program karte-
zjanski miesci si¢ w nurcie platonskim: w przypadku Kartezjusza Jednoscia idei
stata si¢ metoda naukowa, natomiast rol¢ platonskiej dyady, bedacej substratem
wszelkich konstrukcji, petnia dwa zasadniczo odrgbne obszary (substancja my-
$laca i rozciagla, i odpowiadajace temu podzialowi — arytmetyka i geometria).

Prawda nie jest w tym ujeciu elementem rzeczywisto$ci materialnej —
zadna analiza $wiata nie daje mozliwosci dotarcia do trwalego i pewnego ele-
mentu. Prawda jest zwigzana z poznawaniem rzeczywistosci, jest cecha metody
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a nie bytu. W procesie radykalnego watpienia nie jesteSmy w stanie dotrze¢ do
rzeczywisto$ci; odkrywamy w efekcie tego procesu pewng i niezawodna (praw-
dziwa) metodg, przy pomocy ktérej odtwarzamy (konstruujemy) istniejacy
Swiat. Prawda $wiata ujawnia si¢ dopiero jako efekt dzialalnosci naukowej.
Mozna wigc przyjaé, ze stworzona przez Kartezjusza geometria analityczna
(jako polaczenie przy pomocy metody naukowej geometrii i arytmetyki) jest
nos$nikiem prawdy naukowej a nie sama geometria czy arytmetyka.

W schemacie kartezjanskim budowy nauki uniwersalnej mozna wyroz-
ni¢ nastgpujace elementy:

1. Obszar subiektywnosci — w analizach Kartezjusza temu obszarowi odpowia-
da substancja myslaca, a w przypadku nauki — algebra.

2. Obszar obiektywnosci — tu z kolei odpowiada mu substancja rozciagta, a w na-
uce - geometria.

Migdzy tymi obszarami pojawia si¢ charakterystyczne dla epoki nowo-
zytnej napigcie -jest to napigcie migdzy racjonalnoscig konstrukcji intelektu a re-
alnoscia pozaumystowych faktow. Celem dzialalnosci naukowej ma by¢ zlikwi-
dowanie tego napigcia przy pomocy ogoélnych i abstrakcyjnych metod. Nato-
miast sama mozliwo$¢ jego likwidacji jest oparta na faktach filozoficznych, sta-
nowiacych kolejne elementy modelu.

3. Absolut poznawczy.

Kartezjanskie cogifo jest granicznym obiektem procesu radykalnego
watpienia. Dopiero po doswiadczeniu cogifo rozpoczyna si¢ poznawanie rze-
czywisto$ci. Samo radykalne watpienie jest istota cogito i warunkiem jego ist-
nienia, ono wigc jest absolutem poznawczym. Dzigki dziataniu metody radykal-
nego watpienia zostaje odkryty czy utworzony nowy byt — substancja myslaca.

Kolejnym generatorem substancji jest dowod na istnienie Boga — dzigki
temu dowodowi docieramy do substancji rozcigglej. Tym samym kartezjanski
dowod na istnienie Boga jest kolejnym absolutem poznawczym.

Jak wspomnialem weczes$niej, analizujagc drugie kryterium prawdy,
przejscie graniczne nie daje zadnej nowej informacji — ewentualny jej wzrost
odbywa si¢ przy przej$ciu migdzy kolejnymi etapami rozumowania (elementa-
mi ciagu). Rowniez cigglos¢ przejscia migdzy zasadami mechaniki a prawami
geometrii u Newtona ukazuje t¢ kwestie — geometria, to tylko idealizacja me-
chaniki, a mechanika, to tylko przyblizenie geometrii. Poniewaz nowe elementy
i jako$ci pojawiajg si¢ przy przejsciu mig¢dzy kolejnymi etapami ciagu dowo-
dowego, wiec metody umozliwiajace to przejscie mozna traktowac jako quasi-
absoluty poznawcze.
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Zauwazmy jeszcze, ze kryteria prawdy pozwalaja zanurzy¢ obszar su-
biektywno$ci w obszar obiektywnosci, raz jako obiekt rozdzielajacy elementy
tego obszaru (istnienie progu poznawczego przy doswiadczaniu oczywistosci),
a w drugim przypadku, jako obiekt, dzigki ktoremu mozliwe jest ciaglte przej-
$cie migdzy tymi elementami (istnienie ciggdw dowodowych, ktore ujmuja
badang rzeczywisto$c).

Model ten sktada si¢ wigc z dwoch (pierwotnie) rozlacznych obszarow
wygenerowanych i polaczonych przy pomocy absolutéw poznawczych (metody
radykalnego watpienia, dowodu na istnienie Boga i réznorodnych metod na-
ukowych). Absoluty poznawcze pelnia role nosnikow prawdy i wyznaczaja
metody konstrukcji wiedzy. Ponadto sg wskaznikami ukazujacymi stopien roz-
woju nauki.

4. Lcibnizjanska wizja nauki uniwersalnej

Materia u Leibniza dzieli si¢ w nieskonczono$¢, jednak na pewnym eta-
pie podziatu otrzymujemy nowajakosciowo monadg¢ (patrzac z zewnatrz dalszy
podziat tej monady jest niemozliwy, teraz juz od wewngetrznej aktywno$ci mo-
nady zalezy mozliwos$¢ wchodzenia ,,w glab” bytu). W kazdej z nich odbija si¢
mniej lub bardziej wyraZznie caty swiat. W oparciu o pewna ilo$¢ monad (przy-
jetych jako ,.alfabet”) mozna odtwarza¢ wszystkie inne byty. Wybor alfabetu
(czyli zwiazany z nim etap podziatu rzeczywistosci) jest w znacznej mierze
kwestig formalna.

Dla Leibniza, wzorem przy konstrukcji nauki uniwersalnej byta sylogi-
styka Arystotelesa. Chcial w analogiczny sposoéb opracowac inne reguly rozu-
mowan i dedukcji. W tym celu nalezy, wedlug niego, poprzez analiz¢ pojgc ist-
niejacych w umysle, opracowac katalog poje¢ pierwotnych (alfabet mysli) i nadac¢
im status formalny przypisujac im symbole tzw. ,,charaktery”. Leibniz oczywiscie
zakladat, ze kazde pojgcie mozna roztozy¢ na skonczong ilos¢ poj¢é¢ pierwotnych.
Jak przy pomocy dziesigciu cyfr mozna otrzymac¢ kazda liczb¢ (mimo, iz tych
liczb jest nieskonczenie wiele) tak samo przy pomocy alfabetu mysli bedzie moz-
na utworzy¢ dowolne pojecie. Wszystkie pojecia begdzie wigc mozna otrzymac
poprzez odpowiednig kombinacj¢ charakterow. Automatycznie, ta procedura
bedzie zawierala dowody wszystkich mozliwych faktow - zdanie 4 bedzie wyni-
ka¢ ze zdania B, jesli po roztozeniu poje¢ tworzacych te zdania na pojegcia pier-
wotne, okaze si¢, ze zbior charakterOw otrzymanych ze zdania B zawiera sig¢
w zbiorze charakteréw zdania 4. Dzigki grze na symbolach wolnych od zbgdnych
i nieuchwytnych tredci, wiedza ludzka begdzie wiedzg pewna, analityczng.

Wszystkie pojecia tworzace alfabet mysli nazywa Leibniz wyrazeniami
pierwszego rzedu - tworza one tzw. pierwsza klas¢. Do drugiej klasy naleza pary
wyrazen pierwszego rzedu, do trzeciej klasy trojki wyrazen pierwszego rzedu lub
Pary utworzone z wyrazen odpowiednio pierwszego i drugiego rzedu itd.
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W celu catkowitej precyzji rachunkéw podaje Leibniz projekt arytmety-
zacji logiki. Wychodzi od analogii miedzy rozkladem pojg¢ na pojecia pierw-
szego rzgdu a rozkladem liczb na czynniki pierwsze. W tej logice arytmetycznej
kazdemu pojeciu ma odpowiadaé pewna liczba catkowita, przy czym pojgciom
pierwotnym maja by¢ przyporzadkowane ustalone liczby pierwsze (pojgciom
przeciwstawnym maja odpowiada¢ liczby przeciwne). To przyporzadkowanie
ma przebiega¢ zgodnie z nast¢pujaca reguta: dowolnemu pojeciu a przyporzad-
kowujemy liczbe calkowitg bedaca iloczynem liczb pierwszych odpowiadaja-
cym pojeciom pierwotnym, na ktore pojecie a si¢ rozktada. Jednoznacznosé
tego przyporzadkowania wynika z jednoznacznosci rozktadu liczby na czynniki
pierwsze .

W konstrukcji rachunku rézniczkowego do standardowych poje¢é pier-
wotnych logiki i arytmetyki proponuje Leibniz dotaczy¢ pojecie ,,nieskonczenie
matej”, tzw. rézniczki. Traktuje to pojecie jako obiekt idealny, ktory podlega
tym samym prawom, co zwykte liczby. Jest to uzyteczne, gdyz dzigki temu
rachunki si¢ znacznie upraszczaja, a w razie potrzeby zawsze mozna z pojecia
rozniczki zrezygnowac, zastepujac je wielkosSciami, ktore sa na tyle male lub
duze, aby blad obliczen nie przekroczyt zadanej wielkos$ci. Nawigzuje tym sa-
mym do metody wyczerpywania Archimedesa przedstawiajac jajako ,.koronng
i ostateczng” metod¢ dowodzenia. Obok metody wyczerpywania kluczowa role
odgrywa w koncepcji Leibniza zasada ciagtosci: ,,W kazdym domniemanym
przejsciu, konczacym si¢ najakims$ kresie, dozwolone jest ustanowienie pewne-
go ogolnego rozumowania, ktorym mozna objac¢ takze koncowy kresll - ta
zasada jest jednak pierwotna wobec wszelkich innych metod i regul i stanowi
podstawe wszelkich rozumowan. To, w oparciu o t¢ zasadg, nieskonczenie male
i nieskonczenie duze liczby, podlegaja tym samym prawom, co zwykte liczbyl2

Inaczej niz w przypadku Kartezjusza, dla Leibniza metody naukowe (pra-
wa logiki, zasada cigglosci, metoda wyczerpywania) nie sa efektem pewnego
procesu granicznego (jak np. radykalne watpienie), lecz istnieja uprzednio wobec
intelektualnej dziatalnosci czlowieka. W wyniku procesu granicznego (redukcji
bytu do elementéw najprostszych) otrzymujemy podstawowe pojecia, na ktorych
budowany jest gmach wiedzy. Rozumienie tych wlasnie poje¢¢ oparte jest na
przed-matematycznej intuicji. Takim podstawowym pojeciem jest u Leibniza
pojecie rézniczki. Zgodnie zjego projektem nauki uniwersalnej, pojeciu rézniczki
przypisujemy symbol (wielkosci x odpowiada symbol rozniczki dx) i na tak
otrzymanych symbolach wykonujemy dziatania zgodnie z przyjetymi regutami.
Kolejnym przyktadem realizacji tego programu jest idea rachunku geo-
metrycznego (analiza potozenia - analysis situs, pdzniej nazwana topololo-
giald), w ktérym podstawa konstrukcji byly figury geometryczne (rozumiane
bardzo ogdlnie, niezaleznie od wielkosci miarowych i ksztattu), w ktorych ba-
da¢ nalezalo ich wzajemne potozenie.

Program Leibniza nawigzuje do koncepcji pitagorejskiej — konstrukcja
nauki ma struktur¢ wertykalng: pojecia dotaczane do matematyki maja sens
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same w sobie, sgjedno$céig-substratem, z ktérego budowane sg nowe pojecia.
Jedynym kryterium tgczenia poszczegdlnych elementdow jest spojnosc i logicz-
nos$¢ budowanej struktury. Ogolny schemat konstrukcji nauki jest u Leibniza
inny niz w przypadku projektu Kartezjusza. Prawa logiki, zasada ciaglosci oraz
dalsze zasady (mig¢dzy innymi zasada wyczerpywania Archimedesa) sg ele-
mentami rzeczywistosci uprzedniej wobec wszelkiej dziatalno$ci cztowieka i sa
przez niego wykorzystywane w procesie konstrukcji wiedzy. Zasady te nie sa
od siebie niezalezne, lecz sg kolejno na sobie nadbudowane (poczynajac od
logiczno-ontologicznej zasady tozsamosci). Dzigki temu rzeczywistos¢ pozna-
wana charakteryzuje si¢ jednoscia (nie ma kartezjanskiego rozdarcia bytu).
Procesy graniczne opisywane przez zasad¢ ciaglosci prowadza do konstrukcji
»nowych” bytow, ktorych jedyna nowoscia, w stosunku do elementow tego
procesu, jest nieskonczono$¢ generujacego je procesu. Dlatego rolg absolutow
poznawczych petnig dopiero te byty (np. nieskonczenie mata lub byty odpowia-
dajace pojeciom pierwotnym), ktére powstajgjako efekt pierwotnej dziatalnosci
monady.

Pojawia si¢ wigc, dzigki dotarciu do absolutéw poznawczych, mozliwo$¢
kreacji prawdy i poznawania rzeczywisto$ci. Przeciez filozofia Leibniza odrzuca
mozliwo$¢ wyjsécia monady ,,na zewnatrz” i zdaje si¢ oddziela¢ jg od mozliwosci
obiektywnego poznania rzeczywisto$ci. Jednak wedlug Leibniza ,,najmniejsza
czastka materii na mocy aktualnego pomniejszania idagcego w nieskonczonose,
ktora kryje w sobie, przedstawia sobg aktualne powigkszenie idgce w nieskon-
czonos¢, ktora poza nig jest we wszech§wiecie, tak ze kazda mata czgsteczka
mie$ci w sobie, na nieskonczenie wiele sposobow, zywe zwierciadto wyrazaja-
ce caly wszech§wiat nieskonczony, ktory wraz z nig istnieje. A z tego wynika,
ze dos¢ potezny duch uzbrojony we wzrok do$é przenikliwy moglby tu zoba-
czy¢ wszystko, co jest wszedzie”l4.

W jaki sposob mozliwe jest petnienie przez nieskonczenie mata roli ab-
solutu poznawczego? Aby to zobaczy¢, spdjrzmy jak rozumiana jest ona w ra-
chunku rézniczkowym tworzonym przez Leibniza. ,,Tymczasem pojmujemy
nieskonczenie matla nie jako zero proste i absolutne, leczjako zero wzgledne, to
znaczy jako wielko$¢ znikajaca, ktora jednak zachowuje charakter tej ktora
znika® >,

Oznacza to, migdzy innymi, ze rozniczka zachowuje charakter liczbo-
wy. Leibniz uzywal symboli d(x) i d(y) dla oznaczenia réznic skonczonych i na
tych symbolach wykonywal obliczenia. Dopiero po zakonczeniu rachunkéw
opuszczal nawiasy i wynik otrzymywatl dla rézniczek dx i dy. Uwazal, ze tego
typu ,,sztuczka” jest dopuszczalna np. przy obliczaniu pochodnych, gdyz stosu-

dy . Co da(y) . . .
nek — zawsze mozna sprowadzi¢ do stosunku” ------- . Przypisywal wiec Leib-
dx ~

niz rézniczkom pewne rzeczywiste wlasnosci, jakie przyshuguja tym wielko-
Sciom, na ktorych wykonywat obliczenia, i ktore przy przejSciu granicznym
stajg si¢ rozniczkami. Jednak rézniczki nie byly do konca rzeczywiste, gdyz
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byly wielkos$ciami znikajacymi - mimo, ze stanowily podstawe konstrukcji
rachunku rozniczkowego nie byly w petni bytem matematycznym. Charakter
matematyczny mialy tylko w sensie operacyjnym. Range¢ obiecktow matema-
tycznych miaty dopiero obiekty skonstruowane przy pomocy rézniczek (np.
catka, ktorg Leibniz definiowatjako sume rozniczek).

Stynna zasada semantyczna Fregego mowigca, ze o znaczenie stow
nalezy pyta¢ zawsze w kontekScie zdanial6, a nigdy z osobna, wyjasnia znacze-
nie rézniczki. Sposéb patrzenia na miejsce rozniczki w matematyce, oparty o t¢
zasadg, jest zgodny z podejsciem Leibniza. Pierwotny jest sens réwnania
df(x)=f(x)dx, w ktorym pojawia si¢ symbol rézniczki dx i dopiero w kontekscie
tego rOwnania nabiera znaczenia symbol dx. Podobnie jest w przypadku liczby
(jest to przedmiot idealny - istnieje obiektywnie, jednak nie w sposob prze-
strzenny). Jak dotrze¢ do znaczenia, sensu liczby, czyli do jej pojecia? Trzeba
najpierw ustali¢ sens rownosci liczbowej, co ustali w konsekwencji sens zdan,
w ktorych pojawiajg si¢ liczby. W nurcie platonskim potrzeba dyady poje¢, aby
ustali¢ sens nowego pojecia. Tu natomiast wystarczy mie¢ sens zdania, w kto-
rym dane poj¢cia wystepuja. Oto inny prosty przyklad podany przez Fregego.
Zamiast mowi¢, ze dwa odcinki sg réwne pod wzgledem dlugosci, nalezy po-
wiedzie¢, ze dlugos¢ (jedna) odcinkow jest rowna. Wyglada to tylko na zmiang
sformutowania, leczjest to przejécie od dualizmu do monizmu.

Mimo pewnych réznic oba te projekty nauki uniwersalnej (Kartezju-
sza i Leibniza) cechuje zasadnicze podobienstwo. Konstrukcja wiedzy prze-
biega w dwoch etapach:

1. Etap infinitystyczny, opierajacy si¢ na przej$ciu granicznym (radykalne wat-
pienie lub redukcja bytu az do momentu otrzymania elementu najprostszego,
monady), w wyniku ktoérego otrzymujemy podstawowe elementy potrzebne
w dalszej budowie wiedzy. W przypadku Kartezjusza sa to metody naukowe,
a w przypadku Leibniza byty quasi-matematyczne (jak rézniczka). Tak meto-
dy naukowe Kartezjusza, jak i byty Leibniza majace rang¢ uniwersalng i sa
nosnikiem prawdy.

2. Etap finitystyczny (konstrukcyjny), gdzie z elementéw podstawowych,
otrzymanych w etapie pierwszym, buduje si¢ wszelka mozliwa wiedzg.

U Kartezjusza w wyniku pierwszego etapu otrzymujemy odrgbne byty
oraz metody pozwalajace polaczy¢ wygenerowane byty w jedng strukture. Do-
piero ta struktura przywracajaca jednos¢ bytu odzwierciedla prawde rzeczywi-
stosci. Nosnikiem prawdy sa metody naukowe i stluzg one do likwidowania
sprzecznosci wczesniej poznanych bytow. U Leibniza natomiast w pierwszym
etapie powstaje byt, ktory charakteryzuje si¢ jednoscia i jest nosnikiem prawdy.
Metody naukowe nie stluzg do likwidowania sprzecznos$ci migdzy odrebnymi
bytami (gdyz takowych nie ma), lecz do wydobywania tej pierwotnej prawdy
bytu.
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5. Program Leibniza

Newton oraz Leibniz rozszerzyli matematyke o nowe pojecia, ktére po-
zwolity opanowa¢ metoda matematyczng nowe obszary badan. Byly to pojecia
pochodnej i calki (fluksja i fluenta Newtona oraz nieskonczenie mata Leibniza).
Szczegodlng kariere zrobilo pojgcie nieskonczenie malej Leibniza (rézniczki),
ktore bylo podstawag definicji pochodnej i calki, przynajmniej w przypadku
Leibniza (zresztg sam Newton tez tym pojgciem czesto operowal). Pojecie to,
ktore traktowano z powodu jego niescistosci i tajemniczosci zwiazanej z nie-
skonczonoscia, jako pojecie metafizyczne ( w pejoratywnym znaczeniu) budzito
wiele emocji. Mozna si¢ bylo go pozby¢, ale za cen¢ znacznego skomplikowa-
nia rachunkow; z drugiej strony, operowanie czyms$ nieuchwytnym i niezrozu-
mialym wydawato si¢ by¢ niegodnym matematyki. Na przykladzie traktowania
tego pojecia przez réznych matematykow mozna zobaczy¢ réznice miedzy pro-
gramem kartezjanskim matematyzacji wiedzy a programem Leibniza. Dlaczego
w duchu programu Leibniza wlaczenie do matematyki nowego, lecz niescistego
pojecia bylo czyms$ dopuszczalnym, natomiast program kartezjanski zasadniczo
si¢ temu sprzeciwial?

Czesto wyrazany jest poglad, ze program arytmetyzacji analizy (tzn. zde-
finiowania poje¢¢ granicy, cigglosci, pochodnej itp. przy pomocy liczb) byl na-
wigzaniem do koncepcji pitagorejskiej. Jednak nie w oparciu si¢ na liczbach lezy
istota nurtu pitagorejskiego (nie mozna utozsamia¢ nurtu pitagorejskiego z aryt-
rnetyzacja). Po kryzysie zwigzanym z odkryciem odcinkéw niewspoimiernych
probowano budowa¢ matematyke w oparciu o obiekty geometryczne (punkt a nie
liczba stat si¢ matematyczng monada, substratem i jednoscia) — liczby, jak i dzia-
lania na liczbach byly wyjasniane geometrycznie i tylko w ten sposob. Istotne
jest wydzielenie pewnego obiektu (czy obiektow), ktory bedzie podstawa dal-
szych konstrukcji. W programie arytmetyzacji bierze udzial, z jednej strony
bliski metodzie pitagorejskiej Cauchy, jak i oddalajacy si¢ od niej Weierstrass,
Dedekind i Cantor.

De I'Hospital, autor pierwszej ksigzki dotyczacej rachunku rézniczko-
wego i catkowego, traktowal rézniczki jako nowe liczby, o ktore wzbogacona
zostata matematykal?. Wykonywat na nich dziatania arytmetyczne jak na zwy-
klych liczbach. Rozumienie pojg¢cia rozniczki opiera si¢ u niego na intuicji (;, La
portion infiniment petite dont une quantité variable augmente ou diminue conti-
nuellement, en est appelée la difference”), a aksjomaty pokazujace reguly ope-
rowania rézniczkami sg nos$nikiem prawdy przekazywanej twierdzeniom ra-
chunku w sposoéb dedukcyjny. Ta prawda aksjomatoéw opiera si¢ na przypisaniu
rozniczkom realnego istnienia.

Oryginalne stanowisko, bedace jednak w duchu programu Leibniza, re-
prezentuje Bernard Bolzano. Matematyka byta dla niego nauka badajaca ogolne
prawa, ktére regulujg istnienie rzeczywistoscils. Przypisanie tak znaczacej roli
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matematyce mozna odnalez¢ chyba tylko w koncepcji pitagorejskiej — tam row-
niez matematyka przenikata rzeczywistos¢, ajej prawa byly prawami istnienia.

Nie uznawat ,,diadycznego” sposobu budowy matematyki. Uwazal, ze
w niedopuszczalny sposob narusza si¢ metode, gdy prawdy analizy czy algebry
wyprowadza si¢ przy pomocy poje¢ geometrycznych. | nie istotne jest to, ze
prawdy geometryczne, z ktorych si¢ korzysta, sa oczywiste. Sg to jednak praw-
dy pochodne w stosunku do oczywistych prawd analizy (przykladem jest nie-
zgodne z metodg matematyczng uzasadnianie twierdzenia Bolzano o przecho-
dzeniu funkcji ciaglej przez wartosci posrednie rysunkami linii ciaggtych w geo-
metrycznym sensie). Odrzucal, z tego samego powodu, dowody mechaniczne,
gdyz wystepujace w mechanice pojecia np. ruchu, mimo ze w ramach mechani-
ki oczywiste i zrozumiate, nie maja uzasadnienia matematycznego — w nurcie
platonskim czy archimedejskim tego typu podejécie bytoby uzasadnione.

Podaje dwa szczegdlne powody, dla ktérych pojecie ruchu powinno by¢é
wyrzucone z geometrycznych rozwazan. Po pierwsze, uwazal, ze idea ruchu
wymaga pojg¢cia poruszajacego si¢ obiektu, ktore jest rézne od zawierajacej go
przestrzeni. Lecz pojgcie ,,poruszajacego si¢ obiektu” jest pojeciem empirycz-
nym i obcym ,,czystej” geometrii. Po drugie, Bolzano zakladat, ze teoria ruchu
wymaga uprzednio teorii przestrzeni tj. geometrii, poniewaz w celu pokazania
mozliwosci jakiego$ ruchu wykorzystywanego do udowodnienia pewnego
geometrycznego twierdzenia, trzeba uzywaé samego twierdzenia geometrycz-
nego dla tego dowodu. Stad otrzymujemy bigdne koto. Musimy najpierw zajac
si¢ czysta geometrig zanim bedziemy rozwazac jakikolwiek ruch. Ta eliminacja
ruchu z geometrii jest zgodna z teoretycznymi definicjami Bolzano linii, po-
wierzchni i bryly. Na przyktad odchodzac od 6wczesnego rozumienia linii jako
drogi poruszajacego si¢ punktu, Bolzano usiluje zdefiniowa¢ pojecie linii nie-
zaleznie od jakiejkolwiek idei ruchu.

Obiekt, ktory zawiera wszystkie i tylko te punkty, ktore lezq pomiedzy
dwoma punktami a i bjest nazywany linig prostq pomiedzy a i bl9.

W tej definicji ,,pomiedzy” (zwischen) jest wyrazeniem technicznym
poprzednio zdefiniowanym. Teoria linii prostej ma znaczacy udzial jako pod-
stawa pozniejszego rozwoju teorii punktow, linii, powierzchni i bryt.

Uznaje natomiast pojecie wielkosci nieskonczenie matej (jak réwniez
nieskonczenie wielkiej) i definiuje jg nastgpujaco: wielkos$¢ jest nieskonczenie
mala, jesli dla ustalonej jednostki kazda wielokrotnos¢ tej wielko$ci jest mniej-
sza od jednostki. Ta prosta definicja (wykorzystujaca pojecia logiczne oraz
pojecia wielkosci i liczby) sprawia, ze pojecie rozniczki mozna byto w sposob
spojny wlaczy¢é w strukture analizy. Nie uznawatjednak r6zniczki jako liczby.

W dwoéch paragrafach drugiej czgsci Betrachtungen7" Bolzano daje
uwagi na temat stosownos$ci pewnych definicji w geometrii. Krytykuje ,,brze-
gowa” definicj¢ bryly, powierzchni, linii i punktu. Bolzano przypisuje te defini-
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cje Okhamowi. W celu poprawienia ich proponuje, aby mysle¢ o powierzchni,
linii czy punkcie bez odwotywania si¢ do pewnych ograniczajacych je bryt.
Definicje Ockhama beda lepsze, jesli skonstruujemy je tak. aby pojecie linii
bylo oparte na pojegciu punktu, pojgcie powierzchni na pojeciu linii itd. W sumie
mozemy zobaczy¢ w Betrachtungen Bolzano zasady jego matematycznej filo-
zofii zgodnej z programem Leibniza.

Wilasnie w pracy Betrachtungen chyba najwyrazniej widoczna jest
metoda Bolzano. Podkresla w niej teoretyczng role¢ matematyki i jej uzytecz-
no$¢ w ¢wiczeniu i wyostrzaniu umystu. Podaje we wstepie dwie metodolo-
giczne reguly dotyczace dowodu - regul, ktére staly si¢ czescia jego mate-
matycznej metodologii:

1. Zaden rodzaj oczywistosci danego stwierdzenia nie zwalnia z po-
trzeby udowodnienia go. Trzeba dazy¢ do wyprowadzenia wszyst-
kich prawd matematyki z ich ostatecznych podstaw i do otrzymania
najwigkszej mozliwej jasnosci oraz porzadku wsrod wszystkich
poje¢¢ nauki. Scisle logiczny porzadek poje¢ i praw jest sposobem
odkrywania nowych prawd w matematyce.

2. Niejest satysfakcjonujagcy dowdd, jesli nie jest wyprowadzony przy
uzyciu wytacznie tych pojeé, ktore zawarte sa w dowodzonej tezie.
Jesli dowdd zawiera przypadkowe, obce pojecia, to nie moze by¢
satysfakcjonujacy. Na przyklad uwaza, ze bledem w geometrii jest
uzywanie plaszczyzny, kiedy rozwaza si¢ twierdzenia o katach,
prostych, liniach czy trojkatach. Plaszczyznajest obca dla tych idei.

O ile reguta druga jest calkowicie zgodna z programem Leibniza, o tyle
regula pierwsza wprowadza nowa (w stosunku do Leibniza) perspektywe pa-
trzenia na matematyke. Znajdzie to pelny wyraz w pdzniejszych pracach Bolza-
no. Zajmiemy si¢ tym w kolejnym rozdziale pracy.

Kolejna postacig realizujgca program Leibniza jest Cauchy. W latach
1814-1824 rozpoczal przebudowe podstaw analizy przyjmujac za wzor $cistosci
geometri¢. Te wysitki zostaty zebrane w dwoch ksiazkach: Analyse algébrique
oraz Calculus infinitésimal. Cauchy oparl swoje rozwazania i metody usci$lania
poj¢¢ analizy na wynikach otrzymanych z badan nad zbieznoscig szeregdéw
nieskonczonych. Uzywal, chociaz sporadycznie, techniki (£, S) do definiowania
ciggtosci, pochodnej i catki oraz w dowodach twierdzen, w ktéorych wystepo-
waly te pojecia. Nie uzywat tej metody dos¢ precyzyjnie, gdyz nie rozrozniat
migdzy zbieznos$cig i zbieznoS$cig jednostajng, sadzil, ze funkcja wielu zmien-
nych ciagla ze wzgledu na kazda ze zmiennych jest ciagla, jak rowniez uwazat,
ze szereg zbiezny funkcji ciagltych daje jako sume funkcje ciagla2l. Jego rozwa-
zania sprawily jednak, Zze pojecie granicy stalo si¢ podstawowym i istotnym
narz¢dziem analizy. Bylo jednak w znacznym stopniu rozumiane w sposob
intuicyjny — bylo to zgodne z koncepcja Leibniza, w ramach ktoérej dopiero
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pojecia dalsze, budowane w oparciu o te podstawowe, uzyskiwaly range obiek-
tow w pelni matematycznych.

Rowniez pojecie wielkosci nieskonczenie matej byto podstawowe w je-
go stynnym kursie analizy22. T¢ wielkos¢ traktuje nie jako liczbg, lecz jako
zmienng, ktéra przebiega wartosci zbiezne do zera. Wielko$ci nieskonczenie
male sa to podstawowe byty specjalnego rodzaju. Bez zadnych oporéw wyko-
nuje Cauchy na wielko$ciach nieskonczenie matych operacje arytmetyczne, jak
na liczbach. Samo pojecie funkcji jest dla niego pojeciem wtornym zbudowa-
nym na pojeciu wielkosci nieskonczenie malej, a nie na odwrot, jak jest w ,.kla-
sycznej” analizie zbudowanej pdzniej, migdzy innymi przez Weierstrassa, De-
dekinda i Cantora (klasycznie funkcja rozumiana jest jako para zbioréw z usta-
lonym przyporzadkowaniem elementoéw jednego zbioru elementom drugiego).

Dzigki temu, ze nieskonczenie mala traktowana jest jako byt idealny
znajdujgcy si¢ na pograniczu matematyki, mozna przypisa¢ jej wiele takich
cech, ktorych potaczenie byloby niedopuszczalne w oparciu o $cista matema-
tyczna metode. Nieskonczenie mata istnieje uprzednio wobec dzialalnosci ma-
tematycznej, dlatego moze by¢ czesciowo liczbg a czesciowo nie. Jest niepo-
dzielna jak punkt a jednak posiada réwniez pewna rozciaglo$¢ typowa np. dla
odcinka (rézniczka dx to nieskonczenie maty odcinek) - mozna wigc skonstru-
owac¢ z nieskonczenie matych odcinek jak i inne wielkosci rozciagle (przez
odpowiednio rozumiane sumowanie).

6. Program Kartezjusza

D’Alembert wystapit z ostrg krytyka pojecia rozniczki23. Sadzit on, ze
pojecie nieskonczenie malej nie jest w rachunku rézniczkowym potrzebne. Jest
pojeciem sprzecznym w sobie, gdyz traktuje si¢ jgajako wielkos$¢ znikajaca, ktora
jednak nie znikta catkowicie; albo ta wielko$¢ nie znikta, czyli jest wielkos$cia
skonczong, albo znikta i wtedy po prostu jej nie ma. Nie istnieje jaki$ tajemniczy
stan posredni — wpuszczanie do matematyki chimer moze prowadzi¢ do zasadni-
czych sprzeczno$ci. Zamiast rozumieé¢ pochodng jako stosunek wielkos$ci nie-
skonczenie matych wystarczy wprowadzi¢ pojecie granicy i pochodng rozumiec
jako granice¢ stosunkow odpowiednich wielkosci (skonczonych). Dla d’ Alemberta
wielko$¢ a jest granica wielkosci b, je$li b moze zbliza¢ si¢ do a na odlegtosé
mniejsza od jakiejkolwiek z géry zadanej. Znaczy to, ze réznica migedzy wielko-
$cig a i b (przez ktorg Leibniz rozumial wielko$¢ nieskonczenie matg) nie jest
zadna wielkoscia, jest czym$ calkowicie niewyrazalnym. Jednak ta rdéznica nie
musi nas interesowac przy rozpatrywaniu granicy. Zamiast uzywa¢ metafizyczne
pojecie ,,nieskonczenie matej” wystarczy wprowadzi¢ pojecie operacyjne grani-
cy wielkosci skonczonych i efekt jest taki sam. Na tym wlasnie polega metoda
Kartezjusza: nie wprowadza si¢ do nauki niepojmowalnych do konca bytow, lecz
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przy pomocy przyjetych metod i w oparciu o proste obiekty (czgsto z innych ob-
szaro6w badawczych), konstruuje si¢ kolejne, ztozone.

Metode¢ granic d’Alemberta rozwinat Simon Lhuilier w pracy nadesta-
nej na konkurs ogloszony w 1784 przez Krolewska Akademi¢ Nauk w Berli-
nie24d. W konkursie tym chodzito o podanie jasnej i $cistej teorii wielkosci nie-
skonczenie matych, a wlasciwie o wyeliminowanie tego pojg¢cia z matematyki,
gdyz sadzono, ze wielko$¢ nieskonczona zawiera sprzecznos$é. Chodzito row-
niez o wyjasnienie jak to si¢ dzieje, ze ze sprzecznego zalozenia otrzymano tyle
prawdziwych twierdzen25. Nalezalo w koncu zastgpi¢ nieskonczono$¢ przez
jasng matematyczng zasade (zalozenia konkursu zostalty sformutowane zgodnie
z sugestiami Lagrange’a i odpowiadaty, jak widaé, metodzie Kartezjusza). Lhu-

ilier wprowadzit dodatkowy symbol —", ktéry nie byl juz rozumiany jako

dx
stosunek dwoch wielkosci (nieskonczenie matych), lecz byl nierozdzielng cato-
$cig. To nowe pojecie otrzymuje przy pomocy operacji przejscia granicznego

hm -A- . Zamiast poje¢cia wielkosci nieskonczenie malej stosuje pojecie wiel-
X

kosci zmiennej nie majacej granicy matosci (lafaculté de ne pauvoir pas étre
terminée). Jest to znowu pojgcie operacyjne raczej niz ,,aktualny” byt.

Podobnie w duchu kartezjanskim jest teoria funkcji pochodnych La-
grange’al6. Uwazat on rachunek rézniczkowy i catkowy Leibniza za rachunek
kompensujacych si¢ btedow i sadzil, Ze nie istnieje mozliwos$¢ rozwigzania tego
problemy w tym duchu. Bo jak mozna rozpatrywac¢ stosunki migdzy ,,zerami”
(rézniczkami), a pdzniej opuszcza¢ wyrazenia, w ktorych te ,,zera” wystepuja.
W teorii Lagrange’a, aby unikng¢ przy definiowaniu pochodnej pojgcia nie-
skonczenie matej (rozniczki) wykorzystuje si¢ metode rozwijania funkcji f
w szereg potggowy. Pochodnaf’ funkcji fjest po prostu wspotczynnikiem przy
pierwszej potedze rozwinigcia funkcjif. Pochodne kolejnych rzedéw sa wspot-
czynnikami rozwinigcia przy kolejnych sktadnikach rozwinigcia. T¢ mysl uczy-
nit Lagrange fundamentem calej analizy. Samo rozwijanie funkcji w szereg
potegowy nalezalo przeprowadzi¢ w sposodb czysto algebraiczny. Zostato wy-
eliminowane pojg¢cie nieskonczenie matej, wielkos$ci znikajacej, granicy, fluks;ji.

W oparciu wigc o jasne i oczywiste pojecie (pojgcie rozwini¢cia w sze-
reg) innej teorii mozna unikna¢ potrzeby operowania pojeciami metnymi majg-
cymi uzasadnienie jedynie w intuicji. Cate rozumowanie oparte byto jednak na
zatozeniu, ze kazdg funkcje mozna rozwijaé w szereg potegowy (bylo to zato-
zenie powszechnie przyjmowane w XVIII wieku) i dodatkowo, ze formalne
przeksztalcenia algebraiczne na szeregach sg zawsze dopuszczalne i zachowuja
wlasnosci odpowiadajacych im funkcji.

Zauwazmy, ze w przypadku metody Leibniza przyjmowato si¢ jako in-
tuicyjnie oczywiste pojecie wielkosci nieskonczenie matej czy wielko$ci znika-
jacej, natomiast Lagrange (realizujacy program kartezjanski) za takie intuicyjnie
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oczywiste byty uznawat dziatania i metody algebraiczne oraz ich stosowanie do
analizy. Wedhug koncepcji Kartezjusza do metod badawczych docieramy po-
przez ogdlne przed-matematyczne rozwazania i w samej matematyce sa one
traktowane juz jako oczywiste zrodlo prawdy. W przypadku Leibniza tymi
przed-matematycznymi bytami sga nie metody badawcze, lecz pewne pojecia
(jak np. pojecie wielkosci nieskonczenie matlej).

Zauwazmy, ze metoda kartezjanska probuje pokazaé niesprzecznos¢
drugiej alternatywy argumentu A3 Zenona z Elei (por. rozdziatl I § 5) —jesli byt
jest podzielny i podzial ten przebiega w nieskonczono$¢, to kazda otrzymywana
w trakcie podzialu cze¢s¢ ma wielko$¢; byt jest wigc dowolnie duzg suma wiel-
kosci, czyli sam jest nieskonczony, co jest niedorzecznoscig. Tak argumentuje
Zenon, a zgodnie z metoda kartezjanska trzeba odpowiedzie¢, ze nie rozpatruje
si¢ ,,dowolnie duzych sum wielko$ci”, lecz wylacznie przeprowadza si¢ opera-
cje brania granicy wielkosci skonczonych - ta granica okazuje si¢ w pewnych
przypadkach skonczona i znika tym samym zasadno$¢ paradoksu.

Natomiast metoda leibnizjanska ukazuje mozliwo$¢ zneutralizowania
pierwszej alternatywy argumentu Zenona —jesli bytjest podzielny i efektem tego
dzielenia sg czg$ci niepodzielne, a wigc pozbawione wielko$ci, to wtedy taka
cz¢$¢ pozbawiona wielkosci po dotaczeniu do jakiej$ wielkosci nie powigkszajej;
sam byt, bedacy suma takich czgsci musi rowniez by¢ pozbawiony wielkosci, co
jest sprzeczne z przyjetym zalozeniem. Jednak niepodzielne nieskonczenie mate
Leibniza nadaja si¢ do tworzenia wielkos$ci (bytow podzielnych).

Jak pokazemy w rozdziale V w swojej filozofii Husserl przeciwstawia
si¢ nowozytnej idei nauki. Istnieje jednak przynajmniej jeden punkt, w ktoérym
jego poglady okazuja si¢ blizej wizji Leibniza niz Kartezjusza. To krotkie spoj-
rzenie pozwoli, jak sadze, lepiej zrozumie¢ analizowane réznice mig¢dzy tymi
nowozytnymi filozofami. Niech podstawa bedzie praca Husserla O pochodzeniu
geometriil].

Aby zrozumieé, czym jest wiedza geometryczna, jakie jest zrodto jej sen-
su musimy spytac¢ si¢ o pierwotny sens przekazanej nam przez tradycje¢ tej jedynej
geometrii obowigzujacej teraz i od zawsze. Husserl zauwaza, ze to, iz ,,wszystkie
nowe uzytki wyrazajarzeczywista prawde geometryczna, jest rzecza a priori pew-
na”, pod warunkiem, ze ,,reaktywuja pierwotne aktywnosci zamknigte w podsta-
wowych pojeciach, bez ‘co’ i ‘jak’ przednaukowych tworzyw tych aktywnosci’28.
Jesli tego nie czynia, jesli nie reaktywuja prapoczatkow, ajedynie przekazuja me-
tody konstruowania nowych twierdzen, to sa nieautentyczne.

Husserl zarzuca geometrii i nie tylko geometrii brak autentycznosci. Na-
uka musi wrodci¢ do teoriopoznawczego uzasadnienia samej siebie, gdyz z zasady
historia nauk szczegétowych, w sensie zwyktej historii faktéw, nic z tego, co na-
lezy dojej tematu, nie moze uczynié¢ zrozumialym?29. Kazdy obiekt (byt) istniejacy
w danej nauce rozwija si¢ przyjmujac ciaggle nowe znaczenia — ma wewnetrzng
struktur¢ sensu. Nie chodzi o badanie i porownywanie réznych faktow (sprowa-
dza si¢ to do patrzenia na nauke z perspektywy praktyk magicznych jej uprawia-
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nia, gdyz wlasciwych niemal wytacznie dla ludzi danej epoki), lecz o uchwycenie
jednos$ci danego obiektu wystepujacego w réznych historycznych przejawach.
Dany terazniejszy obiekt jest nawarstwieniem senséw ufundowanych w pewnym
pra-sensie, ktory badania historyczne powinny odkry¢.
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Rozdziat V
Nowy program matematyzacji wiedzy

W XIX wieku pojawily si¢ w matematyce nowe metody badawcze i po-
nadto ujawnilo si¢ nowe spojrzenie na istot¢ i zadania matematyki. Dalo to
w konsekwencji mozliwos¢ glebszego wniknigcia w zagadnienie continuum.
Bardzo istotne dla tych przeobrazen byto sformulowanie przez Bolzano i Rie-
manna nowego programu matematyzacji wiedzy. Byla to idea nauki uniwersalne;j
na wzor mathesis universalis Kartezjusza czy Leibniza, jednak roznita si¢ od
tamtych w kilku punktach.

Przetom, ktory dokonal si¢ za sprawa tych dziewigtnastowiecznych
matematykoéw, doprowadzit do powstania nowych jakosciowo teorii matema-
tycznych, lecz przede wszystkim byt zwigzany ze zmiang mentalnos$ci — zaczgta
ona ogarnia¢ kolejne obszary nauki. Bolzano rozpoczyna swoja dzialalnosc
naukowa w 1804 r. (praca Betrachtungen), ktéra konczy si¢ wraz zjego $mier-
ciaw 1848 r., natomiast tworczo$¢ Riemanna obejmowata okres 1851-1862 (na
cztery lata przed $miercia choroba praktycznie sparalizowata twoércza dziatal-
no$¢ Riemanna) — lata te sg czasem rodzenia si¢ nowych idei, ktore staly si¢
podstawa nauki wspotczesnej.

W pierwszej czesci rozdzialu przyjrzymy si¢ refleksji filozoficznej Rie-
manna nad nauka. Bedzie to stanowilo podstawe przy analizowaniu réznic mig-
dzy nowozytna wizja nauki uniwersalnej (okreslona gléwnie przez Kartezjusza
i Leibniza) a paradygmatem, ktory wylania si¢ z refleksji Bolzano i Riemanna.

Filozoficzne wysitki Riemana skoncentrowane sg gléwnie w trzech pra-
cach: Zur Psychologie und Metaphysik (Zpsychologii i metafizyki), Erkenntnis-
stheoretisches (Z dziedziny teorii poznania) oraz Naturphilosophie (Filozofia
Naturalna). Prace te nie sg obszerne, stanowig jednak zarys wielkiego planu
budowy systemu filozoficznego w oparciu o wyniki i ustalenia nauk szczegdlo-
wych. Wida¢, ze jedynie choroba i przedwczesna $mier¢ nie pozwolily Rieman-
nowi zrealizowaé tego dzieta. W Dictionary of Scientific Biography Hans Freu-
denthal pisze: ,,Rieman’s evolution was slow and his life short. What his work
lacks in quantity is more than compensated for by its superb quality. One of the
most profound and imaginative mathematicians of all time, he had a strong incli-
nation to philosophy, indeed, was a great philosopher. Had he lived and worked
longer, philosophers would acknowledge him as one of them’2.

Warto zauwazy¢, ze faktami naukowymi sg dla Riemanna nie tylko wy-
niki nauk szczegotowych, lecz rowniez przemys$lenia i refleksje filozoficzne
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m.in. Kanta i Herbarta. Nie istnieja w tej pracy aprioryczne ustalenia dotyczace
zakresu i znaczenia omawianych poje¢¢ — takie pojeciajak np. ,,system poje¢” (das
Begriffssystem), ,,objasnianie przyrody” (die Natur auffassen), ,,powierzchniowa
warstwa zjawisk” (die Oberfldiche der Erscheinungen) , ,ciagla zmiana” (die
stetige Verdnderung) czy ,,zwiazek przyczynowy” (die Causalitdit) uzyskuja sens
i wlasciwe (Sciste) znaczenie poprzez kontekst nauki, w ktory sg uwiktane. Nie
jest to powszechny sposob uprawiania filozofii, gdyz bez rozumienia wynikow
nauk szczegdlowych, stanowiacych baz¢ danych rozwazan, te rozwazania moga
zagubi¢ swoj sens. Dlatego kluczowg czescig tego rozdziatu, pozwalajaca
uchwyci¢ koncepcje¢ filozoficzng Riemanna, sg te fragmenty, w ktorych pokaze
kontekst filozofii Riemanna tzn. niektore jego idee i pomysty w obszarze ma-
tematyki.

Z drugiej strony filozofia poznania, ktoérg Riemann przyjmowat, stano-
wita podstawe jego metod badawczych w obszarze matematyki, fizyki jak row-
niez w ramach tzw. filozofii naturalnej. Nie istniat dla niego rozdziat pomiedzy
roznymi obszarami wiedzy, a wszelkie zbyt daleko idace specjalizacje, tzn.
specjalizacje, w ktorych jest si¢ gluchym na istotne wyniki innych nauk, byty
dla Riemanna zaprzeczeniem prawdziwej wiedzy — jego praca naukowa miata
wigc charakter unifikacyjny.

Mimo, iz raczej nie bylo bezposredniego oddzialywania prac Bolzano
na Riemanna, to jednak mozna traktowa¢ idee Riemanna jako kontynuacj¢ po-
mystéw Bolzano w zakresie przebudowy podstaw matematyki i budowy nowej
koncepcji mathesis universalis. W ramach tej nowej koncepcji rodza si¢ pomy-
sly prowadzace do teorii wymiaru, teorii continuum rzeczywistego Dedekinda
czy teorii mnogosci Cantora. W projekcie Bolzano pojawia si¢ bardzo wyraznie
idea przebudowy podstaw logicznych matematyki. Miata ona duze znaczenie
dla powstania nowych dziatow matematyki, chociaz ten wptyw dokonatl si¢
glownie za sprawa prac Riemanna.

Oczywiscie konieczno$¢ przebudowy podstaw matematyki, w szczego6l-
nosci analizy, dostrzegana byta i postulowana réwniez przez innych matematy-
kow, migdzy innymi przez Cauchy’ego, Dirichleta, Dedekinda i Weierstrassa.
Wszyscy oni byli niezadowoleni z braku solidnych podstaw analizy - chodzito
gléwnie o sprecyzowanie lub wyeliminowanie takich poje¢ jak granica, cigglosé,
funkcja czy nieskonczenie mata. Weierstrass np. proponuje, w swoim inau-
guracyjnym wykladzie na posiedzeniu Berlinskiej Akademii Nauk podja¢ badania
nad glebszym zrozumieniem relacji migdzy matematyka a naukami przyrodni-
czymi — w tych badaniach upatruje szans¢ uzdrowienia analizy matematycznej.}
Natomiast Dedekind stwierdza, ze nalezy odrzuci¢ blyskotliwg intuicj¢ jako pod-
stawg nowych matematycznych odkry¢..Do zapewnienia matematyce wiasciwego
rozwoju wystarczajacy jest rygor prostych algebraicznych prawd. Brak jest jed-
nak u tych matematykow tak $mialej wizji przebudowy calego gmachu wiedzy,
jaka mozna dostrzec w pracach Bolzano i Riemanna, i oparcia tej przebudowy na
nowych teoriach matematycznych, ktore nalezy dopiero stworzy¢.
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1. Filozofia poznania Riemanna

Zacznijmy od zadan jakie stawia Riemann nauce (i sobie) w pracy Er-
kenntnisstheoretisches. Juz zaraz na poczatku pisze: Naturwissenschaft ist der
Versuch, die Natur durch genaue Begriffe aufzufassen.4 Nalezy wigc stworzy¢
system S$cistych poje¢ (genaue Begriffe) i tylko one sa w stanie ,,wpisac si¢” w
przyrode. Riemann sadzi, ze nadszed! juz czas dla nauki, aby wnikna¢ w istote
zjawisk przyrody glebiej niz to bylo zrobione przez Galileusza i Newtona w
odniesieniu do astronomii i fizyki. Chodzi mu nie tyle o opisanie zjawisk przy-
rody (co, wedlug niego, dobrze zrobili wyzej wspomniani uczeni), co o znale-
zienie przyczyn tych zjawisk. Pojecia funkcjonujace w naukach tworza pewien
system, ktory powinien by¢ tak uzupeiniany lub przetwarzany, aby mogt wyja-
$ni¢ nieoczekiwane wczesniej doswiadczenia — ten proces uzupetniania systemu
poje¢ doprowadza do wzrostu zdolnosci poznawczych i sprawia, ze poznanie
sigga poza powierzchniowa warstwe zjawisk, a wigc do ich istoty. Wedtug
Riemanna system poj¢¢ stuzy do logicznego objasniania przyrody, czyli w po-
laczeniu z poprzednim fragmentem, mozemy sadzi¢, ze logika systemu pojec
ma kluczowe znaczenie dla uchwycenia istoty obserwowanych zjawisk. I, co
wazniejsze, zdolnos¢ przewidywania nowych zjawisk zalezy wylacznie od Sci-
stosci poje¢. Z jednej strony, system pojec jest uzupelnieniem postrzegania
zmystowego, natomiast z drugiej, obserwowanie nieprzewidywanych przez
system zdarzen, prowadzi do uzupetnienia systemu poj¢¢. W ten sposoéb otrzy-
mujemy wazne sprzgzenie zwrotne miedzy rzeczywistoscia a struktura logicznag
systemu poje¢¢, ktéore, wedlug Riemanna, umozliwia wniknigcie w istot¢ zja-
wisk.S Przy okazji mozemy zwroci¢ uwage na ukazany przez Riemanna ogodlny
mechanizm generowania nowych poje¢ — nowe pojecie rozszerzajace i uzupet-
niajace system zostaje wygenerowane, gdy podczas proby objasniania zjawisk
pojawia si¢ sprzeczno$¢ migdzy przewidywaniami teorii a tym, co rzeczywiscie
ma miejsce. Pojgcia maja swoja genezg¢ w doswiadczeniu zmyslowym i odpo-
wiedzialny za ich powstanie jest wylacznie ,,obszar styku” migdzy logiczna
struktura systemu a zjawiskiem. Czym jest ten ,,obszar styku” — czy jest cze¢scia
Swiata zjawisk, czy cze$cig systemu poje¢, czy wreszcie ma swoja wilasng
strukturg?

Riemann proponuje spojrze¢ na ten problem poprzez, kluczowe dla po-
znania i wiedzy, pojecia ciaglej zmiany (stetigen Veridnderung) i zwiazku
przyczynowego (Causalitiat). Zal6zmy, ze obserwujemy przechodzenie pew-
nej rzeczy z jednego stanu w drugi, bez naglej zmiany. Pojecie, ktoére ,,zderza
si¢" z tym doswiadczeniem, to pojecie ,,rzeczy dla siebie”. Rzecz zostaje tym
czym byla, jednak nastgpita ,jaka$” zmiana. Chcac ocali¢ racjonalnos¢ struktu-
ry doswiadczenie-pojecie musimy zalozy¢, ze rozpatrywana rzecz przechodzi
z jednego stanu w drugi przez wszystkie stopnie posrednie. Pojawia si¢ wigc
pojecie ciaglej zmiany. Ponadto, z tego samego powodu co powyzej, musimy
zatozy¢, iz rzecz zostalaby tym czym byta, gdyby nie doszto do niej co$ nowe-
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go, czyli pojawia si¢ pojecie zwigzku przyczynowego. Badajac przyczyne
zmiennos$ci badamy zarazem ten obszar styku miedzy logika a rzeczywistoscia,
ktéry generuje pojecia. 1jak pisze Riemann: W tym lezy potrzeba badania przy-
czyny wszelkiej zmiennosci (Hierin liegt der Antrieb, zu jeder Verdnderung
eine Ursache zu suchen).§

Jest to postawienie ogdlnego i odwiecznego ,,filozoficznego” problemu
— wyjasnienia czym jestjakakolwiek zmienno$¢, jakajest jej istota.

Chcac odpowiedzialnie bada¢ obszar styku migdzy logika a rzeczywi-
stoscig, nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, kiedy poznanie i rozumienie §wiata
uznajemy za prawdziwe? To, co proponuje Riemann jest, na pierwszy rzut oka,
wylacznie pewna wersja klasycznej definicji prawdy:

Poznanie jest prawdziwe, jesli caloksztalt przedstawien odpowiada
caloksztaltowi rzeczy (Wenn der Zusammenhang unserer Vorstellungen
dem Zusammenhange der Dinge entsprichte)]

Poszczegodlne elementy systemu moga znacznie si¢ rozni¢ od poszcze-
golnych elementéw rzeczywistosci, jednak zwigzki miedzy tymi elementami
muszg by¢ jednakowe. Tym samym, ze zwigzkéw miedzy zjawiskami, otrzy-
mujemy informacje o zwigzkach mig¢dzy rzeczami. Jest to ten obszar rzeczywi-
stosci, ktory nie jest zamknigty przed mozliwos$ciami poznawczymi — umyst
poznajacy ma mozno$¢ dotarcia do istoty rzeczywistosci. Co nalezy wigc do
istoty rzeczywistosci, czyli w oparciu o co jest poznawany zwigzek migdzy
rzeczami? | tutaj podaje Riemann dwa takie elementy:

1. Ilosciowe, czasowo-przestrzenne zaleznosci oraz
2. Stosunki intensywno$ci danych wlasnosci i ich jako$ciowe rozréznienia.

| znéw, na przykladzie pojecia zwiazku przyczynowego oraz zmienno-
$ci, Riemann wyjasnia swoje stanowisko. Odwieczny problem zmiennosci staje
si¢ w rekach Riemanna ,.kamieniem filozoficznym”, pozwalajacym zamienic¢
doxa w episteme. Przyjrzyjmy si¢ temu doktadniej. Poniewaz to, co tworzy
strukture tego pojecia (tzn. pewien uklad zaleznosci miedzy czeg$ciami sklado-
wymi) musi by¢ takie samo w réznych rodzajach i przejawach zmiennos$ci (w
oparciu o definicj¢ prawdy Riemanna), wigc otrzymujemy podzial pojecia
zmiennosci na trzy czesci skladowe:
A - ,,podmiot” zmiennosci, czyli to, co dziala;
B - ,,przedmiot” zmiennosci, czyli to, do urzeczywistnienia czego dazy to, co
dziala.
C - zalezno$¢ miedzy podmiotem i przedmiotem zmiennoS$ci, ktéra sprowadza
si¢ do zdeterminowania przedmiotu zmiennosci przez podmiot zmiennosci, co
oznacza, ze dziatanie zalezy wylacznie od istoty dziatajacego.

Przy takim podziale pojgcia zmiennosci mozna zauwazy¢, ze konieczne
jest, aby to co dziata, nakierowane bylo na tworzenie lub zachowanie samego
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siebie. W innym przypadku niemozliwe statoby si¢ catkowite zdeterminowanie
przedmiotu zmiennos$ci podmiotem.

Gdyby tym dzialajacym byla rzecz (przez ,,rzecz” Riemann rozumie byt
jednostkowy, co$, co jest maksymalnie proste, nie podlegajace dalszemu rzeczy-
wistemu podziatowi), to dochodzimy do stwierdzenia, ze ta rzecz miataby rézne
stopnie bycia, czyli nie bylaby do konca tym, czym jest. Taka mozliwo$¢ Rie-
mann odrzuca i tym samym otrzymuje konkluzje, ze, jesli co$ dzialajacego dazy
do zachowania lub tworzenia samego siebie, to tym dzialajacym moze by¢é wy-
lacznie stan lub stosunek — bo tylko one podlegaja stopniowaniu. Rzecza, w ro-
zumieniu Riemanna, jest wigc byt, ktory nie jest ukladem innych bytéw - jest to
mozliwie najprostsza podstawa rzeczywistosci. Jesli wigc dwie rzeczy a i b
wchodzg ze sobg w zwiazek, dzigki pewnej przyczynie zewngtrznej, to albo
z samej tej zalezno$ci, albo ze zmiany jej stopnia, moze wynikac¢ pewien skutek c.
Prosciej jest przyjac, jak uwaza Riemann, ze cjest skutkiem ich zaleznosci.

Rzeczywistos¢ sktada si¢ wigc z maksymalnie prostych bytow oraz
z zaleznosci mig¢dzy nimi. Jakikolwiek zwiazek przyczynowy dotyczy zalezno-
$ci migdzy rzeczami, a nie samych rzeczy. Tak samo jest w przypadku zwigzku
mi¢dzy podmiotem poznajacym a rzeczywisto$cia — poznawane sa zwiazki i za-
lezno$ci migdzy rzeczami, czyli przyczyng prawdziwosci poznania jest cato-
ksztalt zaleznosci migdzy rzeczami. Poje¢cie catoksztattu usuwa niebezpieczen-
stwo posuwania si¢ w konstrukcji zwigzku przyczynowego ad infinitum — cato-
ksztalt zaleznosci jest niezmiennikiem poznania, wiecej, absolutem poznaw-
czym okre$lajacym, z jednej strony, struktur¢ rzeczywistosci, a z drugiej,
struktur¢ poznawcza (zwiazek mi¢dzy podmiotem i rzeczywisto$cia poznawa-
na) a w konsekwencji ujmujacym prawdg procesu poznawczego.

Wszelkie zwiazki przyczynowe sprowadzaja si¢ wigc do zaleznosSci
miedzy rzeczami, a poniewaz te zaleznosci odczytujemy z doswiadczenia, stad
réwniez zwiazki przyczynowe nalezy ustanawia¢ w oparciu o do$wiadczenie.
Jednak, poniewaz poznawanie rzeczywistosci (ktére w istotny sposob zalezne
jest od systemu poje¢¢) nalezy do caloksztaltu zaleznosci migdzy rzeczami, ist-
nieje obowiazek poprawiania i dopelniania obserwowanych zjawisk nastepuja-
cymi po nich rozumowaniami. W budowanej teorii naukowej, istotnymi sktad-
nikami budowli sa hipotezy, przez ktéore Riemann rozumie obserwacje (zalez-
nos$ci migdzy rzeczami) po ich rozumowej analizie, a nie czyste spekulacje czy
,spekulacje” utworzone choéby w oparciu o dane doswiadczalne. Przy takim
rozumieniu hipotezy Riemann wyraznie przeciwstawia si¢ koncepcji Newtona,
dla ktorego ,, Quonicquid enim ex phaenomenis non deducitur, hypothesis vo-
canda est”. Hipoteza, w ujeciu Riemanna, to caloksztalt zaleznosci migedzy ob-
serwowanymi zjawiskami, jak roéwniez miedzy tymi zjawiskami a systemem
uniesprzeczniajacych je poje¢. Wedlug niego prawa ruchu sg w istocie hipote-
zami, W jego rozumieniu tego stowa.f

Zauwazmy, ze tak ,,nowoczesne” rozumienie hipotezy (bedacej nieroz-
dzielnym potaczeniem faktow do$wiadczalnych i rozumowan) pojawito si¢ na
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poczatku drugiej potowy dziewigtnastego wieku — przed wystapieniami pozy-
tywistow i neopozytywistow i wieloletnimi dyskusjami na temat ,,gotych fak-
tow” w naukach przyrodniczych, i rzekomej koniecznos$ci eliminacji ,,spekula-
cji” z nauki

2. Filozofia naturalna (Naturphilosophie)

Praca Riemanna dotyczaca filozofii naturalnej miala by¢ kontynuacja
dzieta Newtona. Sklada si¢ ona z trzech czegsci: Molecularmechanik, Gravita-
tion und Licht oraz Neue mathematische Principien der Naturphilosophie. Cho-
dzitlo w niej Riemanowi o znalezienie istoty zjawisk, ktorych opis znajduje si¢
w dzietach Newtona. Stanie si¢ to mozliwe poprzez wskazanie odpowiednich
struktur matematycznych generujacych dane prawa przyrody.

Riemann rozpoczyna od pytania: jak opisa¢ ruch punktéw materialnych
mi, m2, ... w przestrzeni, pod dziataniem sit Xb Yb Zb X2, Y2, 72, ..., jesli sily Xi,
Yb Z; dziataja rownolegle do osi uktadu wspotrzednych, a punkt o masie m, ma
wspotrzedne Xb y» zd

Oczywiscie zostato to juz zrobione przez Newtona w jego mechanice,
przy pomocy praw ruchu. Riemannowi chodzi jednak o to, aby znalez¢ (zgodnie
ze swoja koncepcja filozoficzng) taka ogdlng matematyczng strukturg, ktora
ujmowalaby wystgpujace w opisywanym zjawisku zalezno$ci — woOwczas prawa
ruchu powinny wyloni¢ si¢ z tej struktury przy pomocy pewnej hipotezy
»generujacej” (przez ktora rozumiem hipotez¢ uzupetniajaca te¢ strukture, zgod-
nie z filozofiag Riemanna). Przyje¢ta przez Riemanna struktura ma postac:

dx; X, z,

(S
do  m; de [T dt  m

Natomiast hipotezg generujaca prawa ruchu okazuje si¢ zasada naj-
mniejszego dzialania domagajaca si¢, aby powyzsze wyrazenie stato si¢ mini-
malne. Poniewaz minimalng warto$cig tego wyrazeniajest zero, wigc otrzymu-
jemy znane prawa ruchu:

dXx; Y dYi Y dxz,
(N) m oy = X,,m, =

=Yi’m; ""dt2" Z’

Zauwazmy, ze wyrazenie (S) wraz ze sposobem otrzymania rownan
(N) ma bardzo scisly zwiazek z metoda, ktora Dirichlet wprowadzit w pracy
Uber einen neun Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich
diinnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem
Punkte ihrer Oberfldche gegeben ist w roku 1850. Chodzi 0 znalezienie funk-
cji potencjatu V w calym obszarze kuli okreslonej na jej brzegu, ktora speknia
rownanie Laplace’a:
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Ta metoda, nazwana przez Riemanna zasada Dirichleta odgrywa
ogromna rol¢ w wielu fizycznych i matematycznych teoriach. Rieman wyko-
rzystatja po raz pierwszy w pracy Theorie der Abel'sehen Functionen?

W kolejnym fragmencie zastanawia si¢ Riemann nad przyczynami
praw, ktore rzadza spadajacymi ciatami oraz ruchem ciat niebieskich. Moznaje
uja¢ w forme nastgpujacych zatozen:

1) Istnieje nieskonczona przestrzen posiadajaca wlasnosci opisywane przez
geometri¢ oraz istniejg ciata wazkie, ktére zmieniajg swoje potozenie w tej
przestrzeni w sposob ciagly.

2) W dowolnej chwili dowolny wazki punkt materialny posiada ,,co$”, czemu
przystuguje wielkos¢ i kierunek, i uwarunkowany przez nie ruch. Gdyby
ciato materialne bylo w przestrzeni tylko jedno albo nie zmieniatoby ono
swego polozenia, albo poruszaloby si¢ po prostej ze stata predkoscia (dlate-
go, ze posiada to ,,co$”, co samo z siebie si¢ nie zmienia). Nie mozna, jak
uwaza Riemann, uzasadnia¢ powyzszego prawa dynamiki zasadg racji do-
statecznej (jak robit to Newton), gdyz przyczyna ruchu ciata materialnego
winna znajdowac si¢ wewnatrz ukladu materii.

3) W dowolnej chwili w kazdym punkcie istnieje ,,co$8”, co ma okreslonag
wielko$¢ i kierunek (sita przyspieszenia), i co przekazuje znajdujacemu si¢
tam punktowi materialnemu (jakikolwiek by on nie bytl0) okreslony ruch,
ktory naklada si¢ w sposdb geometryczny na ruch, ktory ten punkt juz po-
siadal.

4) W kazdym punkcie materialnym p istnieje ,,cos”, co ma okreslong wielkos¢
(absolutna sila ciazenia) i co wytwarza w kazdym punkcie przestrzeni sil¢
przyspieszenia odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci od punktu
p, 1 proporcjonalng do, wlasciwej temu punktowi, absolutnej sily cigzenia.
Ta sita przyspieszenia sumuje si¢ w sposob geometryczny ze wszystkimi
innymi sitami przyspieszenia.

Wida¢ wyraznie, iz Riemann probuje ,,domkna¢” teori¢ Newtona, aby po-
trzebne zalozenia nie byly jakimi§ dodatkowymi (,.filozoficznymi” czy ,,intu-
icyjnymi”) zalozeniami, lecz stanowily integralng cz¢$¢ systemu. Trzeba zna-
lez¢ taki system, ktory zawrze w sobie i uscisli wszystkie niezbedne zasady,
pojecia i struktury. | taki system, wedlug Riemanna, jest mozliwy. Wedlug
Riemanna, trzeba jednak przyjac, ze wszystkie wlasnosci przestrzeni sg opisy-
walne przez geometri¢. A poniewaz do tych wlasnosci przestrzeni nalezy moz-
liwos¢ cigglego przemieszczania si¢ w niej ciat oraz zdolno$¢ przekazywania sit
przyspieszenia i cigzenia, wigc rowniez sam ruch cial, oddzialywania bezwtad-
nosciowe i grawitacyjne musza znalez¢ opis w odpowiedniej strukturze geome-
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trycznej. Ponadto sity te podlegaja tym samym regulom matematycznym i moz-
na zamiast dwoch osobnych sil (przyspieszenia i absolutnej sity cigzenia) roz-
patrywa¢ w kazdym punkcie ich sume¢jako site cigzenia.

W dalszym ciagu rozwazan Riemann stwierdza, ze poza zjawiskami
grawitacyjnymi istniejajeszcze zjawiska rozchodzenia si¢ $wiatta. Wprowadza
kolejne hipotezy, ktére maja uzupelni¢ budowany system, potaczy¢ w jednym
systemie te oddzialywania i doprowadzi¢ do glebszego wniknigcia w przyczyne
zjawisk:

1. Jednorodng materi¢, ktérg wypetniona jest przestrzen, mozna traktowac jak
przestrzen fizyczna, ktorej punkty przemieszczaja si¢ w przestrzeni geome-
trycznej. Jedynymi zjawiskami, ktéore maja by¢ wyjasnione ruchem tej materii,
sg sila cigzenia i rozchodzenie si¢ $wiatla.

2. Ruch tej materii rozklada si¢ na dwa ruchy - ruch, ktéory wyjasnia site ciaze-
nia oraz ruch wyjasniajacy zjawisko rozchodzenia si¢ $wiatla.

W oparciu o te zatozenia nalezy, wedlug Riemanna, prowadzi¢ dalsze
badania, ktére powinny przebiega¢ w dwoch etapach:

1. Odkrywanie praw ruchu materii, dzigki czemu uzyska si¢ opis zjawisk — jest
to matematyczny etap badan.

2. Odkrywanie przyczyn, ktére powodujg ruch materii - jest to etap filozoficz-
ny, rownie wazny jak pierwszy, a nast¢pujacy w istotny sposéb po etapie ma-
tematycznym. Ruchu materii nie mozna wyjasni¢ w sposéb fizyczny, poprzez
przyciaganie i odpychanie si¢ jej czgsci. Nalezy poszukiwac ,,prawdziwych’™,
glebszych wyjasnien tego ruchu. Wedlug Riemanna przyczyna tego ruchu po-
winna tkwi¢ w wewnetrznym uktadzie materii. [ stad nie jest wlasciwe wyja-
$nianie praw ruchu zasadg przyczyny dostatecznej (jak robit to Newton), gdyz
sama ta zasada jest pewnym bytem spoza ukladu materii, i nalezaloby dla ukta-
du materii wraz z ta zasadg zbudowa¢ pewien meta-uklad, ktory mialby swoja
wewngtrzng strukture, oparta na logicznym uktadzie $cistych pojec.

Riemann poszukuje wigc zasad, ktére stanowia podstawe praw ruchu,
korzystajac z doswiadczenia wewngtrznego, a doktadniej analizujac mechanizm
postrzegania i zapamigtywania. Odwoluje si¢ przy tym do rozwazan i konkluzji
filozoficznych Herbarta. Tego typu metoda filozoficznych rozwazan wynika
z przyjetej przez niego definicji prawdy - prawda jest to, co pozostaje nie-
zmienne, jednakowe w okresleniu zaleznosci migdzy elementami réznych ukla-
dow, w ktorych te zaleznosci wystepuja.

Przypomnijmy krotko te poglady Herbarta, ktére mialy szczegolny
wplyw na rozumowanie Riemanna. Herbart w swojej filozofii zasadniczo od-
szedl od Kanta. Sadzil, ze doswiadczenie ma za przedmiot rzeczy uporzadko-
wane przestrzennie i czasowo. Bylo to wyjscie od potocznych przekonan i in-
tuicji. Uwazal jednak, ze potoczne przekonania zawieraja sprzecznosci i filozo-
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fia wychodzac od potocznych przekonan musi te sprzecznosci wskazac, i zasta-
pi¢ je pojeciami wolnymi od sprzecznosci. Sa trzy podstawowe sprzecznos$ci
dotyczace pojecia rzeczy, wlasnosci rzeczy ijazni:

1. Pojecie rzeczy - jest skoficzong jedno$cig 1 zarazem podzielng w nie-
skonczono$¢ mnogoscia.

2. Wiasnosci rzeczy - sa zalezne od rzeczy, ktorym przystuguja a zara-
zem sg uwarunkowane przez inne czynniki.

3. Jazn - jestjednoscia a zarazem obejmuje wiele stanow psychicznych.

Metafizyka (nauka) musi wyzwoli¢ si¢ od tych sprzecznych pojec.
W tym celu Herbart opart si¢ na dwéch podstawowych zasadach metafizycz-
nych: 1. kazdy elementarny byt dziata tak, aby zachowac siebie i przeciw-
dziata przez to innym bytom. 2. Calo$¢ Swiata wytworzona przez te wzajemne
oddziatywania oddziatuje rowniez najednostki.

Wedlug Herbarta istniejace sgjedynie elementarne realne byty, ktore sg
od siebie niezalezne i jakoSciowo rozne. Jakosci tych jednak nie poznajemy,
lecz tylko stosunki mig¢dzy nimi. Wiedza o bycie moze by¢ jedynie formalna.

Gléwnym zastosowaniem jego metafizyki byla psychologia. Za jed-
nostki psychiczne uwazatl wyobrazenia. Walczg one o utrzymanie si¢ w $wia-
domosci z innymi probujacymi je zastapi¢ wyobrazeniami. Stany psychiczne sa
kombinacjg odpychajacych i przyciagajacych sie wyobrazen. Zycie psychiczne
to mechanika wyobrazen poddana $cistym prawom, ktére mozna uja¢ w forme
matematyczna: 1. prawo kojarzenia-percepcji (wyobrazenia zalezne sg od bodz-
cow i od zwigzkow z innymi wyobrazeniami); 2. Prawo apercepcji (wyobraze-
nia zalezne sg od cato$ci nagromadzonych uprzednio w $wiadomosci wyobra-
zen i wazna jest kolejno$¢ w jakiej te wyobrazenia powstawaly). 3. Prawo za-
leznosci percepcji od apercepcji. Kazde wyobrazenie posiada wigc swoja indy-
widualng histori¢, a popedy i uczucia to pewne odchylenia i zaklécenia w pro-
cesie powstawania wyobrazen.

Opierajac si¢ na filozofii Herbarta Riemann sadzi, ze do umystu docho-
dza w sposob ciagly liczne przedstawienia, ktore szybko z niego znikaja, nie
posiadajac dhugotrwatego wplywu na spostrzezenia. Natomiast u podstaw kaz-
dego aktu swiadomosci tkwi co$, co pozostaje po znikajacych przedstawieniach
i ujawnia si¢ dzigki przyczynom innego rodzaju, zawartych w procesie pamigci.
Czym jest ta ,,pozostalos¢"”, ktéra wchodzi do umyshu przy kazdym akcie po-
strzegania i znika ostatecznie, w tym samym momencie, ze Swiata zjawisk? Jest
tym, co okres$la istote¢ kazdego psychicznego aktu, gdyz pozostaje po kazdym
akcie postrzegania i zarazem moze by¢ odtworzona przy pomocy aktu innego
rodzaju — aktu pamigci.

Analogicznie musi by¢ w przypadku przyczyn ruchu, ktéorych nalezy
poszukiwa¢ w wewnetrznym ukladzie czastek materialnych. [ w ten sposob
Riemann formutuje nastepujaca hipoteze, wyrazajaca podstawe praw ruchu:

Przestrzen jest wypelniona pewnego rodzaju materia, ktéra w sposéb
ciagly zamienia si¢ w wazkie atomy i w koncu znika z widzialnego $wiata.
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Innymi stowy, materia ze swiata widzialnego przechodzi do $§wiata nie-
widzialnego, a efektem tego procesu sa wazkie atomy. Wazkie atomy sa wigc
miejscem styku $§wiatow widzialnego i niewidzialnego — w kazdy wazki atom
wchodzi w kazdej chwili pewna okreslona ilo$¢ materii, proporcjonalna sile
przyciagania, i tam znika.

W oparciu o t¢ hipotez¢ prébuje Riemann wyjasni¢ zjawisko po-
wszechnego cigzenia (istnieje kilka prob wyjasnienia tego zjawiska przez
Newtona). Hipoteza zostata juz sformutowana i budujac logiczny system pojec
zawierajacy t¢ hipotez¢ oraz dane doswiadczalne, jesteSmy w stanie poznac
rzeczywisto$¢ materialng.

I dlatego Riemann stawia pytanie: jakie wlasnosci powinna posiadaé
materia wypelniajaca przestrzen, aby mozliwa byla realizacja tej hipotezy?
Okazuje si¢, ze powinna by¢ jednorodna, niesci$liwa cieczg bez bezwtadnosci, a
ponadto, kazdy wazki atom, w réwnych odcinkach czasu powinien przyjmowac
rowne i proporcjonalne do masy atomu wielko$ci materii — wtedy nacisk do-
znawany przez atom, znajdujacy si¢ w danym punkcie, bytby proporcjonalny do
predkosci materii w tym punkcie. | w ten sposéb otrzymujemy, ze dzialanie sily
grawitacji na wazki atom zalezy wylacznie od nacisku materii wypekniajacej
przestrzen, w bezposrednim sasiedztwie atomu.

Zaltézmy, ze pewien poruszajacy punkt materialny O ma w chwili ¢
wspotrzedne x, y, z (w prostokatnym uktadzie wspotrzednych). Niech x* y', #~
oznaczaja wspotrzedne punktu O’ (punkt O po czasie df), w tym samym ukla-
dzie. Oczywiscie wspotrzedne x', ¥, #”sa funkcjami x, y, z i element dlugosci
ds'=dx'+dy'+dz' wyraza si¢ przy pomocy jednorodnej formy drugiego stopnia
wzgledem dx, dy, dr.

ds = GNdx"G" dyl +G"dz]

Riemann zaklada, Zze roéznica migdzy poprzednig forma czastki, a jej
forma w chwili badania, jest przyczyna sit dazacych do zmiany formy czastki.
Sily, ktore daza do zmniejszenia wielkosci A = GI — 1,JI2 =G2,Aj = G3
(Riemann nazywa te wielkosci gtownymi rozszerzeniami czastki w punkcie O,
przy przejsciu od pierwszej formy do drugiej), moga byé rozpatrywane jako
funkcje liniowe tych wielkosci.

Jesli na dana czastke dziata sita grawitacji, to sila ta rozklada si¢ na site,
przy pomocy ktorej czastka przeciwstawia si¢ zmianie obj¢tosci oraz site, ktora
przeciwstawia si¢ zmianie dtugosci. Otrzymujemy wi¢c nastepujaca formuile:

av-dv  , ds-ds

av ds
Przez dV Riemann rozumie objg¢tos¢ nieskonczenie matej czastki w
chwili i, a przez dWjej objetos¢ w chwili . Wielkos$ci a i b sg ustalone dla da-
nego nieskonczenie malego przyrostu dt=t —z. Rieman argumentuje, ze nie
istnieja zadne przyczyny pozwalajace stwierdzi¢, ze dziatanie obu tych sklado-
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wych zmienia si¢ zgodnie z tym samym prawem. | pojawia si¢ wzor, ktory
uwzglednia wptyw wszystkich poprzedzajacych chwile t reakcji czastki na
zmiang jej formy:

. o f ds- .
PAV AV i gt 9SS, <9<t —pydr.
2

g

W tym miejscu stawia Riemann kluczowe pytanie. Jakie powinny by¢
funkcje pi ¢, aby grawitacja, Swiatto i cieplo moglo by¢ przenoszone przez
materi¢ wypelniajacg przestrzen?

Znaczy to, ze Riemann zdefiniowal pewna matematyczng strukture
majaca odpowiada¢ rzeczywistym oddzialywaniom wazkiej materii. | w tej
matematycznej strukturze szuka prawdy o rzeczywistosci materialnej. Ponadto
funkcje, ktore pojawiajg si¢ w tych matematycznych wzorach, musza odpowia-
da¢ konkretnym oddzialywaniom materii. [ tak sity grawitacyjne i elektrosta-
tyczne wigzg si¢ z oporem, jaki czastka materialna przeciwstawia zmianie ob-
jetosci, czyli odpowiadaja funkcji y, natomiast rozchodzenie si¢ §wiatla i ciepta
jest zwigzane z oporem, jaki stawia czgstka przeciwstawiajac si¢ zmianie dtugo-
$ci, czyli odpowiada funkcji ¢.

Zgodnie z przyjeta definicja prawdy istotna jest zdefiniowana przez
niego struktura matematyczna, ktora odpowiada strukturze rzeczywistosci, na-
tomiast elementy skladowe tej struktury trzeba okresli¢ i dopemi¢ tak, aby po-
wstaly w ten sposdb system poje¢ byl niesprzeczny, obejmujac nie tylko ele-
menty formalne, lecz rowniez dane dos§wiadczalne — ma powstaé logiczny sys-
tem poje¢ dotyczacy caloksztaltu teorii. Podstawg tego systemu poje¢c jest ma-
tematyka i poprzez nig docieramy do istoty rzeczywistosci.

3. Bolzano i podstawy nowej idei nauki uniwersalnej

Przedstawiony powyzej zarys projektu Riemanna budowy nauki, opisu-
jacej dziatanie $wiatajak i podajacej przyczyny zjawisk, jest idealnym przykta-
dem ukazujacym jak ten matematyk rozumial ide¢ nauki uniwersalnej. W tym
momencie abstrahuj¢ od tego, na ile jego propozycja bylo sensowna w po-
danych szczegodtach - chodzi o zrozumienie koncepcji, ktora byta przez Rie-
manna realizowana w calej jego dziatalnosci naukowe;.

W celu lepszego zrozumienia tej koncepcji przejdzmy do przedstawie-
nia wczesniejszego programu Bolzano przebudowy matematyki. Program defi-
nicji podstawowych poje¢ geometrii jest dla niego niezbedny do tego, aby po-
stawi¢ matematyke na solidnych podstawach. Bolzano rozpoczat realizacje tego
programu w publikacji Beytrage z 1810 r., chociazjuz wczesniej w Betrachtun-
gen (1804) znajduje si¢ zarys tego programu, jak zauwazyliSmy w poprzednim
rozdziale.
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Na poczatku Beytrage Bolzano stwierdza, ze mimo tego, iz matematyka
jest wsérod nauk najblizej doskonatosci, to jednak zawiera kilka luk i niescistosci
— nawet pos$réd swoich najbardziej elementarnych teorii. Jedna z luk jest w
geometrii, gdyz ciagle jeszcze brakuje precyzyjnej definicji wigkszosci waz-
nych poje¢: linii, powierzchni, bryty.ll

Filozofia matematyki w Beytrage jest oparta na dazeniu do maksymal-
nej Scistosci. Druga cz¢s¢ Beytrage sktada si¢ z filozoficznych analiz matema-
tycznej metody. Bolzano jest krytyczny wobec éwczesnej metody matematycz-
nej i probuje otrzymaé nowe wnioski zgodne ze swoja filozofia. Cecha charak-
terystyczng catej filozofii Bolzano jest poglad, ze wiedza matematyczna i na-
ukowa jest obiektywna. W matematyce mamy do czynienia z obiektywnymi
zwigzkami zawartymi w twierdzeniach, a nie z subiektywnymi przekonaniami
czy wierzeniami. Stad dowdd w matematyce nie ma na celu przekonania czytel-
nika do prawd, ktoére zostaly odkryte na innej drodze; to wtasnie dowod ma za
zadanie odstoni¢ obiektywne zwigzki migdzy twierdzeniami, w szczegolnosci
pomiedzy obiektywnymi prawdami. W 1810 Bolzano pisze co nastgpuje:

1V dziedzinie prawdy tj. w calosci wszystkich prawdziwych sqdow przewaza
obiektywny zwiqzek, ktoryjest niezalezny od naszego przypadkowego, subiek-
tywnego uznania go i konsekwentnie niektore z naszych sqdow sq podstawq dla
innych, ktore z nich wynikajq. Przedstawienie tego obiektywnego zwiqzku po-
miedzy sqgdami tj. wybranie zbioru sqdow i uporzgdkowanie go tak, aby kazdy
bedqgcy konsekwencjq byt tak wilasnie przedstawiony i na odwrot, wydaje si¢
wlasciwym celem realizowanym w nauce.!]

Szukanie logicznych podstaw wiedzy naukowej, jest zasadnicza kwestig
w matematycznych badaniach Bolzano. To podejscie znalazto najpekniejszy wy-
raz w pozniejszym dziele Bolzano Wissenschaftslehre.’] Istnieje znaczne podo-
bienstwo jego podejscia do teorii konsekwencji logicznej i pojegcia prawdy do te-
go, ktoére znajdujemy u Tarskiego sto lat pozniej.l4 Jak zauwazyliSmy w rozdziale
| (paragraf 4) konsekwencja teorii Tarskiego (definicji prawdy) jest to, ze sama
mozliwos¢ sformutowania poprawnej definicji prawdy dla danego jezyka sfor-
malizowanego jest dowodem jego niesprzecznosci. A ponadto z twierdzenia o de-
dukcji wynika, ze dany system definicji niesie ze sobg pewng obiektywna prawde,
gdyz wszystkie twierdzenia udowodnione w oparciu o dany system aksjomatycz-
ny pozostajg stuszne dla dowolnej interpretacji tego systemu.

Na czym polega geometryczny problem Bolzano? Pragnie on znalez¢é
,,wilasciwe” definicje podstawowych poj¢¢ geometrii. Ale co jest ,,wlasciwa”
definicja dla Bolzano? W Betrachtungen znajdujemy nastgpujgca zasade doty-
czaca natury definicji:

Prawdziwa definicja musi zawierac¢ tylko takie oznaczenia definiowane-
go pojecia, ktore odslaniajgjego istote i bez ktorych nie moze by¢ ono w ogole
pomyslane (Eine dchte definition nur solche Merkmale des erkldrenden Begriffs

enthalten muss, die sein Wesen ausmachen, und ohne welchen er gar nicht ge-
dacht werden kann).1§
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Powyzsze rozumienie definicji mozna porownaé¢ do znaczenia jakie
przypisuje Riemann S$cistym pojeciom w konstrukcji nauki. Tak tu jak i tam
mozliwe jest dotarcie do istoty rzeczy - to odpowiednio zdefiniowane pojecia
sprawiaja, ze jesteSmy w stanie rozumiec¢ rzeczywistos¢.

W Wissenschaftslehre Bolzano pokazuje ogdlnie wowczas przyjmowa-
ne rozumienie definicji matematycznej:

Pierwszy rodzaj rozwazan dotyczy zwykle idei i zdan, ktore sq defini-
cjami, przez ktoreja tutaj rozumiem nie co innegojak wyrazenia, ktore stwier-
dzajg czy pewna idea lub zdaniejest prosta, czy zlozona z czesci oraz, w ostat-
nim przypadku, zjakich czesci ona sklada si¢ ijak one sq polgczone.lf

Rozumienie definicji matematycznej przedstawione w Betrachtungen
wyraznie poglebia powyzsze okreslenie i nadaje mu wilasciwa (w rozumieniu
Bolzano) perspektywe. Definicje sa sprawozdaniem z analizy poj¢¢. Definicja
moéwi nam albo o tym czy pewne pojecie lub idea jest prosta, albo o tym, czy
jest ztozona z pewnych innych idei potaczonych razem w szczegoélny sposob.
Tak wigc definicja jest albo prawdziwa, albo falszywa w zaleznosci od tego czy
stanowi poprawny raport z analizy poje¢, czy nie.

Teoria definicji Bolzano jest $ci§le zwigzana z analogiczng koncepcja
Leibniza. Twierdzenia i pojgcia matematyczne sg zdaniami oraz ideami w sobie
i sg zarazem niezalezne od umystu. Sg one $ci$le odroznialne od pisanych, mé-
wionych czy pomyslanych zdan i idei. Obiektywna idea jest niezalezna od tego
czy ktokolwiek ja pomyslal czy wypowiedziat. Jaki jest status ontologiczny
obiektywnych idei? Nie maja one istnienia jak byty rzeczywiste. Jedynie idee
subiektywne istniejg realnie. Obiektywne idee sa jedynie elementami $wiata
znaczen (jak trzeci swiat Poppera). Wedlug Bolzano definicje sa jedyna droga
dotarcia do S$wiata istniejacego obiektywnie poprzez subiektywny S$wiat
mysli (tak samo jest w przypadku Riemanna). Analiza i rozkiad idei ztozonych
prowadzi do otrzymania calkowicie prostych idei. Swiat poje¢ Bolzano ma wigc
struktur¢ atomowa. Probujac odkry¢ definicje szukamy tych najprostszych
sktadnikéw idei. Nie sg one jedynie odkryciem naszego umyshu, lecz odkryciem
istniejacych realnie definicji poza naszym umystem. Prawdziwe definicje (czyli
zdajace poprawny raport z analizy poj¢¢) sajedyne, poniewaz ukazujg jedyny
rozktad danego pojecia na idee proste.

Dlaczego proste idee w sobie rzeczywiscie istniejg? Gdyby nie istnialy
proste idee, wtedy moglibysmy kontynuowaé podzial naszych poje¢ w nieskon-
czonos$¢. Jest to jednak nie do pomyslenia. Ponadto kazda zlozono$¢ musi by¢
wyjasniana przez czg¢sci, ktore sg proste. Nigdy ztozone czgsci danej calosci nie
moga stanowi¢ jej wyjasnienia. Analogicznie jak punkty sa prostymi skladni-
kami geometrycznych obiektow.

Z tych poszukiwan Bolzano i Riemanna wytania si¢ nowa koncepcja ma-
thesis universalis odbiegajaca w kilku istotnych punktach od wizji Kartezjusza
czy Leibniza. Jak zobaczymy pdzniej jest ona najbardziej zblizona do koncepcji
Archimedesa. Zanim jednak do tego przejdziemy ukazemy podobienstwo metod
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badawczych powyzszych matematykéw do tych metod, ktore legly u podstaw
trzecli teorii matematycznych. Sa to: teoria wymiaru, teoria liczb rzeczywistych
oraz teoria mnogosci. Dwie ostatnie narodzity si¢ w XIX wieku, natomiast teoria
wymiaru (bgdaca czescia topologii) dopiero w latach dwudziestych XX wieku.
Wraz z nimi pokazemy pewne istotne dla uchwycenia problemu continuum po-
mysty Riemanna w zakresie jego teorii rozmaitosci. Te teorie sg zarazem najwaz-
niejsza podstawa, na ktorej oparto si¢ powstanie topologii geometrycznej,
w szczegolnosci teorii continudow. Jak zobaczymy dalej teoria continudéw, ktorej
glownymi tworcami sg Brouwer i Janiszewski, stanowi idealny przyktad realiza-
cji nowej idei nauki uniwersalnej. Jak to jest mozliwe w przypadku tak specjali-
stycznej teorii matematycznej? Czy znajdziemy w tej teorii jakie§ odpowiedzi na
ciaggnacy sie od starozytnosci problem continuum? Czy rzeczywiscie ta teoria
bierze udziat w dyskusji dotyczacej zasadniczych pytan filozofii i, czy daje jakie$
istotne uwagi, spostrzezenia? Sprobujemy odpowiedzie¢ na te pytania w dalszej
czesci pracy.

4. Continuum geometryczne Bolzano

Jak zauwazyl Hilbert, problemy sa gléwna silag napgdowa matematyki.l7
Czesto rozne pojecia sa uzywane w matematyce intuicyjnie i nie wida¢ potrzeby
ich uscislania do czasu, az pojawia si¢ sprzecznosci. Wtedy uwaga matematy-
kow koncentruje si¢ na zagadnieniach, w ktérych to pojecie wystepuje i zostaja
czesto dostrzezone zaleznosci nie oczekiwane wczesniej. Tak bylo z pojeciem
wymiaru, z badan nad ktéorym wylonily si¢ wazne zagadnienia matematyczne
dopiero w XIX wieku. Jednak juz od starozytnosci istniaty proby zrozumienia
i zdefiniowania poj¢cia wymiaru oraz wyjasnienia liczby wymiard6w przestrzeni
fizycznej. Nad kwestig ta pochylali si¢: pitagorejczycy, Arystoteles, Euklides,
Ptolemeusz. Na poczatku XIX wieku Bernard Bolzano zmierzyt si¢ z tym pro-
blemem i zapoczatkowal kilka interesujacych rozwigzan. Chcialbym skoncen-
trowac si¢ na tych elementach rozwazan Bolzano, ktore wiazg si¢ jak najscislej
z powstaniem samej teorii continuéw (chodzi o precyzowanie pojecia rozcig-
glosci), bez szczegdtowego wchodzenia w zagadnienia genezy i powstania teo-
rii wymiaru.l§ Wedlug Bolzano istnieje Scisly zwigzek migdzy matematyka a fi-
lozofia. W duchu programu Leibniza szukal poje¢ i struktur logicznych leza-
cych u podstaw matematyki. Jednak w duchu nowego trendu, ktéry dopiero
w pelni ujawnit si¢ w matematycznych badaniach Riemanna, szukatl prawdzi-
wych definicji dla podstawowych obiektow geometrii.

Teoria definicji Bolzano (przedstawiona w poprzednim paragrafie) stata
si¢ dla niego motywacja dla poszukiwania ,,prawdziwych” definicji linii, po-
wierzchni, bryl w oparciu o punkt jako proste pojecie.

Szukat geometryczno-topologicznej podstawy dla calego gmachu anali-
zy. Poszukiwania ,,prawdziwych” definicji, dla obiektow geometrycznych sta-
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nowigcych podstawe catego tego gmachu, doprowadzily go do badan stricte
topologicznych. Jego prace to w duzej mierze sprawdzenie wartosci réznego
rodzaju definicji na wielu przyktadach. Jaki byt wptyw teorii definicji Bolzano
na opracowanie przez niego topologicznych definicji?

Pragnat wlaczy¢ do matematyki te obiekty, ktore do jego czasow byly
w duzej mierze rozumiane intuicyjnie i mialy jedynie przed-matematyczny
»charakter”. Sledzac jego prace odnosi si¢ jednak wrazenie, ze jest to niekon-
czacy si¢ ciag bez przerwy poprawianych definicji, ktérym brakuje naturalnego
zwienczenia w postaci twierdzen i dowodéw. Czy moze by¢é w pelni warto-
§ciowg teoria sktadajaca si¢ wylacznie z definicji? Formulowanie i dowodzenie
twierdzen pozostawil Bolzano przyszlym pokoleniom. We wstepie do Uber-
haltung zostawia innym dokonczenie swego dzieta. Ukazal w swej pracy moz-
liwos¢ budowania gmachu geometrii na podstawie teoriomnogos$ciowej i topo-
logicznej. Podane przez niego definicje otoczenia, punktu izolowanego, spdjno-
$ci staly si¢ podstawa dalszych definicji — linii, powierzchni i bryty; byly waz-
nym elementem ukazujacym mozliwo$¢ i potrzebe badan topologicznych. Te
badania bowiem pozwolily Bolzano na gl¢boka penetracje obszaru geometrii
i wgladu w jej istote. Doprowadzily go do uchwycenia po raz pierwszy wymia-
ru jako pojecia topologicznego oraz do sformutowania jednego z wazniejszych
twierdzen topologii — twierdzenia Jordana o krzywych zamknigtych.l9 Jaki pro-
blem pozwolil Bolzano spojrze¢ na geometri¢ z topologicznego punktu widze-
nia? Chodzito o problem podania definicji geometrycznych poje¢ krzywej, po-
wierzchni, bryly oraz ogdlniej o zdefiniowanie geometrycznej rozciaglosci
i continuum. Ten problem doprowadzil Bolzano do wyj$cia z granic tradycyjne;j
geometrii.

Aby zobaczy¢, dlaczego Bolzano zainteresowal si¢ geometrycznym
problemem, musimy przebada¢ poczatki jego zainteresowania si¢ matematyka
i zobaczy¢ sytuacj¢ problemowa w tradycyjnej geometrii okoto roku 1800, od
ktorego jego praca naukowa si¢ rozpoczyna. Lata 1796-1804 bytly kluczowymi
latami formowania si¢ intelektualnego rozwoju Bolzano. Od poczatku Bolzano
patrzyt na matematyke oczami filozofa. Pod tym wzgledem przypominat Karte-
zjusza, ktory pokazal mocne metodologiczne ogniwo taczace matematyke
i filozofig. Jeszcze blizej byl jednak metody Leibniza, ktéra opierata si¢ na po-
szukiwaniu wspolnego korzenia matematyki i filozofii w pojegciach, na ktoérych
mozna te dziedziny wiedzy ufundowac.

Bolzano byt gtownie zainteresowany logicznymi podstawami matema-
tyki. Nowe wyniki i zastosowania mialy by¢ wynikiem tych uprzednich logicz-
nych ustalen. Aby jednak oceni¢ wktad Bolzano w mys$l matematyczna, nalezy
skoncentrowaé uwage na budowaniu przez niego nowej metody — jest to glow-
ny cel jego pracy.

Zasadniczy wplyw na jego filozoficzng mysl (szczegodlnie filozofi¢ lo-
giki) mial podrgcznik A. G. Baumgartena Metaphysical' ktory jest streszcze-
niem filozofii Leibniza-Wolffa. Bolzano znalazt tam wiele nieprecyzyjnych



132 Wiestaw W¢jcik

definicji, twierdzen i dowodéw, m.in. konstrukcje linii, powierzchni i bryt przy
pomocy skonczonej liczby punktow.

Wedlug Baumgartena linia jest ukladem punktéw zestawionych ze soba
tak, ze tworza continuum. Podobnie powierzchnia jest cigglym uktadem linii
a bryla cigglym uktadem powierzchni. Bolzano miat zastrzezenie do tych defi-
nicji z powodu ich malej zawartosci informacyjnej — nie podawaty one w jaki
sposob mozliwe jest utworzenie z punktow linii, z linii powierzchni a z po-
wierzchni bryl. Trzeba znalez¢ wtasciwa definicj¢ cigglosci (rozciaglosci), ktora
sprawi, ze taka konstrukcja bedzie wykonalna. Jak duzy tadunek informacyjny
musi by¢ zawarty w pojeciu rozciaglosci, aby przejécie od ,jakosci” dyskretnej
(jaka jest zbior punktow) do ,jakosci” ciagglej (czyli linii, powierzchni, bryt)
stato si¢ wykonalne?

Istnieje jeszcze inna praca, ktora wywarla znaczacy wplyw na matema-
tyczng postaweg Bolzano - jest to Anfangsgriinde der Arithmetik ... Kistnara.21
Kaéstnar udowodnit to, co zwykle byto calkowicie pomijane. Te pojecia, ktérymi
zajal si¢ Kistnar, traktowane byly wcze$niej jako intuicyjnie oczywiste. On
jednak pragnal, aby stata si¢ jasna podstawa, na ktorej opieraja si¢ jego analizy.
Rozpoczat od proby zdefiniowania continuum (rozciagtosci):

Wielkos¢ ciggta (continuum) jest czyms, czego czesci sq tak polgczone,
ze kiedyjedna konczy si¢ natychmiast zaczyna si¢ druga oraz, ze pomiedzy kon-
cemjednej i poczqtkiem drugiej nie istnieje nic, co nie byloby tq wielkosciq.ll

Definicja ta jest bardzo zblizona do definicji, ktoérg podaje Arystoteles
(por roz. Il § 4 niniejszej pracy). Arystoteles bowiem pisze, iz continuum jest to
rzecz, ktora jest ciggla ajej czgsci stykaja sie i nie sg w stosunku kolejnosci. Przy
czym wczesniej definiuje stosunek kolejnosci (o stosunku kolejnosci migdzy
rzeczami mowimy wtedy, gdy migedzy nimi nie znajduje si¢ Zadna inna rzecz tego
samego rodzaju) oraz ciaglos¢ (rzeczy sg ciagle, gdy ich stykajace si¢ granice sg
te same). U Kistnara brak jest odwotania si¢ do Arystotelesa, do tych analiz lo-
gicznych, ktére musiaty zosta¢ teraz powtdrzone przez niego i przez kolejne po-
kolenia matematykow. Definicja Késtnara byla za to czg¢$ciowo motywowana
krytyka pierwszego twierdzenia z | Ksiggi Elementow. Euklides, przy konstrukcji
trojkata rownoramiennego przy danym odcinku, zaktada bez dowodu, ze dwa
okregi uzyte w dowodzie przecinajg si¢ w pewnym punkcie. Aby wypehic¢ tg
luke w rozumowaniu Euklidesa, Késtnar podat definicje¢ i dodal specjalny aksjo-
mat do systemu aksjomatow Euklidesa. | to bylo bardzo istotne — zostata podjeta
proba wlaczenia pojecia continuum w struktury matematyki.

Problem continuum, ukryty w pierwszym dowodzie Euklidesa, zmusit
Bolzano do zajecia si¢ blizej ta wlasnie sytuacja i rozpoczegcia prob uchwycenia
pojecia continuum (i wymiaru).

Dla Késtnara rozciggto$¢ geometryczna jest to przestrzen wypetniona
catkowicie przez ciagte wielkosci (jest to nawiazanie do arystotelesowskiego
pojecia stosunku kolejnosci migdzy rzeczami). Na tej podstawie mozemy zdefi-
niowac bryte, powierzchnig i linig:
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Bryla geometryczna jest rozcigglosciqg otoczong przez brzeg bryly ze
wszystkich stron. Rozciggloscig bryly najej brzegu nazywa si¢ powierzchnieg a roz-
ciggloscig powierzchni najej brzegujest linia.3

Késtnar dodaje, ze punkt jest brzegiem linii i stad brzegiem wszystkich
rozciggloséci. Tak wigc zaczynajac od bryly (czyli 3-wymiarowej rozciggtosci)
mamy, ze jej brzegami sa powierzchnie, brzegami powierzchni sg linie a brze-
gami linii sg punkty. W przeciwienstwie do Baumgartena, Késtnar argumentuje,
ze linia nie jest zbiorem w pewien sposob zestawionych ze soba punktéw i po-
dobnie, powierzchnia nie jest zbiorem linii czy bryla zbiorem powierzchni.
Teraz, przy pomocy definicji brzegowej jest mozliwe wyobrazenie sobie punk-
tow umiejscowionych gdziekolwiek na prostej tzn. brzegi nie musza by¢ rozu-
miane jako konce. W rzeczywistos$ci, punkty sa wszedzie na linii, nawet wtedy,
gdy mysli si¢ o linii jako generowanej przez ruch pojedynczego punktu.

Jednak dla Késtnara ta koncepcja nie implikuje, ze liniajest jedynie zbio-
rem punktow. Rzeczywiscie w swojej pierwszej pracy, w ktorej przedstawit defi-
nicj¢ brzegowa, Kiéstnar probuje pokazac, ze ta definicja jest sprzeczna z trakto-
waniem linii jako zbioru punktéw. Jesli linia utworzona bytaby z punktow, wtedy
dowolny punkt mialby swojego bezposredniego sagsiada. Lecz migdzy tymi sa-
siednimi punktami mimo, ze sg one rézne, nie istnialaby nawet najmniejsza do-
datnia odlegtos¢. | rowniez miara odlegtosci, jakiegokolwiek punktu linii od tych
dwoch punktow, bylaby taka sama. Mozna rzec, ze dwa rézne punkty sg w rze-
czywisto$ci takie same. Sprzeczno$¢, ktorag w tym miejscu Kistnar dostrzegl,
pokazuje, iz dla niego punkt byt pewnym obiektem jednoznacznie wyznaczonym
przezjego odlegtos¢ do innego ustalonego punktu. Brak jednak u niego wigksze-
go zaangazowania w podjecie filozoficzno-logicznych analiz nad statusem onto-
logicznym punktu.

W 1817 roku Bolzano napisat praceg,24 w ktorej poszukiwal dowodow
(zgodnych z rygorami opisanymi w Beytrdige) wzorow catkowych na dlugosé
krzywej, pol powierzchni i obje¢tosci bryt. W tej pracy mozna odnalez¢ rozwiaza-
nia problemu zdefiniowania podstawowych obiektéw geometrycznych majace
posta¢ wspotczesnych definicji topologicznych. Pragnat on zarazem da¢ geome-
tryczno-topologiczna podstawe calemu gmachowi analizy. Przyjmuje, ze figury
geometryczne (krzywe, powierzchnie i bryly) sg zbiorem punktéw i tym samym
podstawa jego geometrii staje si¢ teoria mnogosci. Jednak istotne jest przede
wszystkim wzajemne powiazanie tych punktow. | taki jest cel definicji — wyja-
$ni¢, w jaki sposob punkty sa w stanie utworzy¢ krzywe, powierzchnie i bryly.
Spojrzmy jak Bolzano definiuje te podstawowe geometryczne figury:

Linig (krzywa) nazywamy obiekt przestrzenny o tej wlasnosci, ze kazdy
punkt ma dowolnie male otoczenia (kuliste), sktadajace si¢ co najmniej zjedne-
g0 a co najwyzej ze skonczonej liczby punktow.25

Powierzchniqg nazywamy obiekt przestrzenny o tej wlasnosci, ze kazdy

Jjej punkt ma dowolnie male otoczenia (kuliste) skiadajqce si¢ z co najmniej
Jednej i co najwyzej skonczenie wielu linii.
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Brylg nazywamy obiekt przestrzenny o tej wlasnosci, ze kazdy punkt ma
dowolnie male otoczenia sktadajgce si¢ z co najmniejjednej spojnej powierz-
chni.

Sama spdjnos¢ Bolzano rozumie w sensie bycia jednym kawalkiem,
a konkretnie definiuje w nastepujacy sposob:

Linia (powierzchnia, bryla) jest nazywana linig (powierzchnig, brylg)
spojng, jesli kazdajej czes¢ ma przynajmniej jeden punkt (linig, powiezrchnie)
wspolny z pozostalymi czesciami, ktore muszq by¢ same rowniez liniami (po-
wierzchniami, brytami).26

Z tych definicji oczywiscie wynika jednorodno$¢ linii, powierzchni
i bryt. Na przyktad dwa kota polgczone odcinkiem nie tworza, w my$l definicji
Bolzano, sp6jnej powierzchni.

W latach trzydziestych Bolzano pisze kilka prac, w ktérych podejmuje
problem definicji geometrycznych. Szczegolnie wazna jest niedokonczona pra-
ca Versuch einer Erkldrung der Begriffe von Linie, Fldche und Korper.”\] Uwa-
za, ze warto$¢ poprzednich geometrycznych definicji zalezy od zrozumienia
i zdefiniowania najbardziej podstawowego pojegcia geometrii — pojecia rozcia-
gtosci (Ausdehnung), na ktérym opiera si¢ definicja linii, powierzchni i bryt.
Przeciez te geometryczne figury sa rodzajem przestrzennej rozciagtosci.

Czym jest wobec tego rozciaglo$¢? Wedlug Bolzano jest czym$ innym
niz ciaglos¢ (stetig), bo nie mozna pozbawi¢ cechy rozciggtosci np. krzywych
sktadajacych si¢ z kilku oddzielnych czgsci. Jednak nie uznaje on za rozciagtos$c
zbioru sktadajgcego si¢ ze skonczonej ilosci punktow. Rozcigglos¢ jest pewnego
rodzaju caloscia (Ganze, Inbegriff), potaczeniem w pewien sposob cze¢sci w ca-
los¢. Jak to si¢ jednak dzieje, ze pewien zbidr punktow tworzy geometryczng
rozcigglos¢, a inny nie. Jak zauwaza Bolzano, zalezy to wszystko od lego czy
w tym zbiorze sg punkty izolowane, czy takowych nie ma. W ten sposob definicja
rozciggtoséci zostaje oparta na definicji punktu izolowanego. W konsekwencji no-
we pojecie obiektu geometrycznego zostaje wyjasnione przy pomocy topologicz-
nego pojecia punktu izolowanego. Jak Bolzano definiuje wobec tego punkt izo-
lowany:

Punkt ijest izolowany w danym obiekcie przestrzennym, jesli istnieje
taka odlegtosc, ze dla wszystkich mniejszych odleglosci otoczenia, o promieniu
rownym tej odleglosci, sq puste™

Obiekt przestrzenny, ktéry nie posiada punktow izolowanych jest we-
dtug Bolzano rozciagloscia (continuum). Latwo zauwazy¢, ze punkt izolowany
w pewnym zbiorze, w sensie Bolzano, jest punktem, w ktérym zbidr jest w tym
punkcie O-wymiarowy w sensie Uryshona-Mengera.29 Odwrotna implikacja nie
zachodzi z tego powodu, ze Bolzano rozpatruje wylacznie otoczenia sferyczne.

W ksiazce Wissenschaftslehrel) Bolzano podejmuje problem definicji
continuum 1 W znacznej mierze powtarza rozumowania z pracy Versuch einer
Erkldrung der Begriffe von Linie, Fldche und Kérper. Pojawia si¢ jednak wigk-
sza determinacja us$ciS$lenia wszystkich poj¢é¢, ktéore sga elementami definicji
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continuum. Pojecie uktadu, kolekcji (Inbegriff) punktow (czy réznego rodzaju
obiektow) jest wedlug niego wicloznaczne. Dane obiekty moga w rézny sposob
tworzy¢ dang kolekcje. Wedlug Bolzano kolekcj¢ nalezy przede wszystkim
rozumie¢ jako uklad obiektow sktadajacych si¢ z przynajmniej dwdéch dowol-
nych czesci (abstrakcyjnych lub realnych), przy czym te same clementy nie
moga pojawiac si¢ wielokrotnie.}!

Bolzano zauwaza, ze mozna wyr6zni¢ kilka rodzajow kolekcji w zalez-
nosci od tego czy spelniaja, czy nie nastepujace wlasnosci:

1. Jesli kolekcja M zawiera x jako swoja czg$¢, to rowniez zawiera czesci % jako
swoje czesci;

2. Jesli kolekcja M zawiera x jako swoja czg$¢, to zadna cz¢$¢ X nie jest czescia
M.

3. Kolekcja M jest niezmiennicza ze wzgledu na permutacje jej elementow;

4. Kolekcja M nie jest niezmiennicza ze wzgledu na permutacjejej elementow;
5. Dla kazdego elementu kolekcji M istnieje bezposredni poprzednik i nastepnik
w M;

6. Dla wszystkich x 1 y w M istnieje element z w M pomigdzy x i y.

Za szczegblnie godne uwagi uwaza Bolzano nastgpujace polaczenie
powyzszych wlasno$ci:
Suma (Summe) jest kolekcja spetniajaca (1) i (3).
Zbiorem (Menge) jest kolekcja spelniajaca (2) i (3).
Szeregiem (Reihe) jest kolekcja spetniajaca (2), (4) i (5).
Ciaglym szeregiem (stetige Reihe) jest kolekcja spelniajaca (2), (4), (6).32

We wspolczesnej terminologii szereg ciagly odpowiada zbiorowi gesto
uporzadkowanemu np. liczby wymierne sa szeregiem ciagtym. Przy powyzszej
definicji ma sens poj¢cie zbioru nieskonczonego — zbidr jest nieskonczony, jesli
jest izomorficzny (przez izomorfizm Bolzano rozumie wzajemnie jednoznaczne
ustawienie w pary ,,1-1") ze swoim wlasciwym podzbiorem. Dopiero rozumie-
nie zbioru jako kolekcji ,,niepodzielnych” elementow, niezmienniczej ze wzgle-
du na permutacj¢, daje mozliwo$¢ jednoznacznego sformulowania powyzszej
wlasnosci zbioru nieskonczonego. Bolzano zauwaza, ze zbiory skonczone nie
maja tej wlasnosci, jednak nie formutuje definicji zbioru nieskonczonego, co
uczynil dopiero Cantor.

Teraz moze dopiero w sposob Scisty zdefiniowaé continuum:

Podzbior K zawarty w Rjest continuum wzglgdem R, jesli dla kazdego xe K
i dla kazdego otoczenia N punktu x istnieje w N element z K rozny odx?\

Powyzsza definicja jest praktyczne identyczna z ta z pracy Versuch
einer Erkldrung der Begriffe von Linie, Fldiche und Kérper, mimo iz formalnie
nie wystgpuje w niej pojecie punktu izolowanego. Istotne jest to, ze, zamiast
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mowi¢ ogdlnie o jakich$§ obiektach przestrzennych, uzywa zdefiniowanego
przez siebie pojecia zbioru.

Oczywiscie continuum w sensie Bolzano nie jest jeszcze topologicznym
continuum (por. rozdz. Il § 5). Przede wszystkim rozumie otoczenia geome-
trycznie (geometryczne kule czy raczej sfery), a niejako elementy abstrakcyjnie
rozumianej topologii. Dlatego np. nie widaé zalezno$ci continuum od rodziny
otoczen, bo ta u niego jest z gory ustalona. Bolzano zauwaza jednak réznice
migdzy continuum zdefiniowanym przez siebie a ,,niecontinuum”. W ksiazce
,,Paradoksy nieskonczonosci’3 podaje nastgpujacy przyklad. Rozwazmy odci-
nek az. Niech b begdzie punktem $srodkowym miedzy a i z; ¢ punktem $rodko-
wym miegdzy b i z; d punktem Srodkowym miedzy c i z itd. Jesli wyrzucimy
z tego odcinka wszystkie punkty srodkowe, wtedy punkt z bedzie punktem izo-
lowanym i tak otrzymany zbidr nie bedzie continuum w sensie Bolzano. Jesli
jednak wraz z punktami $rodkowymi wyrzucimy réwniez punkt z, wtedy
otrzymany zbior bedzie continuum w sensie Bolzano. Ten zbior nie jest jednak
continuum topologicznym.}$

Podobnie jak Leibniz Bolzano wierzyl, ze istnieja najprostsze pojecia,
z ktérych mozemy budowac¢ bardziej skomplikowane. Jednak dla tych najprost-
szych poje¢ domagat si¢ definicji, czyli formalnego wlaczenia w struktur¢ ma-
tematyki. To wyrdzniato metode Bolzano od koncepcji Leibniza i bylo zbiezne
z nowa wizja nauki uniwersalnej, ktéra w peliejszy sposob zostala ujeta
w rozwazaniach Riemanna. Dlatego z ogromna konsekwencja domagat si¢ Bol-
zano definicji dla dobrze znanych i rozumianych intuicyjnie poj¢¢ geometrii:
rozciaglosci, linii, powierzchni, bryt. Podstawe dla nich odnalazt w topologii,
ktora za jego zycia byla slabo rozwini¢ta i malo znaczaca dziedzing matematy-
ki. Tym bardziej musi zastanawia¢ glteboka intuicja Bolzano, ktory przewidziat
ogromne znaczenie topologii dla zrozumienia podstaw geometrii ijej rozwoju.

5. Rozmaito$¢ Riemanna a idea continuum

W swoim wykladzie habilitacyjnym probuje Riemann okresli¢ logiczne
zwiazki miedzy geometrig rozumiangjako czysta matematyka a jej zastosowa-
niami do przestrzeni fizycznej. Jednym z gléwnych celow, jakie stawia sobie
Riemann, jest skonstruowanie pojgcia wielkosci wielokrotnie rozciaglej przy
pomocy ogdlnych poje¢ wielkosci. Wlasnie sprecyzowanie tego pojecia jest
istotnym przygotowaniem do zrozumienia zwigzku pomig¢dzy geometrig i poje-
ciem przestrzeni. Pragnal on, aby ta teoria stala si¢ zasadniczym i ogdlnym
schematem analysis situs (topologii). Sadzil, ze gldéwna trudnos¢ lezy w filozo-
ficznej naturze tego problemu i ze przed nim jedynie matematyk Gauss i filozof
Herbart uczynili kilka istotnych uwag na ten temat.
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Jak zauwazyliSmy w poprzednich paragrafach Riemann wiele czerpat
z pogladéw Herbarta. Wplynety one rowniez na jego rozumienie przestrzeni
i na sposéb jej matematyzacji.

Istotng czegscig doktryny Herbarta jest poglad, ze nasza idea przestrzeni
jest wylacznie pewna sekwencja lub sekwencja-forma (Reihe, Reiheform).
Rowniez czas, kolory, dzwigki poznajemy jako pewne sekwencje — niekoniecz-
nie liniowo uporzadkowane. Poniewaz przestrzen zmystowa jest, wedlug Her-
barta, sekwencja sekwencji sekwencji, jest wigc 3-wymiarowa. Praktycznie
metafizyka Herbarta byla teorig ciaglosci objawiajacej si¢ poprzez czas, prze-
strzen, ruch i materi¢. Sprzecznos$ci wystepujagce w potocznym intuicyjnym
rozumieniu pojecia cigglosci stanowily przyczyne (i zarazem narzedzie) kon-
struowania poje¢¢ linii prostej, plaszczyzny i geometrycznej przestrzeni.

Ten ogo6lny schemat budowania matematyki wywarl ogromny wplyw
na Riemanna, szczegodlnie jesli idzie o badanie podstaw geometrii. Zreszta row-
niez jego wlasne badania nad funkcjami zespolonymi doprowadzily go do
uznania potrzeby topologicznych badan 2-wymiarowych powierzchni. Uwazat,
ze bez tych badan niemozliwe jest zrozumienie dalszego rozwoju niektérych
fragmentow matematyki36. Dlatego rozpoczal konstrukcje pojecia wielkosci
wielokrotnie rozciaglej (mehrfach ausgedehnte Grosse)?!

Rowniez pewne uwagi Gaussa, dotyczace poszukiwan prawdziwej
metafizyki dla wielkosci urojonych, wywarly duzy wplyw na Riemanna Na
przyktad w liscie do Hansena Gauss pisze:

Prawdziwe znaczenie 4—7 stoi bardzo zZywo przed mojg duszq, leczjest bar-
dzo trudno wyrazic¢ to w stowach, ktore mogq dac jedynie niewyrazny przelotny
obrazi

Zdajac sobie sprawe z tego, jak wiele probleméw zwigzanych z liczba-
mi zespolonymi stato si¢ mozliwych do rozwigzania, dzigki interpretacji geo-
metrycznej tych liczb jako punktow plaszczyzny, proponuje rozpoczac¢ badania
rozmaitosci 2-wymiarowych (i wyzszych).39

Catla nadziej¢ widzial w rozwoju analysis situs, dla ktorej trzeba zbu-
dowac¢ calkiem nowe metody. Mimo, Ze nie zgadza si¢ z Kantem w wielu miej-
scach, przejat od niego pojecie rozmaitosci (Mannigfaltigkeit) i wprowadzit do
matematyki. Na poczatku oznaczato ono dla niego bardzo ogélny obiekt geo-
metryczny. Wigkszej $cistosci nabiera dopiero w kolejnych pracach Riemanna.

Riemann wychodzi w swoich rozwazaniach od analizy pojecia wielko-
$ci. Dochodzi do wniosku, ze bardziej ogdlne jest pojecie rozmaitosci, gdyz
dane wielkos$ci nalezy rozpatrywac jako czg$ci rozmaitosci. To nie rozmaito$¢
jest okreslana przez punkty, lecz punkty rozmaitosci okresla si¢ przy pomocy
pewnej liczby wspolrzednych liczbowych. Sposéb przyporzadkowania tych
wspotrzednych jest lokalnie taki sam, jednak moze si¢ zmienia¢ w réznych
miejscach rozmaito$ci. Riemann rozpatrywal rozmaitosci dyskretne (wspot-
rzedne poszczegodlnych punktow sa okreslane przy pomocy liczb calkowitych)
i ciagle (liczby catkowite sa niewystarczajace do okres$lenie wspotrzednych
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punktu). Glownie interesowaly go rozmaitosci ciagle (uwazal, ze przestrzen
fizyczna jest raczej rozmaitos$cia ciagla) — ich istotg¢ probowat uchwyci¢ postu-
gujac si¢ glownie wyrazeniami filozoficznymi. Wyrazenia matematyczne do
tego potrzebne byly dopiero powoli wykuwane poprzez te pierwotne ,,filozo-
ficzne definicje". Szczegdlnym przypadkiem rozmaitosci byla dla Riemanna
wielko$¢ wielokrotnie rozciggla i to pojegcie bylo zasadniczo zgodne ze wspot-
czesnym rozumieniem rozmaitosci. Sama rozmaito$ci (w sensie Riemanna)
oznaczala po prostu zbiér z wykluczeniem zbioru pustego czy zbioru jednoele-
mentowego. Punktami tego zbioru byty jednak calkiem abstrakcyjne elementy.
Rozmaitoscig byl zbiér funkcji okreslonych na danym obszarze czy zbior
wszystkich mozliwych figur danego domknigtego obszaru przestrzeni. Jako
,Hhaturalny” przyktad rozmaito$ci podawat Riemann zbior koloréw i zbidr
wszystkich pozycji przestrzennych obiektéw postrzegania zmystowego.40

Do czego bylo potrzebne Riemannowi pojecie rozmaitosci? W celu

poddania badaniom matematycznym tych wielkosci, ktoére nie sa mierzalne.
Badamy je wtedy jako obiekty majace konkretne polozenie, jako fragmenty
rozmaito$ci, nie wyrazalne jednak przy pomocy zadnych jednostek liczbowych.
Oto chyba najwazniejszy tekst Riemanna poruszajacy t¢ kwesti¢. Zawiera si¢
w nim zarazem wskazanie potrzeby badan topologicznych.
Badania, ktore mogg by¢ w tym przypadku ustanowione tworzg ogolnyfragment
nauki o wielkosciach, w ktorych wielkosci sq traktowane niejako niezalezne od
polozenia i niejako wyrazalne przy pomocy jakiejs jednostki, leczjako czesci
rozmaitosci.

Pojecie ‘Grosse’ Riemann uzywa w sensie bardzo ogdlnie rozumianej
rozciggtosci (niekoniecznie metrycznej). Samo pojegcie rozmaitosci (Man-
nigfaltigkeit) rozpatrywal w dwoch aspektach:

1. Jako narzedzie do tworzenia rozmaitosci wielowymiarowych oraz

2. jako metode¢ okreslania punktow lezacych w tej rozmaito$ci przy po-
mocy zbioru wspotrzednych liczbowych.

Rozmaitos$¢ jest przez niego definiowana w sposéb indukcyjny. Przez
rozmaito$¢ l-wymiarowa rozumie taka przestrzen, w ktorej ciagly ruch jest
mozliwy tylko w dwoéch kierunkach. 2-wymiarowa rozmaito$é otrzymujemy
przesuwajac punkt po punkcie I-wymiarowa rozmaitosci. Innymi stowy, ciagly
ruch linii tworzy powierzchni¢. Mozemy ten proces kontynuowac otrzymujac
rozmaito$¢ dowolnie wysokiego wymiaru. Definicja podana przez Riemanna
nie jest jednak zbyt precyzyjna:

Jezeli, zamiast traktowaé obiekty jako okreslone, rozwaza sie je jako
zmienne, wtedy konstrukcje mogq by¢ opisanejako zlozenie zmiennej wymiaru
n+1 utworzonej ze zmiennej wymiaru n i zmiennej jedno-wymiarowej 42

Wedlug Riemanna n-wymiarowa rozmaito$¢ jest I-parametrowa rodzi-
ng (n-1)-wymiarowych rozmaitosci. Kazdemu punktowi l-wymiarowej rozma-
itosci przypisujemy pewnag (n-1)-wymiarowa podrozmaito$¢. Na przyktad two-
rzac rozmaito$¢ 2-wymiarowa umieszczamy (W sposob ciagly) w kazdym
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punkcie rozmaitosci i-wymiarowej rézne rozmaitosci l-wymiarowe. Rozma-
ito$¢ n-wymiarowa jest wigc funkcja ciagla okreslona na punktach rozmaitosci
l-wymiarowej (zbiér parametrow), ktorej wartosciami sg podrozmaitosci (n-1)-
wymiarowe. Gdy wartosci funkcji okre§lonej na l-wymiarowej rozmaito$ci
zmieniaja si¢, wtedy (n-1)-wymiarowe rozmaitosci (wartosci tej funkcji) prze-
chodza w sposob ciagly jedna w druga. Jak wigc okresli¢ potozenie w n-
wymiarowej rozmaito$ci? Okreslone jest ono przez pewna (n-1)-podrozmitosc.
Kontynuujgc ten proces powinnismy w koncu doj$¢ do punktu. Wiasciwie to
dopiero liczba tych krokéw okresla wymiar rozmaitosci w danym punkcie -

otrzymujemy n liczb (wspotrzednych) xx,x2v..xn okreslajacych ten punkt (sa

one kolejnymi argumentami funkcji okreslonych w tym punkcie, przy czym
zbiorem wartosci jest rodzina podrozmaitosci o stopniowo zmniejszajacym si¢
wymiarze). Mozliwa jest sytuacja, wedlug Riemanna, ze nigdy nie dojdziemy
do punktu, co by oznaczato, ze wymiar rozmaitos$ci jest nieskonczony.
Trudnoscia podstawowa zjaka spotkata si¢ powyzsza definicja byla jej
nieprecyzyjnos¢ spowodowana brakiem definicji pojg¢cia cigglosci. Pojecie to
bylo woéwczas uzywane w matematyce w sposob nieformalny oraz intuicyjny.
Oczywiscie pojecie rozciaglosci, jako obiektu generowanego przez ciagly ruch
(punktu, linii, powierzchni), miato réwniez wyltacznie intuicyjny charakter.
Riemannowska rozmaito$¢ domagala si¢ jednak przede wszystkim metody
oznaczania wspotrzednych punktéw w rozmaitos$ci (parametryzacji) ukazujacej
sposob potozenia tych punktow (czyli ich topologig; wspotczesnie problem ten
polega na okresleniu lokalnego homeomorfizmu). Tego Riemann w swojej pra-
cy nie zrobil. Ukazal jednak potrzebe badan topologicznych nad pojgciem roz-
ciagtosci i wskazat kierunki poszukiwan topologicznych podstaw geometrii.

6. Powstanie continuum arytmetycznego — Dedekind

W przypadku Bolzano dazenie do uscislenia podstaw geometrii i poda-
nia ,,wlasciwych” definicji kluczowych poj¢¢ geometrii doprowadzitlo go do
koniecznosci sformutowania definicji continuum geometrycznego. Podobnie
program uscislenia podstaw analizy i podania $cistych definicji takich poje¢ jak
np. cigglos¢, granica, szereg, calka, nieskonczenie mata doprowadzit do podania
przez R. Dedekinda definicji liczb rzeczywistych przy pomocy metod algebra-
icznych. Mozna powiedzie¢, ze wysilki te zostatly uwienczone powstaniem con-
tinuum algebraicznego.

Dla Starozytnych pojecie continuum bylo pojeciem geometrycznym (a
zarazem fizycznym). Juz od poczatku pojawit si¢ problem jak poda¢ odpowied-
nik arytmetyczny tego pojecia czyli jak uchwyci¢ to pojecie przy pomocy liczb
(naturalnych) - tych podstawowych (a wlasciwie jedynych, jak wtedy po-
wszechnie uwazano) bytow arytmetycznych.
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Punktem wyjscia w probie dojscia do continuum arytmetycznego byt
cigg liczb naturalnych. W celu wykorzystania liczb nie tylko do liczenia, lecz
réwniez do mierzenia wielkosci ciaglych, trzeba byto utworzy¢ utamki jako
stosunki liczb. Caty ten proces funkcjonowat w klimacie sporu czy arytmetyka,
czy geometria ma by¢ podstawa konstrukcji poje¢ matematycznych. Sprobujmy
zrekonstruowac te probe dojscia do continuum arytmetycznego (tak jak czyni to
H. Weyl43, wskazujac na mozliwos¢ cigglego przej$cia migedzy matematyka
starozytng a koncepcja Dedekinda, oraz sam Dedekind44), ktéra w starozytnosci
miata miejsce gldéwnie za przyczyna Eudoksosa oraz Archimedesa. Zobaczymy
czym r6zni si¢ podejscie dziewigtnastowiecznego matematyka Dedekinda do
problemu continuum arytmetycznego od podejscia starozytnych i dlaczego do-
piero podejscie Dedekinda zaowocowalo pelnym sukcesem w zdefiniowaniu
takiego continuum.

Majac dwa odcinki a i b na prostej mozemy je dodawac i w wyniku tej
operacji otrzymujemy pewien odcinek a + b. Wykorzystujac metod¢ rekurencji
mozna zdefiniowa¢ odcinek na, dla dowolnej liczby naturalnej n, w nastepujacy
sposob:

la = a;
na=m-1Da+a

Podobnie, dla dowolnego odcinka a oraz liczby naturalnej n, istnieje
doktadnie jeden odcinek x taki, Ze nx = a (jest to fakt geometryczny). W ten
sposob otrzymujemy podziat odcinka a na n czgéci i w konsekwencji utamek
Un oznaczajacy operacj¢ tego podziatu tzn. x = a/n = (1/n)a. Operacj¢ podziatu
mozemy powtarza¢ m razy i w konsekwencji otrzymujemy utamek m/n jako
zlozenie m razy operacji podziatu //n. Nie istotne jest to jaki odcinek a jest
przedmiotem podziatu - wazny jest jedynie efekt tego podziatu. Rowniez
W operacyjny sposob mozna wprowadzi¢ mnozenie i dodawanie tak otrzyma-
nych utamkéw: iloczyn (m/n) (mi/mi) jako zlozenie mmi razy podziatu 1/nny
natomiast sume (m/n) + (m/y) jako ztozenie (mnt + nm!) razy operacji podziatu
I/nnj. | znowu suma i iloczyn ulamkow jest ulamkiem niezaleznym od wyboru
odcinka a, czyli prawa dziatan na utamkach sa niezalezne od wielkos$ci, moga
wigc by¢ traktowane w sposob czysto abstrakcyjny.

Mimo, iz impulsem do tworzenia utamkéw byl podziat wielkosci (geo-
metrycznych), to jednak utamki mozna otrzymac niezaleznie od tych wielkosci,
wylacznie w oparciu o liczby naturalne: dwie liczby naturalne m i n w sposob
catkowity wyznaczajg utamek m/n. Jesli wykonujac operacj¢ m/n na dowolnej
wielkos$ci x otrzymujemy wielko$¢ y (jest to rownowazne faktowi, ze sktadajac
m razy wielkos$¢ x oraz n razy wielko$¢ y otrzymamy t¢ sama wielkos¢, czyli mx
=ny) i wykonujac operacj¢ mi/n! na wielkosci x rowniez otrzymamy wielkos¢ y,
to znaczy, ze operacje (czyli w konsekwencji utamki) m/n i mj/ni sa rowne.
Dzigki traktowaniu liczb naturalnych jako wielkosci (kazdej liczbie naturalnej
mozemy przypisa¢ pewna wielko$¢) jesteSmy w stanie wyeliminowa¢ koniecz-
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nos$¢ postugiwania si¢ wszystkimi mozliwymi wielko$ciami x i y: mozemy za-
lozy¢, ze utamki m/n i m/ni sa réwne, jesli mni = nms W ten sposob utamki
zaczynaja istnie¢ jako idealne obiekty, gdyz uzyskujg tozsamos¢ i mozliwosé
,»samodzielnego” dziatania (bez odwolywania si¢ do zastosowan). Ponadto
wszystkie podstawowe prawa dzialan na liczbach naturalnych stosuja sig
w przypadku tych nowych bytow. Mozna je wigc traktowac jako liczby - sg one
jednak zalezne od rozumienia wielko$ci geometrycznych i dokonywanych na
nich dziatan.

W tym miejscu widoczne jest, ze otrzymanie tych nowych liczb mozli-
we jest rowniez w sposob czysto arytmetyczny poprzez rozszerzenie wykony-
wania dzielenia na wszystkie liczby (co w przypadku liczb naturalnych mozliwe
byto tylko sporadycznie).

Dlaczego wigc w analogiczny sposob nie potraktowaé drugiego dziata-
nia tzn. dodawania i zwigzanego z nim odejmowania? Otrzymamy klas¢ obiek-
tow bedacych réznicami liczb x—3-. Dwa nowe obiekty x—y i ™ -y, sa
roéwne, jesli x+y, =y +x,. W ten sposdb powstaja liczby wymierne (zawie-
rajace O=x-x oraz liczby ujemne tzn. x—y, gdy x < y). To uogolnienie
nie miato jednak miejsca w starozytnosci.

Jednak nie wszystkie dzialania sag w tym zbiorze wykonalne. Niemozli-
we jest dzielenie przez zero. Zastosowanie wigc tej samej procedury do dwoch
roznych dziatan, w celu otrzymania jednego zbioru obiektow, na ktorych te
dziatania bgeda wykonalne, prowadzi do powstania obiektu, ktéry tej tezy nie
spelnia.

Przyjrzyjmy si¢ tym wlasno$ciom charakteryzujacym liczby naturalne,
ktore umozliwiaja przeprowadzanie konstrukcji nowych obiektéw matematycz-
nych. Przede wszystkim cigg liczb naturalnych ma swoj poczatek, zaczyna si¢
liczba 1. Ponadto, w oparciu o dowolng liczb¢ #» mozemy otrzymac liczbe ko-
lejng n+1, nazywana nastgpnikiem liczby n. Zadna liczba nie powtarza sie
w tym ciagu, kazda kolejna liczba istotnie rozni si¢ od wszystkich poprzednich.
Otrzymujemy dzigki temu nieskonczona ilo$¢ obiektow istotnie réznych. Meto-
da konstrukcji kolejnych liczb naturalnych zawiera w sobie metod¢ indukcji
zupelnej, dzigki ktorej mozemy badac i okresla¢ wlasnosci nieskonczonej ilosci
obiektow, ktéore zostaly ponumerowane liczbami naturalnymi. Metoda ta
,hasladuje” konstrukcje ciagu liczb naturalnych i sklada si¢ z dwoch etapow:
(A) sprawdzamy czy wlasnos¢ Wjest prawdziwa dla obiektu o numerze 1; (B)
dowodzimy, ze zachodzenie wtasnosci W, dla dowolnego obiektu o numerze n,
pociaga za soba zachodzenie tej wlasnosci dla obiektu o numerze n + 1.
W oparciu o etapy (A) i (B) wnioskujemy, na mocy indukcji zupelnej, ze wla-
sno$¢ W jest prawdziwa dla wszystkich obiektow. Ta metoda dowodzenia ma-
tematycznego nie byla znana Starozytnym, pojawila si¢ dopiero w czasach no-
wozytnych w pracach Pascala i Bernoulliego.
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Postuzmy si¢ pewna analogia migdzy struktura ciggu liczb naturalnych
(czyli w konsekwencji metoda indukcji zupelnej) a zasada przyczynowosci.
Poniewaz kazda liczbg (oprécz liczby 1) mozemy otrzymaé z poprzedniej oraz
w oparciu o liczby juz skonstruowane mozemy zdefiniowac¢ liczby nastgpne,
wigc analogicznie jest w odniesieniu do opisywanych zdarzen: dane zdarzenie
jest skutkiem zdarzen bezposrednio go poprzedzajacych i przyczyna zdarzen
nast¢pujacych po nim. Poniewaz liczba | nie ma poprzednika, rowniez w opisie
zdarzen musimy rozpoczyna¢ od przyjecia pewnych warunkow poczatkowych.
Jak w przypadku liczb naturalnych mozna, dzigki zasadzie indukeji zupelnej,
opisa¢ nieskonczong (a wigc nieuchwytng wprost) ich ilo$¢, tak rowniez mozli-
we jest wyjasnienie nieskonczonej calosci zdarzen poprzez ich lokalna analizg.
Jedynym ograniczeniem jest podanie warunkéw poczatkowych (w odniesieniu
do liczb naturalnych chodzi o znalezienie pierwszej liczby w ich ciagu, ktora
spetnia badanag wtasno$¢). To wszystko jest mozliwe mimo faktycznej niepo-
wtarzalno$ci zdarzen - réwniez w ciggu liczb nie ma liczb powtarzajacych si¢
(kazda liczba posiada pewne wlasnosci, ktoérych nie ma zadna inna) a jednak
mozna odtwarzaé kolejne elementy w oparciu o poprzednie.

Mimo, iz nie mozemy zdefiniowa¢ wszystkich liczb naturalnych, to jed-
nak, poniewaz przy pomocy danych liczb mamy jednoznacznie zdeterminowane
kolejne liczby, w jaki$ sposob dostepny jest caly nieskonczony ciag tych liczb.
Procedura jednoznacznego generowania kolejnych dowolnych elementéw pehni
rolg kryterium ich istnieniajako calosci nawet, jesli ta calos$c jest nieskonczona.

Zauwazmy, ze istotnym elementem struktury ciggu liczb naturalnych jest
pojecie nastgpnika, czyli w konsekwencji pojecia kolejnosci i uporzadkowania:
dwie dowolne liczby naturalne m i n tworza par¢ uporzadkowana (m, u) tzn.
liczba m jest wczesniej w ciagu niz liczba n (m < 72\ Ponadto, konstrukcja oraz
istnienie liczby » sg zalezne od liczby m. Jednak w peini zdeterminowane liczba
m (oraz liczbami mniejszymi od m) jest wylacznie istnienie liczby bezposrednio
nastgpujacej po m, czyli liczby m + [. Liczba m + | staje si¢ nowym bytem,
ktoéra dopiero (wraz z poprzedzajacymi jg) okresla w peini kolejng liczbe m + 2.
Aby dalo si¢ przej$¢ do kolejnych liczb naturalnych musza ,,zaistnie¢” wszyst-
kie poprzednie (na tym zalozeniu opiera si¢ prawdziwos$¢ indukcji zupehe;j).

Tym samym idea ciagu liczb naturalnych cze¢$ciowo zbliza si¢ do poje-
cia funkcji jako zbioru par uporzadkowanych, ktére maja spelniaé nastepujacy
warunek: jesli (m n) i (m, k) sa elementami funkcji, to n=k. W przypadku ciagu
liczb naturalnych ten warunek jest spelniony wylacznie w odniesieniu do par,
w ktérych drugim elementem pary jest bezposredni nastgpnik pierwszego ele-
mentu. Z tego, ze (m, n) i (m, k) sa parami uporzagdkowanymi liczb naturalnych
nie wynika oczywiscie, ze n=k, jesli n i k nie sa bezposrednimi nastgpnikami
liczby m. Moze prawdziwy jest nastepujacy zwiazek: poki nie nastapito uznanie
stosunkéw liczb naturalnych jako liczb (wymiernych), nie moglo zaistnie¢
ogodlne pojecie funkcji (jesli uznajemy, ze to pojecie powstaje korzystajac ze
struktury liczb).
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Liczby wymierne spetniaja wszystkie ,,podstawowe” prawa dziatan na
liczbach naturalnych. Jednak nie wszystkie wlasnosci sa zachowane — w odnie-
sieniu do liczb wymiernych nie dziata zasada indukcji zupelnej, gdyz zadna
liczba wymierna nie posiada swojego bezposredniego nastepnika. Mimo tego
porzadek liniowy wsrdd tych liczb jest zachowany tzn. majac dwie liczby wy-
mierne zawsze mozemy wskaza¢, ktora jest nastepnikiem a ktéra poprzedni-
kiem. W przypadku liczb naturalnych z tego, ze liczba n+1 nastgpuje bezpo-
$rednio po liczbie n, wynika istnienie uporzadkowania tych liczb; w odniesieniu
do liczb wymiernych mimo, ze przestanka rozumowania nie jest spelniona za-
chowuje wazno$¢ sam wniosek. Nie ma wigc naturalnej metody przyporzadko-
wania pierwszego elementu pary (dwoch liczb wymiernych) elementowi dru-
giemu - ustalonemu elementowi p przyporzadkowanych jest wiele nastepni-
kéw, z ktorycli zaden nie jest w jakikolwiek sposob wyrdzniony, jak jest
w przypadku bezposredniego nastgpnika w ciagu liczb naturalnych. Ustalenie
takiej jednoznacznosci jest mozliwe wytacznie w sposob arbitralny, na zasadzie
konwencji. Nalezy wigc poszukiwaé innej podstawy jednoznacznosci upo-
rzadkowania liczb wymiernych. Okazuje si¢ nig idea odwzorowania mi¢dzy
liczbami a prostg geometryczng. Jesli posiadamy wylacznie pojecie liczb natu-
ralnych, to mozliwe jest ewentualnie okreslanie przy pomocy tych liczb i ich
stosunkéw réznych wielkosci geometrycznych np. dlugosci odcinkéw, po-
wierzchni figur - liczby (majace struktur¢ dyskretng) nie moga catkowicie od-
powiada¢ punktom geometrycznym (majacym strukture ciaglta). Dopiero liczby
wymierne ujmuja pewna istotng ceche¢ continuum: dla dowolnych (réznych)
dwoch liczb wymiernych istnieje trzecia liczba (r6zna od nich) lezagca migdzy
nimi (ta cecha nazywa si¢ gestoscig). W tym momencie czyms$ naturalnym jest
proba przyporzadkowania podobnych do siebie struktur. Liczby wymierne two-
rza wigc pewnego rodzaju continuum arytmetyczne.

Poniewaz nie mozna przej$¢ od jednej liczby wymiernej do nastgpnej
(zadna liczba wymierna nie posiada bezposredniego nastepnika), wiec powigza-
nie zasady przyczynowosci z tymi liczbami (tak jak to ma miejsce w przypadku
liczb naturalnych) musiatoby si¢ wigza¢ z istotng zmiang tej zasady. Mysle, ze
moze stad brala si¢ tak dtugo trwajaca niech¢¢ do uznania stosunkéw liczb na-
turalnych jako peloprawnych liczb45. W celu przejscia od jednej liczby natu-
ralnej do innej trzeba przej$¢ przez wszystkie liczby posrednie. Myslac katego-
riami wynikajacymi ze struktury liczb naturalnych trudno zrozumie¢ jak mozli-
we jest oddziatywanie grawitacyjne np. Stonca na Ziemig, skoro brak jest ele-
inentow posrednich przekazujacych t¢ grawitacj¢. Jesli chodzi o liczby wymier-
ne, to mozliwe jest zbadanie wlasnosci danej liczby mimo, Ze nie mozemy wia-
snosci tych wyprowadzi¢ z elementu poczatkowego przechodzac przez wszyst-
kie liczby posrednie. Przy tym badaniu trzeba odwota¢ si¢ do ,,catos$ci” tzn. do
liczb z pewnego otoczenia badanej liczby. W odniesieniu do liczb wymiernych
pojawia si¢ nowy rodzaj zalezno$ci migdzy obiektami. Moze jest to nowa zasa-
da przyczynowo$ci odmienna od klasycznej (przyczyna -4 skutek) — zamiast
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szukaé przyczyny zdarzenia, okre§lamy obszar elementéw odzialywujacych na
to zdarzenie (obszar oddzialywania).

Mimo, ze w ciaggu liczb wymiernych nie ma liczb kolejno po sobie nastg-
pujacych, to jednak mozliwe jest przejscie od liczby p do ¢. T¢ mozliwo$¢ ukazu-
je zasada Archimedesa, ktora stwierdza, ze dla dowolnych liczb piq(gq>p) ist-
nieje liczba naturalna n taka, ze np > q. Mozemy dobrac liczbg n tak, aby byla
minimalng liczba dajacg pozadana nierownos¢ — jednak najczeéciej nie otrzymu-
jemy doktadnie liczby ¢, lecz osiggamy pewne otoczenie tej liczby. Zasada Archi-
medesa sprawia, ze zostaje utrzymana zasada przyczynowosci, jednak tylko z pew-
nym przyblizeniem. Ponadto, zasada ta wyklucza istnienie nieskonczenie matych
oraz nieskonczenie duzych wielkosci liczbowych (a wigc wielko$ci nieosiagal-
nych w procesie skonczonego dzielenia lub dodawania danej wielkosci liczbo-
wej).

Starozytni odkryli istnienie wielkos$ci, ktorych nie da si¢ wyrazi¢ przy
pomocy stosunku liczb naturalnych. Chodzi o stosunek dlugosci przekatnej
kwadratu do dlugosci jego boku - stosunek ten oznaczamy symbolem V2 (jest

to pierwsza poznana liczba niewymierna). Okazuje si¢, ze przy pomocy aksjo-
matu Archimedesa mozna zdefiniowaé¢ stosunek dowolnych odcinkéw wyko-
rzystujac wylacznie wlasnosci liczb naturalnych. Stosunki dilugosci odcinkow

a d
; i ; sa rowne, jesli dla dowolnych liczb naturalnych n i m prawdziwe sa

nastepujace warunki: (1) na > mb, to na’ > mb’; (2) na = mb, to na’ = mb’; (3)

m
na < mb, to nma’ < mb’. Wszystkie utamki — dzielg si¢ na trzy klasy, w zalez-
n

nos$ci od tego, czy spelniaja (1), (2) czy (3) warunek. Drugi warunek wyznacza
klase wszystkich ulamkow rownych, czyli ustalong liczbe wymierng dodatnia.
Te¢ metode mierzenia (jak zauwazyliSmy w rozdziale II) przy pomocy liczb
naturalnych wszelkich stosunkow (rowniez niewymiernych) podat wielki ma-
tematyk starozytnosci — Eudoksos.

Dowolna liczba rzeczywista jest wigc rozumiana jako stosunek pew-
nych dwoéch odcinkow (postulat Eudoksosa). W konsekwencji podziat (liczb
wymiernych na trzy klasy), ktéry wyznacza liczby rzeczywiste, jest zalezny od
geometrii. Liczby rzeczywiste nie stajg si¢ w matematyce greckiej niezaleznymi
arytmetycznymi bytami, podobnie jak nie staly si¢ nimi liczby wymierne. Nie
mozna wigc mowi¢ w przypadku teorii Eudoksosa o powstaniu samodzielnego
continuum arytmetycznego.

W wieku XIX Dedekind podjat ide¢ Eudoksosa, jednak, dzigki zasto-
sowaniu innej metody podejscia do tego problemu, moégl przyja¢ dodatkowe
zatozenia i uniezalezni¢ pojecie liczby rzeczywistej od wlasnosci geometrycz-
nych. Stalo si¢ to w pracy Stetigkeit und irrationale Zahlen napisanej w 1858 r.
a opublikowanej w roku 1872. Sam Dedekind przywigzywat do swojego odkry-
cia bardzo duze znaczenie i czgsto z pietyzmem podkreslat, ze mialo to miejsce
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24 listopada 1858 r., i ze poprzez to odkrycie doszedt do prawdziwej definicji
cigglosci (continuum rzeczywistego). Zobaczmy na czym polegato to odkrycie.

Na samym poczatku porownuje on liczby wymierne z punktami na pro-
stej] geometrycznej. Podaje trzy analogiczne wlasnosci, ktore przystuguja tak
prostej jak i liczbom wymiernym.46 (Patrz tabela)

Wtasnosé (3) nosi nazwe ,,podziatu Dedekinda”. Wedlug Dedekinda ta
analogia sugeruje istnienie odpowiednio$ci miedzy prosta geometryczng a licz-
bami wymiernymi - wystarczy ustali¢ na prostej punkt poczatkowy i obraé
jednostke. Okazuje si¢ jednak, ze na prostej jest nieskonczenie wigcej punktow
niz liczb wymiernych. Jesli chcemy wyrazi¢ arytmetycznie wszystkie wtasnosci
continuum geometrycznego (a takie bylo pragnienie Dedekinda), to absolutnie
konieczna rzecza staje si¢ skonstruowanie ,,narzedzia” w postaci liczb obejmu-
jacych, oprocz liczb wymiernych, nowe liczby niewymierne. Ma to si¢ dokonac
w oparciu o liczby wymierne i ich wlasnosci — i wtedy nowe liczby beda mialy
taka sama ciaglosc¢ jak prosta geometryczna. Na czym ma polegac ta ciggtosc?

Liczby wymierne Prosta geometryczna
(1) Dla dowolnych liczb a4, b, ¢, jesli a (1°) Dla trzech punktow a, b, c, jesli a
> bi b> c, toa > c. jest na prawo od b, b na prawo od ¢, to

a jest na prawo od c.
(2) Dla dowolnych liczb a i ¢ istnigje (2°) Dla dowolnych punktow a i c ist-
nieskonczenie wiele liczb wymiernych nieje nieskonczenie wiele punktow
pomig¢dzy nimi. migdzy nimi.
(3) Liczba a dzieli liczby wymierne na (3’) Punkt p dzieli punkty prostej na
dwie klasy: klase At takg, ze, jesli ar dwie klasy: klas¢ Pr punktéw na lewo

jest w A, to ax< a; i klase Al takg, od p i klasg¢ Pe punktow na prawo od
ze,jesli al jest w A2, to a2> a. Licz-P.

ba a moze by¢ albow A, albow Al

Mozna jg odnalez¢ dowodzac podstawowych wlasnosci tak otrzymane-
go continuum arytmetycznego. W konsekwencji okazuje si¢, ze dlugos¢ danego
odcinka, rozumiana jako stosunek danego odcinka do odcinka jednostkowego,
jest wyznaczona arytmetycznie przez odpowiedni podziat liczb wymiernych
(aksjomat Dedekinda). Tym samym kazdemu punktowi prostej geometrycznej
odpowiada pewna liczba rzeczywista (prosta rzeczywista zostaje pozbawiona
,luk’’, staje si¢ zupelna) — zamiast bada¢ prostg geometryczng i punkty lezace
na niej wystarczy rozpatrywac prosta rzeczywista i tworzace je liczby. Continu-
um rzeczywiste (bo nowym liczbom nadano nazwe¢ ,,rzeczywiste”) sklada si¢
wigc z pojedynczych liczb (to tak jakby prosta sktadala si¢ z pojedynczych
punktoéw) — to co byto niemozliwe dla starozytnych stato si¢ faktem.

Podajmy kolejny przyklad rozwazan ,,cigglosciowych”. Jesli krawedz
sze$cianu wzrasta w sposob ciagly od | do 2, to rowniez w sposob ciggly musi
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zmieni¢ si¢ jego objeto$¢ od | do 8; i stad wnioskujemy, Ze objetos¢ musi
przyjmowac, migdzy innymi, warto$¢ 2. W ten sposdb mozna teoretycznie roz-
strzygna¢ stynne zagadnienie dotyczace podwojenia szescianu47. Rowniez do-
piero w oparciu o aksjomat Dedekinda mamy pewnos¢, ze ciagla krzywa lacza-
ca wnetrze kota z punktami zewnegtrznymi przecina jego brzeg. Pojecie liczby
rzeczywiste] wprowadzone przez Dedekinda sprawito, ze marzenie pitagerej-
czykow zostalo zrealizowane: arytmetyka stala si¢ niezalezna od geometrii, a co

wiecej, to wilasnie arytmetyka postuluje istnienie geometrycznych wielkosci,
ktorych sama geometria nie dostrzega4s.

7. Pojecie continuum a teoria mnogosci

Jednym z gtéwnych problemow, ktory ukazat potrzebe zajecia si¢ pojeciem
zbioru i uczynienia go bytem matematycznym byl problem przedstawiania funkcji

przy pomocy szeregéw trygonometrycznych: —a, +y, (a, Sin nx + bn cos nr).

Zaczelo si¢ wszystko w pracy Fouriera na temat przeptywu ciepta. Fourier zato-
zyl, ze dowolna funkcja posiada reprezentacj¢ trygonometryczng i podal postac
wspolczynnikéw tego rozwinigcia. Wage metody dostrzegt Cauchy w pracy
Mémoire sur les développements des fonctions en séries périodiquesd) z roku
1823, sadzil jednak, ze kazdy szereg trygonometryczny jest zbiezny i reprezen-
tuje pewna funkcje. Zupelnie nie zgadzal si¢ z takim podejsciem Dirichlet
wskazujac przyklad szeregu naprzemiennego, posiadajagcego dwie rézne grani-
ce. Taki szereg nie mogt bowiem reprezentowac funkcji z powodu braku jedno-
znacznosci. Badajac jakie funkcje mozna przedstawia¢ przy pomocy szeregéow
trygonometrycznych doszedt do sformutowania twierdzenia (zwanego warun-
kiem Dirichleta) bedacego warunkiem wystarczajacym (ale nie koniecznym)
takich reprezentacji:

Jeslifunkcja ¢p(x) (ktorej wszystkie wartosci sq skonczone i okreslone) po-
siada tylko skonczong liczbe punktow nieciggtosci pomiedzy punktami granicznymi
-iti il orazjesli w dodatku nie ma wigcej niz skonczong liczbe maksimow i minimow
pomiegdzy tymi punktami, to szereg trygonometrycznyjest zbiezny i w kazdym punk-

D S
cie ma granice okreslong wyrazeniem: 2—(IO(X+£)+(1)(X—£)5, przy czym €

oznacza nieskonczenie malg liczbe).

Dopiero spojrzenie na cale zagadnienie z ogdlniejszego punktu widze-
nia pozwolilo sformutowa¢ warunek konieczny i wystarczajacy. Udalo si¢ to
Riemannowi w jego HabilitiationsschrifN z 1854 r. Poprzez prowadzone bada-
nia chciat dowiedzie¢ si¢ jak wiele nieciaglych funkcji mozna przedstawic
w postaci szeregu Fouriera oraz jakie wlasnosci musi posiada¢ funkcja, aby
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istniat szereg Fouriera zbiezny do wartosci tej funkcji w kazdym punkcie. RoOw-
noczesnie postawil ten problem w odniesieniu do catkowalno$ci funkcji.

Jak wiadomo to doprowadzilo go definicji catki (zwanej catka Rieman-
na). W koncu przy pomocy pojecia funkcji catkowalnej definiuje warunek ko-
nieczny i wystarczajacy przedstawiania funkcji, majacej punkty nieciagtosci,
W szereg trygonometryczny.

Z wyjatkiem funkcji, ktére maja nieskonczenie wiele maksiméw i mini-
moéw, dla reprezentacji funkcji /(x) Ww postaci szeregu trygonometrycznego
(ktérego wspotczynniki zmierzaja do zera) wystarczajace i konieczne jest, aby,
jesli funkcja staje si¢ nieskonczona dla x = a, to f(a—+¢)t oraz f(a-z2)¢ sta-
waly si¢ nieskonczenie mate, przy czym /(a +t) + f(a-z) sa catkowalne az
do ¢r=0.

Na koniec rozwazan zajal si¢ funkcjami nieciggltymi, ktéore majg nie-
skonczenie wiele oscylacji na danym skonczonym odcinku. Riemann spo-
strzegl, ze takie funkcje sa czasami catkowalne, nawet jesli nie sa przedstawial-
ne przy pomocy szeregdw Fouriera. Podaje nastepujacy przyktad:

JF () dx = <p(z)cosy/(2),

przy czym zaktada, ze funkcja ~(z)jest dowolnie mata, a y(x) dowolnie duza
dla nieskonczenie wielu wartosci x oraz te funkcje sa w sposob ciagly réznicz-
kowalne poza pewng nieskonczong liczba maksimow(minimow). Mimo calko-
walnosci szereg Fouriera utworzony z tych funkcji niejest zbiezny.

Rowniez odwrotnie: istniejg funkcje niecatkowalne na dowolnie matym
odcinku, jednakze, dla nieskonczenie wielu wartosci na tym odcinku, szereg
trygonometryczny jest zbiezny.

Riemann podaje przyktad nastepujacej funkcji:

gdzie (z)oznacza réznic¢ mig¢dzy x i najblizsza liczba calkowita. Jesli x lezy
doktadnie posrodku mi¢dzy dwiema liczbami catkowitymi, to (z) oznacza zero.
Ta funkcja ma nastgpujaca reprezentacj¢ w postaci szeregu trygonome-
trycznego:
-(-1) _sin 21Inx

gdzie ™ ®-(-1)® oznacza sumg¢ jedynek (ze znakiem + lub -), przy czym,
jesli njest parzyste, to ta sumajest dodatnia, ajesli nieparzyste, to ujemna.

Powyzsza funkcja nie jest ograniczona na zadnym dowolnie matym
przedziale, a wigc jest niecatkowalna.
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Tym samym pokazat Riemann réznicg migdzy catkowalnoscia a rozwi-
jalnoscia w szereg trygonometryczny. | w zwiazku z tym postawil pytanie: czy
funkcja rozwijalna w szereg trygonometryczny moze miec jeszcze inne rozwi-
nigcie trygonometryczne?

E. Heine podkreslat ogromne znaczenie tego pytania w pracy z 1870 r52.

Zachegcat Cantora do zajecia si¢ tym problemem i podkreslat, ze nawet najwigk-
sze umysty takie jak Dirichlet, Lipschitz czy Riemann nie podotali problemowi
jednoznacznosci rozwinigcia. Sam Heine w powyzszej pracy podat pewne roz-
wigzanie tego zagadnienia w postaci nastgpujacego kryterium:
Funkcja f(>), ciggla poza co najwyzej skonczonq ilosciq punktow, moze by¢
przedstawiona wjeden sposob przy pomocy szeregu trygonometrycznego, jesli
szereg ten jest wszedzie jednostajnie zbiezny. Ta reprezentacja ma miejsce na
przedziale (-71,.71).

Cantor dos¢ szybko znalazl ogélne rozwigzanie tego problemu w posta-

ci kryterium:
Jesli funkcja zmiennej rzeczywistej f(x)jest dana szeregiem trygonometrycz-
nym zbieznym dla kazdej wartosci x , wtedy nie istnieje inny szereg trygonome-
tryczny tej samej postaci, ktory podobnie bytby zbiezny dla kazdej wartosci x
i przedstawialfunkcje f(x}.

Zadnych dodatkowych zatozen co do funkcji ani zbieznosci, byle tylko
ta zbiezno$¢ miata miejsce wszedzie a funkcja byla rzeczywista. Samo pojecie
funkcji rzeczywistej moglo si¢ pojawi¢ jednak dopiero po zdefiniowaniu liczb
rzeczywistych. | to wlasnie uczynit Cantor. Do jego czasow operowano liczba-
mi rzeczywistymi, ktére pojawiaty si¢ jako pierwiastki niektérych réwnan, jed-
nak nie istniata definicja liczby rzeczywistej i samo to pojgcie rozumiano intu-
icyjnie. )

Przyjrzyjmy si¢ pracy Cantora Uber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen z 1871 1.53, w ktorej wprowadza po-
jecie liczby rzeczywistej.

Na poczatku wprowadza pojecie ciagu fundamentalnego:

Nieskonczony ciag
(*) aval,...an,...

jest nazywany ciggiem fundamentalnym, jesli istnieje liczba calkowita
N taka, ze dla dowolnej liczby wymiernej dodatniej € mamy [rzntm -zz,,|<£,
dla dowolnych m i dla wszystkich n > N 54

Jesli ciag (*) spetnia powyzszy warunek, to Cantor mowi, ze cigg ten
ma okreslong granice b. Jednak ciag (a, }nie posiada dla Cantora aktualnie

granicy b, lecz jedynie jest zwigzany z pewnym symbolem b. Jest to bardzo
wazne, gdyz w tym momencie Cantor nie traktuje tego ciagu jako liczby — jest
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to tylko symbol (Zeichen). Dopiero po zdefiniowaniu porzadku na tak otrzyma-
nych symbolach nazywaje liczbami (Zahlengréssen,).
Porzadek wprowadza w nastepujacy sposob. Dowolnym ciggom fun-

damentalnym (a,, },{«,} odpowiadajasymbole Hib.

1. b =b Jesli istnieje liczba A taka, ze a, — an < €, dla wszystkich

n>N;

2. b > b ,jesli istnieje liczba Ntaka, ze a, -a,, =£, dla wszystkich
n>N;

3. b <b ,jesdli istnieje liczba N taka, ze an — an < -£, dla wszyst-
kich 7z> /V.

Cantor zauwaza, ze dla dowolnych ciagéow albo a =5h, albo a > b, al-
bo a <b. Oznacza to, ze migdzy tak okreslonymi symbolami mozna wprowa-
dzi¢ porzadek liniowy, taki sam jaki istnieje migdzy liczbami wymiernymi.
Ponadto, jesli bjest granicg ciggu, to H-an staje si¢ dowolnie mate5s.

W ten sposéb otrzymuje Cantor nowe liczby, ktére oznacza symbolem
B. Nie majg one jednak, wedtug niego, sensu same w sobie. Sg zalezne od zde-
finiowanych wczesniej ciaggéw. Ich sens okreslony jest przez twierdzenia,
w ktorych wystepuja. Maja one inny rodzaj obiektywnosci (istnienia) niz liczby
wymierne (ktére tworza klas¢ oznaczang przez Cantora symbolem A). Czy maja
szans¢ stac si¢ bytami w sobie? To rozwaza Cantor w dalszej czgsci.

Najpierw podejmuje problem identyfikacji tak otrzymanych liczb z pun-
ktami geometrycznego continuum. Dla liczb wymiernych jest to oczywiste.
Przy ustalonym poczatku i jednostce na osi liczbowej punktowi p odpowiada
wymierny stosunek odleglosci tego punktu od poczatku. Pozostate punkty pro-

stej] moga by¢ osiagnigte przy pomocy ciggu liczb wymiernych av,alv..an,...,

ktory przybliza dany punkt g dowolnie blisko. Ten cigg mozna traktowac jako
liczbe z klasy B. Czyli kazdemu punktowi na prostej odpowiada doktadnie jed-
na liczba (kazdy inny ciag przyblizajacy punkt g musialby by¢ réwny ciggowi
{a,, }, na podstawie wlasnosci, wprowadzonego przez Cantora, porzadku).

W ten sposob prosta geometryczna jest zanurzalna w klasie B nowo
otrzymanych liczb. Aby otrzymac¢ réwniez przyporzadkowanie odwrotne Can-
tor wprowadza aksjomat regulujacy t¢ kwestie.

Dla kazdej liczby istnieje okreslony punkt na prostej, ktorego wspotrzednajest
rowna temu punktowisé.

Czy mozna znalez¢ uzasadnienie matematyczne tego aksjomatu? Powyz-
szy aksjomat stwierdza, ze prosta jest na tyle bogata, ze mozna w niej umiescic¢
wszystkie nowo zdefiniowane liczby — nie ma ,,dziur” z punktu widzenia klasy
liczb B. Prowadzi to do spostrzezenia, ze punktow na prostej jest ,.tyle samo" co
liczb w klasie B. Potrzeba wprowadzenia powyzszego aksjomatu pokazuje, iz



150 Wiestaw Wojcik

dwie nieskonczone klasy moglyby mie¢ r6zng ilos¢ elementéw. W celu rozstrzy-
gnigcia tej kwestii nalezy zajac¢ si¢ danymi obiektami wytacznie ze wzgledu na
ilo$¢ elementow, ktore posiadaja. Cantor proponuje klasy zawierajace liczby na-
zwac zbiorami wartosci (Werthmenge), a obiekty zawierajace punkty zbiorami
punktowymi (Punktmenge)5]. | w oparciu o ogdlne pojecie zbioru punktowego
wprowadza pojecie punktu skupienia (granicznego) zbioru (Grenzpunkt einer
Punktmenge):
Przez punkt skupienia zbioru P rozumiem punkt linii prostej, dla ktorego, w do-
wolnym jego otoczeniu, mozna znalez¢ dowolnie wiele punktow zbioru P, przy
czym moze sig zdarzy¢, ze sam punkt skupienia nalezy do tego zbioru. Przez oto-
czenie (Umgebung) rozumiem odcinek zawierajgcy ten punkt w swoim wnetrzu®.

Powyzsze pojecie nie jest pojeciem ,,pustym’, gdyz, jak tatwo zauwa-
zy¢, kazdy zbior nieskonczony (na ograniczonym przedziale) ma przynajmniej
jeden punkt skupienia. Jest to inne sformulowanie twierdzenia Bolzano-
Weierstrassa mowiagcego, ze kazdy ograniczony ciag posiada podcigg zbiezny.
Podejscie Cantora ukazuje znaczenie przestrzeni, ktore posiadaja powyzsza
wlasnos$¢ (sg to np. zbiory nieskonczone i ograniczone) — wlasnie to podejscie
doprowadzito pézniej do wprowadzenia ogdlnego pojecia zwartoscis’.

Moze wigc teraz Cantor wprowadzi¢ pojecie pierwszej pochodnej

P zbioru P (erste abgeleitete Punktmenge von P) jako zbidr wszystkich punktow
skupienia zbioru P. Dlaczego to pojgcie jest takie wazne? Bo okazuje si¢, ze po-
chodna wszystkich punktow wymiernych na prostej jest rowna zbiorowi B, two-
rzy wigce liniowe continuum rzeczywiste. Operacja pochodnej moze wigc byé
generatorem continuum. To naprowadzito Cantora na definicj¢ zbioru doskonate-
go jako takiego, ktory zawiera wszystkie swoje punkty skupienia i sklada si¢
wylacznie z punktow skupienia. Okazuje si¢ jednak, ze zbior doskonaly nie reali-
zuje wszystkich wlasno$ci continuum — moze brakowa¢ mu spoistosci, jak poka-
zuje przyktad zbioru Cantora skonstruowanego przez niego w pracy z 1883 r."

W celu usunigcia tej trudnosci wprowadza definicje zbioru spdjnego:
Zbior punktowy Tjest spojny, jesli dla dowolnychjego punktow zZz oraz do-
wolnej liczby dodatniej € istnieje skonczona liczba punktow ti, t2, ...,tn ze zbioru
T'takich, ze odleglosci tti, titi,...,tnt sq mniejsze niz a.6l

Dla Cantora continuum jest to zbidr, ktéry jest doskonaly i spdjny.
W przypadku domknigtych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni euklide-
sowej definicja Cantora pokrywa si¢ ze wspolczesnym rozumieniem continu-
um topologicznego.

Zauwazmy, ze do zdefiniowania punktu skupienia potrzebne jest Canto-
rowi pojecie otoczenia punktu. Uzywa réwniez pojecia ,,wnetrza” (Innere); ze
sposobu uzycia tego pojecia przez Cantora widac jego ogdlnosé — punkt dowol-
nego zbioru jest jego punktem wewngetrznym, jesli istnieje kula o dostatecznie
malym promieniu i §rodku w tym punkcie catkowicie zawarta w tym zbiorze.
Az do czaso6w Hausdorffa, ktéry podat w 1914 r.6) aksjomatyczne i w peini
ogolne ujecie topologii, tak rozumiano otwarto$§¢. W ten sposoéb wchodzi do
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matematyki pojgcie otwartosci, na ktorym wspiera si¢ konstrukcja topologii
i wielu kluczowych pojeé uzywanych we wspolczesnej matematyce (jak poka-
zaliSmy w rozdziale II, § 5 na pojgciu zbioru otwartego oparta jest definicja
zbioru zwartego i spojnego czyli w konsekwencji continuum topologicznego).

W naturalny sposob z tych rozwazan wytania si¢ idea odwzorowania
wzajemnie jednoznacznego (1-1) miedzy réznego typu zbiorami (Werthmenge
i Punktmenge). To sklonilo Cantora do badan teoriomnogosciowych. W 1874
roku publikuje Cantor pierwsza czysto teoriomnogo$ciowa prace: Uber eine
Eingenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen63,w ktorej do-
wodzi, ze zbior liczb algebraicznych (pierwiastki réwnan wielomianowych
o wspolczynnikach wymiernych) jest rownoliczny (abzahlbar) ze zbiorem liczb
naturalnych. Udowodnil réowniez, ze dla kazdego ciaggu liczb rzeczywistych
i dla dowolnego odcinka prostej rzeczywistej mozna znalez¢ na tym odcinku
liczbeg, ktora nie wystepuje w danym ciggu. Z tego faktu wynika, ze zbior
wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny (unanbzdhlbar).

W kolejnej pracy wprowadzil pojecie mocy zbioru (Mdchtigkeit) jako
klasy wszystkich zbioréw rownej mocy6d. Wyrdznit dwie klasy zbiordw: zbiory
rownej mocy (rownoliczne) ze zbiorem liczb naturalnych (zbiory przeliczalne)
oraz zbiory rownoliczne ze zdefiniowanym przez siebie continuum rzeczywistym
(zbiory ciagte). Wykazatl, ze do zbioréow przeliczalnych naleza liczby wymierne
oraz algebraiczne a do zbiorow ciagtych dowolne odcinki, odcinki z wyrzucona
przeliczalng iloscia punktéw, kwadrat a nawet szescian. Wykazal rowniez, ze
zbiory przeliczalne i ciagte sa rd6znej mocy. Na tym wigc polega réznica w istnie-
niu mig¢dzy liczbami wymiernymi 4 oraz liczbami rzeczywistymi B - posiadaja
inng nieskonczonos¢.

Wynik ustalajgcy wzajemna odpowiednio$¢ migdzy odcinkiem i kwa-
dratem wydawal si¢ niezmiernie paradoksalny - jak dwie wspolrzegdne moga
by¢ zredukowane do jednej? Cantor dochodzit do niego przez kilka lat: rodzit
si¢ on gtownie w korespondencji z Dedekindem. W liscie z roku 1872 pisat do
Dedekinda: Czy moze plaszczyzna (kwadrat zawierajgcy swoj brzeg) byc¢ od-
wzorowana wzajemnie jednoznacznie na prostq (odcinek zawierajgcy brzeg)
tak, aby kazdemu punktowi ptaszczyzny odpowiadal punkt prostej i na odwrot,
kazdemu punktowi prostej odpowiadal punkt ptaszczyzny . Po dluzszej kore-
spondencji 20 czerwca 1877 roku wreszcie znajduje pozytywne rozwigzanie
tego problemu: Powierzchnie, bryly i nawetfigury n-wymiarowe mogq by¢ od-
wzorowane wzajemniejednoznacznie na prostq 6,

Ten wynik Cantora pokazuje, ze zwigkszenie wymiaru nie wigze si¢ ze
wzrostem mocy zbioru. Wzrasta¢ musi wigc co$ innego — jak si¢ pozniej oka-
zalo jest to rozciaglo$¢ (odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne i ciagle za-
chowuje wymiar). Stato si¢ jasne, ze pojecie rozciaglosci ma kluczowe znacze-
nie (przynajmniej dla uchwycenia pojgcia wymiaru).

W naturalny sposob liczby rzeczywiste dzielg si¢ na dwie klasy: zbior
liczb wymiernych i zbidr liczb niewymiernych. Liczby wymierne maja mniej-
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sza moc niz liczby rzeczywiste. A jak jest z liczbami niewymiernymi? | znow
Cantor w korespondencji z Dedekindem udowodnit, ze liczb niewymiernych na
odcinku (0,1) jest tyle samo co wszystkich liczb tego odcinka67. Przechodzac

od liczb niewymiernych do wszystkich liczb rzeczywistych nie otrzymujemy
wzrostu mocy zbioru. Jednak zbidr liczb niewymiernych zasadniczo rozni si¢
od liczb rzeczywistych — temu pierwszemu brakuje np. pewnej ,,spoistosci”,
ktora posiada caly odcinek czy prosta. Co to za wlasnosé, ktéra rozrdoznia te
zbiory? Jak ujac¢ ja w sposdb matematyczny? | w ten sposdb znowu dochodzimy
do pojecia rozciagtosci (continuum) lezacego u podstaw powyzszego rozroznie-
nia. Wprowadzenie tego poj¢cia usuwa paradoksalno$¢ powyzszych wynikow.

Czyms$ naturalnym w tym miejscu wydawalo si¢ przyjac¢ hipoteze, ze ist-
nieja tylko dwie, wskazane powyzej, moce. Cantor tego nie uczynil, lecz rozpo-
czat badania, w ktorych doszedt do stwierdzenia, ze istnieja dowolnie duze moce
(réznych nieskonczonosci jest nieskonczenie wiele). Pézniej w oparciu o wcze-
$niejsze badania zaczal rozwijac teori¢ liczb pozaskonczonych68. Metoda, ktora
wprowadzit dzialata jak maszynka produkujaca dowolnie duze liczby nieskon-
czone.

To wprowadzenie do matematyki pojg¢cia nieskonczonosci (i to jeszcze
w takim bogactwie) spotkato si¢ ze strony duzej ilosci matematykéw z silnym
oporem. Miedzy innymi sam Gauss przeciwstawial si¢ z cala stanowczoscia
teorii zbiorow nieskonczonych. W liscie do Heinricha Schumachera pisze:
Odnosnie twojego dowodu, protestuje przede wszystkim przeciwko uzywaniu
nieskonczonej wielkoscijako czegos catkowiciejednego, co w matematycejest
niedopuszczalne. Nieskonczonoséjest tylko facon de parler, w ktorym mowi sig
wiasnie o granicach69.

Jednak dzigki metodzie Cantora stato si¢ mozliwe matematyczne ujgcie
pojecia continuum. Musimy w tym celu rozpatrywac nie pojedyncze liczby, lecz
klasy liczb (podzbiory liczb naturalnych). O ile pojedyncze punkty sa od siebie
oddzielone, to odpowiednie podzbiory tych liczb ,,stykaja si¢” ze soba. Przed-
miotem badan teorii continuum sa wi¢c podzbiory liczb naturalnych. Okazuje
si¢, ze pojecia: ,,istnieje” oraz ,,dla kazdego” mozna stosowac¢ nie tylko w przy-
padku liczb naturalnych, lecz rowniez w odniesieniu do miejsca w continuum -
aby okresli¢ pewna liczbe rzeczywista wystarczy wskaza¢ odpowiedni podzbior
liczb naturalnych (cigg fundamentalny liczb wymiernych), tworzacych liczbe
rzeczywista. Poniewaz mamy ogolne prawo okreslajace sposoéb powstawania
takich liczb, sa one dane naraz (sg to wszystkie mozliwe konstrukcje), a nie
krok po kroku w ramach przeprowadzonych konstrukcji. Teoria mnogosci
uznaje nastgpujace stwierdzenie: klasa wszystkich mozliwych podzbioréw zbio-
ru liczb naturalnych jest zbiorem. Tym samym zbidr liczb rzeczywistych uzy-
skuje status aktualnego istnienia — continuum staje si¢ wigc bytem w sobie.

Czym w tym ujeciu okazuje si¢ ,,miejsce” w continuum, punkt, do kto-
rego nie moze nas doprowadzi¢ zaden skonczony (czy nawet nieskonczony
przeliczalny) podziat continuum (ponadto, jak zauwazyl Arystoteles, z tych
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punktéw continudéw nie jest mozliwe odtworzenie z powrotem tego continuum)?
Miejscem w continuum rzeczywistym jest liczba rzeczywista, czyli odpowiedni
podzbiodr liczb naturalnych. Odcinki czy inne continua sg to rodziny zbioréw
z zadang odpowiednig struktura. Dopiero podejscie teoriomnogosciowe spra-
wia, ze mozliwe jest odtworzenie z ,,miejsc” continuum catego continuuml.
Teoria mnogosci zajmuje si¢, w przypadku liczb naturalnych, caloscig jego
podzbioréow jako zamknigtym uktadem istniejacych w sobie obiektow. Tym sa-
mym do matematyki wkracza nieskonczono$¢ aktualna i ona to w konsekwencji
sprawia, ze mozliwe jest udowodnienie faktow, ktore sa intuicyjnie oczywiste,
lecz wczesniej byly nieuchwytne dla matematycznego dowodzenia. Nalezg do
nich, migdzy innymi: przechodzenie funkcji ciaglej przez wszystkie wartosci
posrednie (twierdzenie Darboux), niemoznos¢ odwzorowania przestrzeni jed-
nowymiarowej na przestrzen dwuwymiarowg w sposob ciagly i wzajemnie
jednoznaczny (twierdzenie o niezmienniczosci wymiaru) czy podziat plaszczy-
zny na dwa obszary przy pomocy krzywej zwyktej zamknigtej bez samoprze-
ci¢¢ (twierdzenie Jordana). Oczywiscie, poza potwierdzeniem naszej intuicji
dowodzi si¢ wiele faktow, ktore ja przekraczajai zdaja si¢ jej przeczyc.

Sama definicja zbioru nieskonczonego, przyjeta w teorii mnogosci, uka-
zuje, ze nieskonczonosé jest pierwotna w stosunku do skonczonosci. Zgodnie z ta
definicja zbior jest nieskonczony, jesli mozna go odwzorowac¢ w sposéb wzajem-
nie jednoznaczny na jego podzbidr wlasciwy. Nieskonczonos¢ jest wigc jakby
konstruowana poprzez wskazanie odpowiedniego zbioru i funkcji. Na przykiad,
jesli chodzi o zbidr liczb naturalnych, to jest on nieskonczony, gdyz istnieje zbior
liczb parzystych (jako podzbior liczb naturalnych) i funkcja f(n) = 2n (ré6znowar-
tosciowa) odwzorowujaca zbior liczb naturalnych na ten podzbior. Skonczonosé
definiujemy niekonstrukcyjnie, przy pomocy negacji nieskonczonosci — zbior jest
skonczony, jesli nie istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna na zaden jego pod-
zbioér wlasciwy. Znoéw wydaje si¢ to sprzeczne z intuicja.

Dzi¢ki jezykowi teorii mnogosci postugiwanie si¢ intuicja staje si¢
zbgdne oraz w wielu przypadkach niewskazane. Na przyklad poprzez wprowa-
dzenie pojecia fancucha mozemy wyeliminowaé uzywanie nieprecyzyjnej idei
i tak dalej” w stwierdzeniu: kazda liczba naturalna moze by¢ osiggnigta, gdy
rozpoczynajac od liczby | bedziemy bra¢ kolejne nastgpniki n(l) =2, n(2) =3 itd.
az dojdziemy do kazdej z gory wyznaczonej liczby. Ta eliminacja niescistosci jest
zarazem eliminacjg intuicyjnego uzywania i rozumienia pojg¢cia ,,nieskonczonej
operacji”’. Wyglada ona nastgpujaco. Zbiér C nazywamy fancuchem, jesli wraz
z kazda liczbg x zawiera jej nastgpnik, czyli j1+1. Powyzsze stwierdzenie
przyjmuje teraz postac: kazdy tancuch, ktory zawiera | jest identyczny z calym
zbiorem liczb naturalnych. Aby to stwierdzenie mialo jednak sens trzeba
uprzednio nadac status obiektywnego istnienia zbiorowi liczb naturalnych.

Jedna z najwazniejszych metod stosowanych w teorii mnogosci jest ak-
sjomat wyboru. Ukazuje on jak nasza intuicja Sci§le zwigzana jest z liczbami
naturalnymi. Aksjomat ten stwierdza, ze w przypadku dowolnej rodziny zbio-
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réw istnieje zbior zawierajacy po jednym elemencie z kazdego zbioru tej rodzi-
ny. Aksjomat ten wydaje si¢ intuicyjnie oczywisty: je$li przed nami przesuwa
si¢ taSma zawierajaca pojemniki z kulami, to mozliwe jest wyjmowanie po jed-
nej kuli z kazdego pojemnika i wrzucenie ich do nowego stojacego koto nas.
Jednak, jesli tempo przesuwania si¢ taSmy wzrasta, to taka czynno$¢ stanie si¢
w pewnym momencie niemozliwa — zabraknie czasu. Tak jak konczy si¢ moz-
liwo$¢ wyjmowania kul przy zbyt duzej predkosci, tak rowniez konczy si¢ in-
tuicja, gdy rodzina zbiorow staje si¢ nieskonczona. Ta intuicjajest ograniczona
przez strukture¢ zbioru liczb naturalnych.

Aksjomatowi wyboru rOwnowazne okazuje si¢ twierdzenie Zermelo,
ktore stwierdza, ze kazdy zbidér mozna dobrze uporzadkowac7l. Idea dobrego
poczatku jest ideg kluczowa i charakterystyczng dla zbioru liczb naturalnych -
na niej ufundowana jest bowiem zasada indukcji matematycznej72. Kazdy wigc
zbior (np. zbior liczb rzeczywistych) mozna tak uporzadkowac, aby ,,odzyskac”
podstawowa wlasnos$¢ zbioru liczb naturalnych. Moze wiec wszystko, jak sa-
dzili pitagorejczycy, sprowadza si¢ do liczb (naturalnych)?

8. Nowa idea nauki uniwersalnej

Kartezjanskie cogito jest granicznym obiektem procesu radykalnego wat-
pienia. Nazwalem je absolutem poznawczym, gdyz dopiero po doswiadczeniu ist-
nienia cogito rozpoczyna si¢ poznawanie rzeczywistosci. Dokonujac wigc, w ra-
mach tej koncepcji, przej$¢ granicznych, nie mamy tak naprawde mozliwosci
wyjscia poza obszar subiektywnosci - to, co otrzymamy w granicy (nowego?), to
tylko i wylacznie cogito, gdyzjedynym przejsciem granicznym dajagcym nowe in-
formacje jest radykalne watpienie — prowadzi ono do powstania metody kon-
strukcji wiedzy i rekonstrukcji §wiata. Cogifo odkrywa w sobie ide¢ nieskonczo-
nego i doskonatego Bytu, co w konsekwencji daje wiedz¢ o materialnym $wiecie,
jednak do otrzymania tej wiedzy potrzebny jest, jak zauwazylem w rozdziale 4,
dowdd na istnienie absolutu poznawczego. Sama konstruowana nauka jest przede
wszystkim dowodem na istnienie tego absolutu.

Rowniez w przypadku Leibniza nie mamy mozliwosci wyjscia poza
pierwotne intuicje i obiekty skonstruowane w oparciu o te intuicje. ,,Prawdziwa”
tworczo$¢ ma miejsce na poczatku, gdzie umyst w nieskonczonym procesie do-
ciera do prawdziwych elementéw rzeczywistosci, ktore stanowia podstawe kon-
strukcji gmachu wiedzy. Tak w przypadku Kartezjusza jak i Leibniza dalszy bieg
pracy uczonego biegnie spokojnie naprzod bez koniecznosci uruchamiania jakis
nieskonczonych czy granicznych procesow. Te procesy zostaly przeprowadzone
na poczatku i stworzyly trwale i stabilne fundamenty dalszego rozwoju.

Jak pokazalem w poprzednich paragrafach, na przyktadzie Bolzano, Rie-
manna, Dedekinda i Cantora, w XIX wieku mozna dostrzec zakwestionowanie
powyzszego schematu budowy i konstrukcji nauki. Podstawa, na ktorej wspierat
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si¢ gmach matematyki, okazala si¢ petna niejasnosci, problemow i sprzecznosci.
Matematyka zostata zmuszona wobec tego do wejscia na obszary wczesniej za-
strzezone. Podjeto proby uchwycenia metoda matematyczng continuum geome-
trycznego, pojecia wymiaru, rozmaitosci, zbioru nieskonczonego. Tym samym
uznano za zrodla poznawcze inne procesy graniczne (poza zasada cigglosci).

Jak zobaczymy w dalszej czgséci okazato si¢, ze do otrzymania wiedzy
wykraczajacej poza idee znajdujace si¢ w umysle wystarczy stosowaé réznego
rodzaju procesy graniczne, bez koniecznosci dowodu na istnienie absolutu po-
znawczego. Nastepuje wigc istotne uproszczenie modelu naukowosci. Jednak sam
absolut poznawczy zostaje. Jak sadz¢, w pojeciu niezmiennika mozemy odnalez¢
ide¢ jednego z wazniejszych absolutow poznawczych nowej idei nauki uniwer-
salnej. Ta idea sprowadza si¢ do odnajdywania istotnych wtasnosci danej struktu-
ry poprzez wykonywanie na niej pewnej operacji. Wtasnosci, ktore po wykonaniu
danej operacji zachowuja si¢ sg traktowane jako te, ktore charakteryzuja badany
obiekt. Catoksztalt tak otrzymanych wlasnosci i zaleznos$ci stanowi istot¢ badane-
go obiektu. Pojecie caloksztaltu ogranicza ciag wzajemnych zaleznosci, staje si¢
niezmiennikiem poznania okreslajacym z jednej strony strukture rzeczywistosci,
a z drugiej prawde¢ procesu poznawczego (jak sadzit Riemann). T¢ ideg, jak pisa-
lismy w § 3, ukazywal rowniez Bolzano mowiac, ze w matematyce mamy do
czynienia z obiektywnymi zwigzkami zawartymi w twierdzeniach a nie z su-
biektywnymi przekonaniami czy wierzeniami. Dowdd ma za zadanie odstonic¢
obiektywne zwigzki miedzy twierdzeniami, w szczegdlnosci pomiedzy obiektyw-
nymi prawdami. Natomiast prawdziwa definicja musi zawiera¢ tylko takie ozna-
czenia definiowanego pojg¢cia, aby odstaniata jego istot¢ — odpowiednio bogaty
system wilasciwych poje¢, ujety w strukture definicji, daje mozliwos¢ dotarcia do
istoty rzeczywistosci. Wedlug Bolzano wiasciwe definicje sajedyng drogg dotar-
cia do $wiata (istniejgcego obiektywnie) poprzez subiektywny $wiat mysli.

Przypomnijmy, ze w nowozytnym modelu naukowosci wiedz¢ uzyski-
walo si¢ w dwoch etapach:

1. Etap upraszczania i redukcji, w wyniku ktérego otrzymujemy absolut
poznawczy i podstawowe elementy konstrukcji wiedzy (jest to etap ,,infinitysty-
czny" opierajacy si¢ na przejsciu granicznym).

2. Etap konstrukcyjny, gdzie z elementow podstawowych, otrzymanych
w etapie pierwszym, buduje si¢ wszelkag mozliwa wiedzg (jest to etap finity-
styczny — konstrukcje majg charakter skonczony).

Jak zauwazylem w rozdziale 1V, uprawomocnieniem etapu drugiego (i za-
razem uzupehlieniem pierwszego)jest dowdd na istnienie absolutu poznawczego.

Natomiast nowe metody wprowadzone w matematyce XIX-wiecznej
opieraja si¢ w pewnym sensie na odwroceniu kolejnosci powyzszych etapow.

1. Najpierw w wyniku konstrukcji czy na podstawie definicji (np. pojecia
liczby rzeczywistej, pojecia zbioru, rozcigglosci) otrzymujemy zbior wilasnosci,
ktore sa niezmiennikami pewnego typu operacji (sato np. wlasnosci wspodlne dla
prostej geometrycznej i liczb rzeczywistych czy ,,niezmiennik™ teorii mnogos$ci —
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moc zbioru). Istotne znaczenie ma tutaj wydzielenie operacji i dziatan, ktore
traktowane sgjako generatory niezmienniczych wilasnosci. W przypadku topolo-
gii takim dziataniem jest homeomorfizm, ajesli chodzi o teori¢ mnogosci odwzo-
rowanie wzajemnie jednoznaczne.

2. Nastepnie ma miejsce etap réznorodnych konstrukcji granicznych.
Jedna z pierwszych konstrukcji tego typu jest, skonstruowany przez Cantora,
stynny ,,zbiér Cantora”. Ten zbiér ma podstawowe znaczenie zaréwno dla topo-
logii, jak i dla teorii mnogosci. P6zniej mamy do czynienia w matematyce z ca-
ta lawing konstrukcji granicznych. Sg one nieodzownym zrédlem nowych ma-
tematycznych bytow i wlasnosci.

Przyjrzyjmy si¢ konstrukcji zbioru Cantora, aby zobaczy¢, jak moc
zbioru, jako absolut poznawczy, daje mozliwo$¢ przeprowadzenia tej konstruk-
cji i w konsekwencji odkrycia nieznanych uprzednio wlasnosci.

Konstrukcja przebiega nastgpujaco:

Z odcinka domknigtego [0,1] wyrzucamy odcinek otwarty
zostalych dwoch odcinkéw domknietych znow wyrzucamy odcinki ,,$§rodkowe"
7 8
Q&,) NQ’Q | Te procedur¢ powtarzamy nieskonczenie wiele razy. Zbior,

ktory zostanie po wyrzuceniu tych wszystkich odcinkow otwartych, to wtasnie
zbiér Cantora7l. Wida¢ wyraznie, ze ta konstrukcja jest typowa procedura gra-
niczna. Z punktu widzenia zasady cigglosci, tego typu konstrukcja nie jest ni-
czym interesujagcym, gdyz wszystkie ewentualne wlasnosci tak otrzymanego
zbioru sgjuz wiasnosciami odcinka [();1] (jest to przeciez tylko uktad nieskon-

czenie matych odcinkéw). Dopiero w nowym spojrzeniu na matematyke tego
typu konstrukcja uzyskuje sens. Ponadto wazne jest to, iz moc catego odcinka
jest nieprzeliczalna, a ilo$¢ krokéw konstrukcji jest przeliczalna (czyli mocy
mniejszej) i stad, otrzymany w ten sposob zbidr, ma szans¢ by¢ niepusty, a wigc
moze w ogoéle zaistnie¢ jako $wiat nowych wilasnosci. | rzeczywiscie, zbior
Cantora jest skarbnicg wlasnosci topologicznych i teoriomnogosciowych.

Sama konstrukcja zbioru Cantora polegajaca na wyrzucaniu kolejnych
»Srodkowych” odcinkoéw wydaje si¢ zupelnie niszczy¢ strukture continuum
odcinka. [ tak jest rzeczywiscie. Otrzymany zbior Cantorajest niespdjny (nawet
catkowicie niespdjny -najmniejsza jego czg$¢ nie posiada czegsci spdjnych).
Jednak zachowuje pewne wlasnosci continuum: jest zwarty i w sobie gesty
(kazdy punkt zbioru Cantora jest granicg punktéw tego zbioru). Oprocz ,,wi-
docznych” punktéw zbioru Cantora (konce wyrzucanych odcinkéw tzw. punkty
wymierne zbioru Cantora) istniejgjeszcze punkty ,,niewidoczne” (wewngtrzne,
niewymierne punkty zbioru Cantora) w zbiorze Cantora. Mozna powiedzie¢, ze
te wewngetrzne punkty, dzicki ktorym zbidr Cantora jest w sobie gesty, decyduja
o spoistosci odcinka, gdyz przeliczalna operacja nie byla w stanie ich usuna¢.
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Zreszta o ile punktow wymiernych jest przeliczalnie wiele, to zbior punktéw
niewymiernych zbioru Cantora jest nieprzeliczalny (czyli ma ,tyle samo”
punktéow co odcinek). Powyzszy faktjest prawie reguta we wszystkich ,,patolo-
gicznych” konstrukcjach przeprowadzanych pdzniej w matematyce — to co nie-
widoczne jest niemal wszystkim. Ta niewidoczno$¢ nie oznacza, ze dane
obiekty nie sg uchwytne dla metod matematycznych — te obiekty sa jedynie
niewidoczne dla uprzednio uksztaltowanej intuicji. W nowej metodzie dopiero
nowe konstrukcje stanowia podstawe budowy odpowiednich skojarzen i ,,no-
wej” intuicji.

Zauwazmy, ze pojawienie si¢ ,,réznych nieskonczonosci" nie jest moz-
liwe w nowozytnym schemacie poznawczym. Proba otrzymania w tym schema-
cie nowych nieskonczonych bytéw prowadzi do sprzecznosci, ktérych w zaden
sposob nie da si¢ usunaé. Najbardziej spektakularnym przykladem jest tzw.
paradoks rodziny (zbioru) wszystkich zbiorow.

W paradoksie tym, przyjmujac zalozenie o istnieniu zbioru wszystkich
zbiorow i wykorzystujac pojecie mocy zbioru, dochodzi si¢ do sprzecznosci.
Uwazam, ze sprzeczno$¢ tego paradoksu nie jest widoczna, gdy jestesmy catl-
kowicie zamknigci w nowozytnym ideale naukowosci.

W celu naswietlenia tego problemu przyjrzyjmy si¢ idei dowodu twier-
dzenia Cantora, mowiacego o tym, ze moc rodziny wszystkich podzbioréw
danego zbioru X jest wigksza od mocy tego zbioru. Wtasnie w oparciu o to
twierdzenie mozemy np. stwierdzié, ze istnieje moc wigksza od nieskonczonej
mocy zbioru liczb naturalnych. Dowdd twierdzenia Cantora jest prowadzony
metoda ,,nie wprost”.

Niech P(X) oznacza rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X. Zalézmy,
ze moc zbioru Xjest wicksza lub réwna mocy zbioru P*X. ) co oznacza, Ze istnieje
funkcja réznowarto$ciowa F': X — PCX) ze zbioru X na zbiér P(X ). Zauwaz-
my, ze zbior Z = {x'j:£ F”~x" } (ktory nalezy oczywiscie do rodziny P”X)) nie

moze by¢ obrazem zadnego elementu z X poprzez funkcj¢ F. Przypusémy, ze ist-
nieje punkt ¢ taki, ze Z = F'(c\ Na podstawie definicji zbioru Z zachodzi naste-

pujaca rownowazno$¢ xeZ«x 6 Fex\ Podstawiajac do powyzszej roOwno-
waznosci x=c otrzymujemy ce Z <=> ci F{c.) Oznacza to, ze Z f F(c).

Tym samym otrzymali$my sprzecznos$c.
Spojrzmy na konsekwencje tego twierdzenia.

Gdyby istnialo uniwersum U zawierajace wszystkie mozliwe zbiory, to
rodzina (zbior) 2< wszystkich podzbioréw tego uniwersum tez musialaby by¢

jego elementem, czyli moc zbioru 217 bylaby mniejsza (lub réwna) od mocy
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zbioru U. Twierdzenie Cantora méwi jednak, ze moc zbioru 2f jest wicksza od
mocy zbioru U. | otrzymujemy sprzeczno$c.

Ktoére zalozenia tego rozumowania doprowadzily do sprzecznosci? Naj-
czesciej jako przyczyne sprzecznosci podaje si¢ zalozenie mowiace, iz rodzina
wszystkich podzbiorow Ujest zbiorem. Czy jednak okreslenie zbioru jest na ty-
le precyzyjne, ze pozwala jednoznacznie stwierdzi¢, iz uniwersum (zawierajace
wszystkie zbiory) samo nie moze by¢ zbiorem (czy pojecie zbioru jest na tyle
»mocnym” pojeciem, ze dzieli wszystkie obiekty na zbiory i nie-zbiory)? Moze
wazniejsze jest drugie odpowiedzialne za fatsz zalozenie, czyli stwierdzenie
o istnieniu uniwersum U zawierajacego wszystkie mozliwe zbiory. Jak bo-
wiem moze istnie¢ co$ co jest catkowicie nieokre§lone?

Zauwazmy, ze ta sprzecznos¢ jest catkiem oczywista i naturalna w no-
wym ideale nauki i uderza robwnocze$nie w optymizm poznawczy Kartezjusza.
Moéwi ona, Ze nie mozemy w pierwotnie nicokreslonym §wiecie (uniwersum)
przeprowadzaé procesOw granicznych, nieskonczonych (jak np. radykalne wat-
pienie, tworzenie rodziny wszystkich zbiorow), bo mozemy dojs¢ do sprzeczno-
$ci. Obszar, w ktorym przeprowadza si¢ tego typu procesy musi by¢ uprzednio
okreslony (najpierw etap finitystyczny a dopiero potem infinitystyczny).
»lajemniczos¢” powyzej analizowanej sprzecznosci jest charakterystyczng
cecha nowozytnej wizji nauki uniwersalnej. W nowym podejsciu do matematy-
ki ukazana sprzeczno$¢ mowi nam jedynie o nieistnieniu matematycznych na-
rzedzi (w ramach posiadanych teorii), ktére pozwalalaby takie uniwersum
»ogarnac”. Jednak dalszy rozwo6j matematyki moze takie narzedzia dostarczy¢.

Uwazam, ze pehiejsze zrozumienie przebudowy gmachu wiedzy w XIX
wieku i jej znaczenie mozna otrzymaé poprzez analiz¢ pogladéw E. Husserla
dotyczacych ideatu racjonalnosci i metody konstrukcji wiedzy pewnej. Husserl
kwestionowal naukowy ideal racjonalnosci i w swej krytyce odnosit si¢ zar6wno
do idealu nowozytnego jak i do tego, ktory powstawal w czasie jego zycia (nie
dostrzegat znaczenia przemian, ktore dokonywaty si¢ w XIX wieku). Pragnal
zbudowa¢ uniwersalng, bezzalozeniowa filozofi¢, ktora zastapitaby nauke w od-
powiedzi na podstawowe pytania dotyczace egzystencji i bytu.

Wedlug tego filozofa ,,kazde przezycie intelektualne i kazde przezycie
w ogole, jesli zostato spelnione, moze zostaé uczynione przedmiotem czystego
ogladania i uchwytywania, i w ogladaniu tym bedzie ono stanowito dang abso-
lutng”74. Te dane absolutne, to nic innego, jak absoluty poznawcze (obieckty
graniczne) dajace podstawe i mozliwo$¢ ustanowienia teorii poznania. One
wlasnie maja za zadanie uczyni¢ jawna istot¢ poznania polegajaca w znacznej
mierze na roszczeniu do prawomocnego obowigzywania, a w konsekwencji
doprowadzi¢ poznanie do bezposredniej samoprezentacji i sprawi¢ by stato si¢
dang absolutna.

W przypadku Kartezjusza tg dang absolutna jest wyltacznie cogito -
podmiot poznajacy. Rozjasnienie istoty poznania ma nastapi¢ w wyniku kon-
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strukcji (finitystycznej) nauki uniwersalnej, a nie w pierwotnie samoprezentu;ja-
cym si¢ akcie — bez skonstruowania nauk, stanowigca ich podstawe¢ metoda
radykalnego watpienia i fakt cogito, nie maja wiarygodnosci i ugruntowania.

To sprzg¢zenie zwrotne migdzy naukami i teorig poznania (otrzymane
w wyniku refleksji poznawczej dane absolutne sa podstawa konstrukcji
wszelkich nauk, natomiast same te nauki uprawomocniajg t¢ refleksje) bedace
kluczowe dla Kartezjusza, Leibniza jak réwniez dla Bolzano czy Riemanna,
jest catkowicie nie do przyjecia dla Husserla.

Wedtug Husserla ,,nie wolno dedukowac z czego$, o czego istnieniu tyl-
ko si¢ wie, ale czego si¢ nie widzi. Ogladania nie da si¢ udowodni¢ ani wydedu-
kowaé. Oczywistym nonsensem jest dgzenie do rozjasnienia mozliwosci (i to juz
mozliwo$ci bezposrednich) poprzez logiczne wywodzenie z wiedzy nieintuicyj-
nej. Moge wigc by¢ zupelnie pewien, ze istnieja transcendentne $wiaty, moge
pozostawi¢ pelna moc obowiazujaca wszystkim naukom naturalnym, niczego
jednakze nie wolno mi od nich zapozyczac”75.

Zgodnie z nowym ideatem nauki do wiedzy docieramy w wyniku
przej$¢ granicznych (procesdow nieskonczonych) nastepujacych po etapie lo-
giczno-dedukcyjnych konstrukcji, co jest niedopuszczalne dla Husserla, ktory
twierdzi, ze ogladania nie da si¢ udowodni¢ ani wydedukowa¢. Wszystko, co
istotne, ma by¢ dane w uprzedzajacym rozumowanie ogladzie.

Jak zauwazyliSmy w § 5 Gauss sprzeciwial si¢ w sposob zasadniczy
wprowadzaniu do matematyki zbiorow nieskonczonych. Wedlug niego mozna
oczywiscie uzywac stowa nieskonczonos¢ w matematyce, ale tylko jako pewien
wygodny sposdb wyrazania si¢. Niedopuszczalne jest natomiast wlaczanie nie-
skonczonos$ci w struktury matematyki.

Takie mys$lenie jest zgodne z nowozytna wizjg matematyki uniwersal-
nej, gdzie wszelkie operacje graniczne, procesy nieskonczone miaty przed-
matematyczny charakter. Uleglo to zasadniczej zmianie przynajmniej w przy-
padku takich matematykoéw jak Bolzano, Riemann, Dedekind czy Cantor. Wia-
zato si¢ to zarazem z wprowadzeniem do matematyki nowych poje¢ i powsta-
niem nowych dyscyplin. Pojeciem, ktore w badaniach tych matematykow oka-
zato si¢ szczegblnie wazne, bylo pojecie continuum. Powoli stawalo si¢ ono
bytem matematycznym. Narodzenie si¢ tego pojgcia nastgpito na poczatku XX
wieku w pracach Brouwera i Janiszewskiego w postaci continuum topologicz-
nego. Juzjednak wczesniej okazalo si¢ ono $cisle powigzane z pojgciami figur
geometrycznych, wymiaru, continuum rzeczywistego, rozmaitosci czy zbioru
nieskonczonego. Zrozumiano, ze wprowadzenie tego pojecia do matematyki
jest niezbedne, jesli chee si¢ poprawnie zdefiniowaé np. pojecie krzywej, ptasz-
czyzny czy wymiaru.

Cantor w dwoch podstawowych 1 obszernych pracach z 1883: Ueber
unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten oraz Grundlagen einer allgeme-
inen Mannigfaltigkeitslehre podjat si¢ obrony zbioréw nieskonczonych. Prze-
ciwstawil si¢ w tych pracach calej tradycji poczynajac od Arystotelesa a kon-
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czac na Gaussie. W tej obronie chyba w najpelniejszy sposoéb widoczna jest
nowa metoda wprowadzona do matematyki przez Cantora (i innych omawia-
nych w tym rozdziale matematykow).

W paragrafie 4 Grundlagen polemizuje z argumentem Arystotelesa
o ,.,anihilacji liczby”, gdyby przyjac¢ istnienie liczby nieskonczonej. Oto rozu-
mowanie Arystotelesa:

Dla dowolnych dwéch liczb a i b mamy a+b > a,a+b > b. Jednak-

ze, gdyby b byla nieskonczona, to dla dowolnej liczby a prawdziwa bylaby
nastgpujgca rownosé: a + «> = «> To zdaje si¢ przeczy¢ dobrze znanej wlasno-
$ci, ze dodanie dwoch liczb powinno da¢ wzrost wielkosci — tu liczba a znika w
liczbie oo. Trzeba wigc usung¢ liczby nieskonczone, bo ich wprowadzenie do-
prowadza do sprzecznosci z ogélnie rozumianym zachowaniem si¢ liczb.
Jednak Cantor argumentuje, ze liczby to, 60+1,60+2 itd. r6znig si¢ od

siebie jako liczby nieskonczone (liczba tojest to liczba nieskonczona odpowia-
dajaca zbiorowi liczb naturalnych a liczba @ +1 jest kolejng po niej liczba
nieskonczong) i dlatego argument anihilacji liczb skonczonych 1, 2, ... przez
liczbe nieskonczonag to nie jest stuszny76 Cantor w Grundlagen pochyla si¢ row-
niez nad pogladami matematykéw i filozofow XVII wieku, ktore dotycza poje-
cia nieskonczono$ci. Zaréwno Locke, Kartezjusz, Spinoza, Hobbes, Berkeley
jak i Leibniz krytykowali wprowadzanie nieskonczonosci aktualnej do mate-
matyki. Uwazali, ze liczba moze by¢ tylko predykatem tego co skonczone, bo
nieskonczonos¢ (Absolut) przynalezy jedynie Bogu. Inaczej Boég bylby ograni-
czony definicjg nieskonczonosci, co jest niemozliwe. Nieskonczonos¢ (aktual-
na), podobnie jak Bdg, jest niepojmowalna i nie mozna jej uja¢ przy pomocy
struktur matematycznych. Cantor jednak z cala moca podkresla, ze jego teoria
nie zajmuje si¢ nieskonczonoscig absolutna, ktora przynalezy jedynie Bogu i nie
moze by¢ modyfikowana przez liczby skonczone (jak liczby nieskonczone
Cantora).7]

Wedlug Cantora liczby nieskonczone tworza calkowicie nowy rodzaj
liczb, ktérych natura jest zalezna od natury rzeczy i jest obiektem badan, a nie
dowolnych spekulacji - trzeba wnikna¢ w jego teori¢, aby dyskutowac¢ o licz-
bach nieskonczonych, ktore on rozwaza7s.

Wysitki Bolzano zwiazane z definicjg zbioru i proba wprowadzenia zbio-
ru nieskonczonego do matematyki byly znane Cantorowi. W Grundlagen z po-
dziwem odnosi si¢ do wynikow, ktore osiggnat Bolzano w pracy Paradoxien des
Unendlichen. Traktowal swoje rozwazania jako kontynuacj¢ i uzupehienie tego,
czego zabraklo w pracach Bolzano. A wedlug Cantora zabraklo tam przede
wszystkim formalnej definicji nieskonczonosci aktualnej oraz pojgcia mocy zbio-
ru, zbioru przeliczalnego i nieprzeliczalnego.

Przez wigkszos$¢ owczesnie zyjacych matematykow, filozofow (i teolo-
gow) Cantor byl krytykowany za swojg teori¢ zbiorow nieskonczonych. Od pew-
nego momentu jego praca naukowa polegata na ciaglych polemikach, zwalczaniu
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krytycznych uwag i opinii czy poszukiwaniu argumentéw filozoficznych za
»prawomocnos$cig’ wprowadzenia nieskonczonosci aktualnej do matematyki.
Prace Bolzano, ktére byly ogoélnie dostgpne (wydawane w jezyku niemieckim
w Lipsku, Pradze czy Wiedniu), byly niemal powszechnie przemilczane. Nie li-
czac Cantora, dopiero Herman Hankel pelniej zainteresowatl si¢ pracami Bolzano
i w artykule ,,Grenze”, ktory ukazat si¢ w Ersch-Gruber Encyklopddie w 1871 r.,
wskazal po raz pierwszy na znaczenie jego prac (na temat szeregéw nieskonczo-
nych). Rowniez wyniki Riemanna dotyczace nowej idei nauki uniwersalnej nie
spotkaly si¢ na poczatku ze zbytnim zainteresowaniem. Wolno przedzieraly si¢
do swiadomosci 6wczesnego Swiata nauki nowe idee.

Bardzo spektakularnym przykladem jest ostra opozycja Kroneckera
wobec teorii liczb rzeczywistych (tak Cantora jak i Dedekinda) oraz teorii liczb
nieskonczonych Cantora. Kronecker zgadzat si¢ catkowicie, ze nalezy zbudo-
wa¢ solidne podstawy analizy matematycznej i calej matematyki. Uwazat jed-
nak, ze wszystkie twierdzenia nalezy wyrazi¢ w postaci twierdzen o liczbach
naturalnych, ktére sajedyng pewna podstawa matematyki. Nie widziat potrzeby
wprowadzania catkiem nowych poje¢ — i uwazat takie praktyki za szkodliwe.

Jednak np. dla Dedekinda najwig¢kszy i najowocniejszy postep w mate-
matyce moze by¢ osiagnigty poprzez wytworzenie i wprowadzenie nowych
pojec. Stare pojecia bardzo stabo wyjasniaja nowe zjawiska i problemy, ktore
pojawily si¢ w matematyce

Przyktadowo opierajagc si¢ na starym intuicyjnie rozumianym poj¢ciu
ciaglosci (przy pomocy ciaglego ruchu punktu) nie jesteSmy w stanie wytluma-
czy¢ ani zrozumie¢ nowo skonstruowanych funkcji cigglych, ktére nie sa w zad-
nym punkcie rézniczkowalne. Dedekind nie obawiat si¢ korzysta¢ z réznych ob-
szaréw wiedzy w celu skonstruowania nowych potrzebnych pojec. Jak wiedzieli-
$my w paragrafie 6, wykorzystal analogi¢ migdzy wlasnosciami liczb wymier-
nych i punktéw na prostej geometrycznej, aby wprowadzi¢ nowe liczby — liczby
rzeczywiste. Bylo to niedopuszczine dla Kroneckera, ktory uznawat tylko jedna
podstawe dla nowych konstrukcji i definicji — liczby naturalne i ich wilasnosci.
Wedhug niego nalezy uwolni¢ analiz¢ z ciagtego odwolywania si¢ do geometrii80.

W prébach Riemanna budowy teorii funkcji (zespolonej) na innej pod-
stawie niz arytmetyczna, widzial Kronecker jedynie kurczowe trzymanie si¢
intuicyjnego rozumienia funkcji jako krzywej na ptaszczyznie (Riemann korzy-
stal z interpretacji geometrycznej liczb zespolonych jako punktéw plaszczyzny).
Jak pisze Casaroti Kronecker uwazal, ze: funkcje mozna zawsze traktowac jako
cigglg w dowolnej czesci plaszczyzny, w ktorej jg rozpatrujemy tzn., zawsze
mozemy takfunkcje zmodyfikowac, aby omijala punkty krytyczne, takjak gdyby
takie punkty nie mogly catkiem przerwac jej ciggtosci miedzy poszczegolnymi
czesciamiplaszczyzny'. Kronecker podaje przyktad nastepujacej funkcji:

U(D=1+2£/ = 1+ 2" 2gl +...,

V=l
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ktora jest zdefiniowana tylko dla |g| < 1. Aby rozpatrywac t¢ funkcje¢ poza ko-

lem o promieniu / nalezaloby uciec si¢ do catkiem innych $rodkow. W tym
przypadku jednak otrzymana funkcja (jako funkcja zespolona) miataby osobli-
wos$¢ w punkcie <7 =1 (czyli na okrggu). Tego typu patologiczne zachowanie
si¢ funkcji jest niedopuszczalnes?.

Sama idea liczb niewymiernych byla rowniez dla Kroneckera nie do
przyjecia. Nawet ogdlne pojecie szeregu nieskonczonego tzn. takiego, ktory prze-
kracza ustalong moc zmiennych, jest wedlug niego dopuszczalne tylko w szcze-
go6lnym przypadku, gdy na bazie praw arytmetyki tworzy si¢ wyrazenia utworzo-
ne ze skonczonych elementow. Dzigki temu moga zachowa¢ charakter szeregu
skonczonego$3.

W oparciu o rozwazania i wyniki naukowe Bolzano, Riemana, Dede-
kinda i Cantora mozemy pokusi¢ si¢ teraz o sformutowanie podstawowych ele-
mentow okreslajagcych nowa wizje¢ mathesis universalis. Sa one decydujace dla
zrozumienia przemian, ktore dokonaly si¢ w matematyce (i nie tylko) na prze-
tomie XIX i XX wieku.

1. Nadanie statusu obiektywnego istnienia obiektom ,nieskonczonym™ (np.
zbior liczb naturalnych, continuum rzeczywiste).

2. Wprowadzenie poje¢cia zbioru jako uktadu ,,niepodzielnych” elementow
(jako elementy danego zbioru sg one niepodzielne, chociaz w innym ukta-
dzie moga by¢ podzielne np. cztowiek jako element zbioru wszystkich ludzi
jest niepodzielny, ajako zbidr komorek jest podzielny).

3. Odejscie od intuicji jako wystarczajacego narz¢dzia tworzenia obiektow
lezacych u podstaw matematyki (np. pojgcia rézniczki, ciagtosci, granicy,
funkcji byly w schemacie nowozytnym przed-matematycznymi, intuicyjnie
rozumianymi obiektami).

4. Budowanie intuicji matematycznej w oparciu o wykonywane konstrukcje
(majg one na poczatku paradoksalny i nie-intuicyjny charakter) i definicje.

5. Wilaczanie do matematyki obiektow, poje¢ z innych dziedzin wiedzy z za-
chowaniem (przynajmniej w pewnym stopniu) znaczen, odniesien i pier-
wotnych intuicji (np. pojecie nieskonczonosci, ciagtosci, continuum).

6. Generowanie nowych wilasno$ci poprzez pewne nieskonczone procesy i przej-
$cia graniczne niedopuszczalne we wczesniejszych metodach matematyki.
Dane konstrukcje majg teraz wlasnosci, ktorych nie posiadajg obickty lezace
u podstaw tych konstrukcji i rownoczes$nie zachowuja wiele kluczowych wta-
snosci tych obiektow (np. zbior Cantora ma wtlasnosci, ktorych nie posiada
odcinek - nigdziegestos¢ — a rownoczesnie jest zwarty | w sobie gesty) — jest
to polaczenie wydawaloby si¢ sprzecznych wlasnosci.

Nowa wizja nauki uniwersalnej, ktora wytania si¢ z tych nowych metod
badawczych, jest w do$¢ duzym stopniu zwigzana z metoda Archimedesa bu-
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dowy matematyki. Przypomnijmy, ze dla niego uniwersalno$¢ matematyki po-
lega na tym, iz metody réznych nauk moga zosta¢ przez matematyke zaadopto-
wane i wykorzystane do odkrycia faktow matematycznych. Ta uniwersalnos$¢
nie jest uniwersalnos$cig matematycznej metody uniesprzeczniajgcej réozne ob-
szary rzeczywistosci (jak jest u Platona), ani pitagorejska uniwersalnoscia ma-
tematyki nadajgcej Swiatu status racjonalnosci i realno$ci, lecz uniwersalnoscia
struktury matematycznej, ktora jest w stanie wchlonaé cata roznorodnos¢ spo-
soboéw dochodzenia do prawdy (por. rozdz. 3, § 15).
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Rozdziat VI
Powstanie continuum topologicznego

1. Filozofia matematyki Zygmunta Janiszewskiego

Janiszewski, wraz z Sierpinskim i Mazurkiewiczem, stanowit gtowny
filar Polskiej Szkoly Matematycznej. Juz wtedy, gdy mtodzi matematycy Jani-
szewski i Mazurkiewicz zostaja w 1915 roku profesorami nowo powstalego
Uniwersytetu Warszawskiego, mozna mowi¢ o poczatkach tej szkoly. Nato-
miast kilka lat pozniej, gdy Polska odzyskuje niepodleglosé, istnieje juz w War-
szawie silna grupa matematykow skupiona wokot zagadnien teoriomnogoscio-
wych i topologicznych. W 1918 roku przyjezdza do Warszawy Wladystaw
Sierpinski (nauczyciel akademicki Mazurkiewicza) i rozwdj srodowiska mate-
matycznego zostaje jeszcze bardziej przyspieszony. W latach 20-tych istnieje
juz w Warszawie jedno z najsilniejszych centréw matematyki na $wiecie (po-
dobnie intensywny rozw6j matematyki mozna zaobserwowac rowniez we
Lwowie).

Szczegodlnie wazna postacia, majaca ogromny wktad w rozwoj topologii,
byt Zygmunt Janiszewski. Po ukonczeniu w 1907 roku szkoty $redniej we Lwo-
wie. studiuje w Zurychu, Monachium, Getyndze i Paryzu majac za nauczycieli
takich profesoréw jak: Hilbert, Minkowski, Zermelo, Hadamard, Lebesgue, Pi-
card, Poincaré. W Paryzu, pod kierunkiem Lebesgue’a, robi w 1911 roku doktorat
na podstawie pracy ,JSur la continus irreductibles entre deux points”. Niosta ona
ze soba znaczacy wklad w rozwdj topologii.

Dziatalno$¢ naukowa Janiszewskiego przypada na lata 1909-1920
(umiera w czasie wojny bolszewickiej w wieku zaledwie 31 lat). Mimo tak
krotkiego okresu pracy byt tworcg wielu istotnych idei. Oprocz zagadnien $cisle
matematycznych zajmowat si¢ rowniez problemami zwigzanymi z filozofig oraz
dydaktyka matematyki. W cyklu prac, ktore ukazaly si¢ w ,,Poradniku dla sa-
moukow” oraz w ,,Przegladzie Filozoficznym”, podjat si¢ podsumowania roz-
woju matematyki w latach przetlomu wiekoéw ze zwrdceniem szczegdlnej uwagi
na kluczowe trendy rozwojowe (m.in. w celu wykorzystania tych uwag przez
polskie srodowisko matematyczne do stworzenia znaczacego i pr¢znego osrod-
ka rozwoju matematyki). Chociaz tego explicite Janiszewski nie pisze, jego
tworczo$¢ jest nawigzaniem do idei mathesis universalis wielkich matematy-
kow XIX wieku, o ktorych pisalem w poprzednim rozdziale. Przyjrzyjmy si¢ na
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poczatku doktadniej jego filozoficznym pracom, aby zobaczy¢ jak rozumie t¢
ideg.

Zaraz na poczatku pracy Zagadnienia filozoficzne w matematyce znaj-
duje si¢ wypowiedz, ktérag mozna odczytac jako przeciwstawienie si¢ idei nauki
uniwersalnej w wydaniu Kartezjusza czy Leibniza.

Tak wiec nie do matematyki nalezeé¢ bedzie zagadnienie, czy istniejq
w przyrodzie aktualnie nieskoniczenie male odcinki, oraz zagadnienie (obej-
mujqce poprzednie), czym jest i jakie ma wlasnosci przestrzen fizyczna. Za-
gadnien tego rodzaju -jako dotyczqcych przedmiotow niematematycznych -
nie zaliczamy do filozofii matematykil.

Nie mozna wigc, wedtug Janiszewskiego, wchodzi¢ z metoda matema-
tyczna na obszar, ktory nalezy do kompetencji innych dziedzin wiedzy (filozofii
fizyki). Czy nie jest to podjscie droga sztywnego podziatu kompetencji nauk,
ktory zaproponowatl Arystoteles? Z punktu widzenia starozytnej (czy nawet no-
wozytnej) wizji nauki uniwersalnej tak to wyglada. Jednak nowa idea nauki
uniwersalnej, ktora powstata w XIX wieku, w czym innym widziata uniwersal-
nos$¢ matematyki — nie we wchodzeniu z metodami czy strukturami matematyki
na rozne obszary wiedzy, lecz w wykorzystywaniu przez matematyke wynikow
innych dziedzin poznania do tworzenia nowych struktur matematycznych. Jak
zobaczymy dalej, ta sama droga podaza Janiszewski.

W dalszej czesSci formuluje zasadnicze zagadnienie dotyczace prawd
matematycznych, ktére, wedlug niego, ma polegac¢ na rozstrzygnigciu czy do-
wody matematyczne sg w zupetnosci dedukcyjne i a priori, czy tez, jak w in-
nych naukach, opierajg si¢ na indukcji i doswiadczeniul.

Na przyktad, dla Poincare’go, zasada indukcji zupelnej jest sadem synte-
tycznym a priori, natomiast formali$ci uwazaja, ze moznajg udowodni¢ za pomo-
cg prawd logicznych lub wyprowadzi¢ jako czes¢ sktadowg wlasnosci ciagu liczb
naturalnych. Janiszewski uwaza, ze spor o charakter indukcji zupelnej jest w grun-
cie rzeczy sporem o istote liczb naturalnych. Nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢ jaki
jest charakter prawd matematycznych bez uprzedniego ustalenia pogladéw na
charakter przedmiotow, ktorych te prawdy dotycza. W tym miejscu Janiszewski
uzaleznia metody dowodzenia od zatozen ontologicznych - to tak jakby powrd-
cit do punktu wyjscia, nie uwzgledniajagc przewrotu Kartezjusza i rewolucji
Kanta, w kwestii zalezno$ci praw rozumowan i metod poznawczych od ontolo-
gii. Zauwazmy jednak, ze w ramach nowych idei stworzonych przez Bolzano-
Riemanna-Dedekinda-Cantora nie mozemy tworzy¢ struktur matematyki opie-
rajac si¢ na gruncie, uprzedniej wobec matematycznych badan, metodologii czy
intuicji (jak byto u Kartezjusza czy Leibniza).

Kolejnym przykladem jest spor migdzy idealistami i realistami o cha-
rakter zbioru. Idealisci uwazajg zbior za okreslony, jesli dana jest cecha cha-
rakterystyczna tworzacych go elementéw tj. taka, ktora posiadaja wszystkie
elementy tego zbioru i tylko one. Natomiast realisSci zgdaja wigcej, aby byla
podana metoda pozwalajgca okresli¢ dowolny element okreslanego zbioru. Tym
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samym odrzucajg zbiory nieskonczone oraz pewnik Zermelo o mozliwosci do-
brego uporzadkowania dowolnego zbioru.

Musimy podkresli¢, ze spor pomigdzy idealistami a realistami, o ktérym
pisze Janiszewski, to zasadniczo spor migdzy nowa ideg matematyki a starym
(nowozytnym) schematem. Mozna tatwo wywnioskowac, po ktorej stronie tej
polemiki znajduje si¢ Janiszewski, szczegolnie gdy wskazuje nowe fakty od-
kryte wjego czasach przez matematyke i uwazane przez wigkszo$¢ za paradok-
salne. Sato, migdzy innymi, prawdy nastgpujace:

1. cze$¢ moze by¢ rowna calosci;

2. istnieje krzywa ciagla nie posiadajaca stycznej w zadnym punkcie;

3. istnieje zbior w sobie gesty i zarazem nigdziegesty.

Wedhug Janiszewskiego te fakty nie sg paradoksalne — przekraczaja tyl-
ko wyobrazni¢ oraz potoczng intuicje¢, jednak ich opis jest logicznie i matematy-
cznie poprawny. Dla nowozytnej (kartezjansko-leibnizjanskiej) idei matematyki
sa to paradoksy, gdyz pokazuja oderwanie si¢ matematyki od jej realnych i in-
tuicyjnych korzeni, co jest niedopuszczalne. O antynomii mozemy moéwic tylko
wtedy, jak sadzi Janiszewski, gdy mamy do czynienia z formalnie udowodniona
sprzecznoscia — dowod ma by¢ tak Scisly jak innych twierdzen matematyki.
Antynomie nie mogg si¢ pojawiac¢ na obrzezach matematyki, ktore czgsciowo sa
a czg¢sciowo nie sg matematyczne (gdyz takowych nie ma), lecz musza dotyczy¢
wylacznie jej najwlasciwszych struktur. Okazuje si¢ wowczas, ze matematyka
poczatku XX wieku wcale nie jest taka paradoksalna.

Kluczowy dla matematyki jest problem wewngtrznej niesprzecznosci
aksjomatow. Satrzy drogi podejscia do tego problemu:

1. Mozna traktowac aksjomaty jako intuicyjnie oczywiste.

2. Nalezy znalez¢ przedmioty, ktore realizujg uktad tych aksjomatow
(budowa modelu).

3. Nalezy wykaza¢, ze zadne dwa wnioski wyprowadzone z uktadu ak-
sjomatow nie moga by¢ ze soba sprzeczne (metoda Hilberta).

Rowniez w przypadku tego problemu wida¢ réznice migdzy kartezjan-
sko-leibnizjanska idea nauki uniwersalnej a ideg Bolzano-Riemanna-Dedekin-
da-Cantora. Szczegodlnie drugi sposob rozwigzania problemu niesprzecznosci
aksjomatoéw odpowiada nowej wizji nauki uniwersalnej — w oparciu o uktad
aksjomatoéw konstruujemy pewien matematyczny model; sam fakt jego istnienia
jest wystarczajacy do tego, aby uwiarygodni¢ przyjete aksjomaty i nada¢ im
okreslong matematyczna tres¢ (bez tego modelu te aksjomaty moga nie miec
sensu).

Pojecie przestrzeni jest centralnym pojeciem rozpatrywanym w mate-
matyce. Pochylajac si¢ nad istniejacymi rezultatami zwigzanymi z pojgciem
przestrzeni mozemy odpowiedzie¢ (teraz lub w przysztosci) na nastgpujace
pytania:

1. Jaka jest geneza przestrzeni — czy posiadamy jg a priori, czy z do-
S§wiadczenia?;
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2. Czy przestrzen ma swoj wilasny byt (Kartezjusz), czy jest wtasnoscia
cial (Leibniz), czy forma subiektywng naszego ogladu (Kant)?;

3. Jaka geometri¢ posiada przestrzen? To pytanie mozemy rozpatrywac
w trzech aspektach:

a) geometrii ciat, ktora bada przestrzenne wiasnosci ciat,

b) geometrii przestrzeni idealnej, bez cial,

c) geometrii matematycznej, ktora jest badaniem rozmaitosci przedmio-
tow idealnych powiazanych aksjomatami i abstrahuje od przestrzennosci pozo-
stawiajac tylko zwiazki migdzy elementami.

Idealizacja, ktora ma miejsce w matematyce, jest szczegdlnego rodzaju.
Janiszewski podaje prosty przyktad. Zaktada si¢ w geometrii, Ze zmiana poto-
zenia ciala nie zmieniajego rozmiarow. Mowigc o niezmienniczo$ci rozmiaréw
zakladamy, ze istnieje jakas ,,dlugos$¢” sama w sobie, ze posiadanie przez ciato
pewnej dlugosci znaczy co$ wigcej niz przystawanie tego ciata do innego ciala.
To powyzsze zalozenie nie moze by¢ w zaden sposob sprawdzone. Nie ma ono
w ogole sensu, dopdki nie wprowadzi si¢ pojegcia dtugosci jako pojecia pierwot-
nego a wraz z nim i przestrzeni idealnej.

Filozofia matematyki ma wedlug Janiszewskiego swoje specyficzne pro-
blemy badawcze, ktére nie naleza do samej matematyki. Jest to przede wszystkim
kwestia rozstrzygniecia czy przestrzen idealna to tylko hipoteza (i fikcja), czy tez
ma ona byt realny. Janiszewski uwaza, ze ,,toczacy si¢ spor filozoficzny nie doty-
czy ani $wiata dosSwiadczalnego, ani rozmaito$ci matematycznych, lecz tego czy
posiadamy ide¢ prostej przestrzennej i czy te wlasnosci sg wlasnosciami prostej
euklidesowej oraz czy ta idea jest niezbedna do ujmowania zjawisk $wiata ze-
wnetrznego™3. Aby jednak podja¢ kompetentnie takie badania trzeba, jak sadzi
Janiszewski, zna¢ dobrze teori¢ mnogosci, arytmetyke, podstawy geometrii, pod-
stawowe pojecia analizy nieskonczonosciowej, logistyke (czyli logike matema-
tyczna) oraz mie¢ ogdlne wyksztalcenie filozoficzne. Dopiero w oparciu o t¢
wiedze mozna podja¢ si¢ opracowania metod badawczych w ramach filozofii
matematyki i rozpocza¢ okreslone dla tej dziedziny nauki badania.

Tak wyrazne wydzielenie pewnych obszaréw badawczych i jedno-
znaczne przypisanie ich do nowej dziedziny wiedzy (nowej, gdyz trzeba jg zbu-
dowaé¢ w oparciu o nowo powstate teorie i rezultaty matematyczne) — filozofii
matematyki — ma niebagatelne znaczenie. Nauka, wedtug Janiszewskiego, ma
rzeczywiscie uniwersalny charakter. Powinna podja¢ wszelkie wyzwania, jed-
nak nie koniecznie istniejacymi metodami. Przy opracowywaniu nowych metod
korzysta¢ jednak musi z wynikow innych nauk, bowiem podzial kompetencji
nie moze wigza¢ si¢ z zamykaniem si¢ na pozostale dziedziny wiedzy. Jani-
szewski w bardzo ostrych stowach podsumowuje badania, ktére miaty miejsce
do jego czaséw. ,,Z literatury (bardzo obfitej) broniacej istnienia przestrzeni
idealnej absolutnej i jej euklidesowskos$ci, nie znamy nic, majacego wartosé¢
naukowsg. Sa to tylko mniemania, odczucia niedostatecznie zanalizowane, albo
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btedne dedukcje, oraz dyskusje z matematykami polegajace na nieporozumie-

niach i nieznajomos$ci matematyki”4.

Te poglady Janiszewskiego sa wigc kontynuacja idei nauki uniwersalnej,
opracowane]j przez Bolzano i Riemanna, w przypadku filozofii matematyki. Po-
wstaly nowe dziatly matematyki oraz nowe istotne wyniki i sg one koniecznoscia,
i szansg dla filozofii. C6z dla Janiszewskiego jest szczegolnie istotne w tych osia-
gnigciach ostatnich lat:

1. Krytyczna rewizja matematyki, samych jej podstaw i budowanie na podsta-
wach wylacznie logicznych;

2. Powstanie teorii rownan catkowych (Volterra, Fredholm), funkcji automor-
ficznych (Klein, Poincaré), grup przeksztalcen Liego oraz teorii mnogosci
Cantora;

3. Wplyw pojecia zbioru na inne dzialy matematyki — wygenerowanie nowych
plodnych pytan i przyspieszenie rozwoju;

4. Wplyw pojecia grupy na wiele dziatdw nauki;

5. Rozwoj metody aksjomatycznej — dostrzezenie, iz aksjomaty sa warunkiem
koniecznym i wystarczajagcym do ugruntowania teorii. Dzigki metodzie ak-
sjomatycznej mozemy:

- przenosi¢ cale teorie zjednej dziedziny do drugiej (ma to miejsce np. po-
migdzy topologia, teoria mnogosci i teoria grup), gdyz dzigki posiadaniu
tych samych aksjomatow nie ma potrzeby powtérnego dowodzenia,

- glebiej wnikna¢ w istote teorii wyszukujac (w aksjomatach) te wlasnosci,
na ktorych ta teoria si¢ opiera,

- wprowadza¢ nowe pojecia — szuka si¢ nowych poje¢ czynigcych zado$é
pewnym warunkom (np. catka Lebesgue’a),

- abstrahowa¢ od wszystkich wlasnosci indywidualnych tworzacych danag
teori¢ i badac tylko forme logiczna.

6. Rozwoj teorii funkcji rzeczywistej — chodzi o badanie funkcji ,,prawie do-
wolnych” analogicznie jak w topologii bada si¢ figury ,,prawie dowolne™.
Tak ogodlne badania sa mozliwe dzigki teorii mnogosci i nowym subtelnym
pojeciom wypracowanym przez topologig, czy teori¢ catkis.

Patrzac na aktualny rozwd¢j matematyki dostrzega Janiszewski dwa pod-
stawowe kierunki, w ktérych powinna po6jS¢ matematyka, aby jej rozwoéj byt
rzeczywiscie ptodny:

1. Blizsze zetknigcie si¢ logiki i matematyki m.in. w celu wyjadnienia paradok-
sOw teorii mnogosci;

2. Stosowanie w sposob szeroki matematyki w innych naukach. Jest to mozliwe
i konieczne, gdyz ogolnos¢ prawd odkrywanych przez matematyke ma war-
to$¢ sama w sobie.

Jako przyktad wzajemnego przenikania ogélnych prawd pomig¢dzy rézny-
mi dziedzinami wiedzy podaje Janiszewski rozwoj logiki matematycznej6. Logika
wyroznia dwa zasadnicze elementy mysli: pojecie i sad. Przez caly czas istniaty
dwa zasadniczo odrebne teorie logiczne: jedna zajmujaca si¢ stosunkami zacho-
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dzacymi mig¢dzy poje¢ciami a druga mi¢dzy sadami. Okazalo si¢ jednak, a stato si¢
to migdzy innymi dzigki powstaniu teorii zbiorow, ze tym ré6znym teoriom odpo-
wiada ten sam rachunek logiczny - jest to rachunek logiki matematycznej. Logika
matematyczna bada bardziej ztozone formy od tych, ktére badata logika tradycyj-
na (4 jest 3), gdyz operuje operacjami mnozenia i dodawania logicznego oraz
przeczenia. W tej nowej logice istnieje catkowity dualizm praw ukazujacych
zwigzek migdzy pojegciami i praw, ktére mowig o wynikaniu pomigdzy sadami
oraz migdzy funkcjami logicznymi ,,i” oraz ,,Jlub” (algebra Boole’a).

| stad rodzi si¢ zadanie dla kazdej nauki. Chodzi o wykazanie zwiazku
mig¢dzy jej prawdami i o znalezienie zupetnego uktadu niezaleznych od siebie
praw (w logice — praw logicznych). Kazda prawdziwa nauka powinna wynaj-
dowa¢ zwiazki miedzy faktami swojej dziedziny badan - taki jest sens twier-
dzen i ich dowodow.

2. Wprowadzenie topologicznych poje¢ spojnosci i zwartosci

Rozwazania i wyniki osiagnigte przez Bolzano, Cantora, Weierstrassa,
Dedekinda, Riemanna i innych pozwolity na sformulowanie dwoch zasadni-
czych dla powstania topologii geometrycznej pojec: zwartosci i spojnosci. Stalo
si¢ to na przetomie wieku XIX i XX w pracach Jordana (pojecie spdjnosci,
1893) i Frécheta (pojecie zwartosci, 1906). Wprowadzenie ogdlnego pojecia
zwartos$ci stato si¢ mozliwe dzigki wynikom Borela i Lebesgue’a (twierdzenie
Borela-Lebesgue'a) ktore méwia, iz z kazdego pokrycie otwartego odcinka
domknigtego mozna wybra¢ podpokrycie skonczone. Uogolnienia tego Fréchet
dokonat dzigki dostrzezeniu $cistego zwiazku migdzy powyzszym twierdzeniem
a twierdzeniem Bolzano-Weierstrassa.

Pojecie spdjnosci jest kluczowym pojeciem we wspdlczesnej matema-
tyce. Wczesniej (tzn. az do rozpoczecia przebudowy podstaw matematyki w XIX
wieku) miato ono intuicyjny charakter i nie mialo warto$ci samej w sobie — byto
uzywane w potaczeniu z innymi pojeciami (np. spdjna figura geometryczna).
Samo podanie definicji nie jest wystarczajace do tego, aby zdefiniowane pojecie
uzyskato ten szczegodlny status pojegcia rozumianego w duzej mierze niezaleznie
i abstrakcyjnie i nadajacego sens innym pojgciom, i strukturom matematycz-
nym. Pierwsze zdecydowane kroki w tym kierunku podjat Bolzano (co anali-
zowaliSmy w § 4 rozdzialu 5), jednak nie odrézniat on pojecia spdjnosci od
pojecia continuum. To rozréznienie ma miejsce u Cantora w pracy z 1873 roku,
jednak spdjnos¢ pelni tam jedynie role pomocnicza w definicji continuum - nie
ma warto$ci sama w sobie. Ponadto samo continuum jest rozumiane jako cz¢$¢
przestrzeni euklidesowej, nie nabiera jeszcze ogbdlnego i w peini abstrakcyjnego
znaczenia.

10 lat po ukazaniu si¢ pracy Cantora podejmuje problem spojnosci Jor-
dan7, jednak nie odwoluje si¢ nigdzie do tej pracy. Wprowadza pojecie sktado-
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wej (un seul tenant), ktore stuzy mu do zdefiniowania spojnosci tzn. zbior spo6j-
ny jest to zbidér majacy tylko jedna sktadowa: Domkniety i ograniczony zbior
punktow ma pojedynczqg skladowq, jesli nie mozna go rozlozy¢ na kilka do-
mknietych rozdzielonych zbiorow (zbiory domknigte sq rozdzielone, jesli odle-
glos¢ miedzy nimijest wigksza od zera). Zauwaza, ze powyzsza wlasnosc jest
rownowazna nastepujacej wiasnosci: Dla dowolnego E mozna wskazaé pomie-
dzy dowolnymipunktamip ip’'danego zbioru tancuch posrednich punktow tego
zbioru taki, ze odleglos¢ miedzy kolejnymi punktamijest mniejsza niz £ Ta wla-
sno$¢ pokrywa si¢ z definicjg spojnosci Cantora.

Wyszczegolnienie pojecia skladowej miato wazne konsekwencje dla
dalszego rozwoju topologii (i samego pojecia spéjnosci), jednak dopiero Scho-
enflies w pracy z 1904 r.§ zwrécil uwage na fundamentalne znaczenie pojecia
spojnosci dla calej Analysis Situs. Pragnie da¢ on czysto teoriomnogosciowa
definicj¢ spdjnosci, jednak ogranicza to pojecie tylko do zbiorow doskonatych
sadzac, ze dla zbioréow niedoskonatych pojecie spdjnosci nie jest interesujace :
zbior doskonatyjest nazywany spojnym, jesli nie mozna "o roztozy¢ na podzbio-
ry (z ktorych przynajmniej dwa sq niepuste) doskonale". Ciagle wigc spojnosé
nie posiada w pelni ogdlnego i abstrakcyjnego znaczenia.

Waznym etapem w rozwoju poje¢cia spojnosci jest praca W. H. i G. C.
Young. Definiuja oni spéjnos¢ uwalniajac si¢ od wczesniejszych ograniczen:
Zbior o tej wilasnosci, ze kazdyjego punkt jak rowniez punkt skupienia tego
zbioru, jest punktem wewnetrznym, nazywamy zbiorem spojnym, pod warun-
kiem, ze zawiera wigcej niz jeden punkt™). Dzigki tak sformutowanej definicji
punkty domknigcia zbioru nie zmieniajajego spojnosci. Ponadto, zbidr spdjny
nie moze by¢ podzielony na domknigte podzbiory nie posiadajace punktow
wspolnych i t¢ wlasno$¢ mozna traktowac jako warunek wystarczajacy dla za-
pewnienia spojnosci zbioru.

Jednak zasadniczy postep mial miejsce rownolegle w pracach Lennesa
i Riesza. Lennes podat swoja definicj¢ spdjnosci na spotkaniu American Ma-
thematical Society w grudniu 1905 r., natomiast Riesz przedstawit swoja defini-
cj¢ na forum Hungarian Academy of Science 22 stycznia 1906 r. Przyjrzyjmy
si¢ tym definicjom.

1. Definicja Lennesa: Zbior punktow jest spojny, jesli w kazdej parze
dopetniajgcych zbiorow przynajmniej jeden zawiera dowolny punkt skupienia
punktow drugiego zbioru."

2. Definicja Riesza: Zbior nazywa sig¢ spojny, jesli nie moze by¢ rozto-
Zony na dwa podzbiory, ktorych domkniecia sq rozlgczne; nazywa sie absolutnie
spojny, jesli dla kazdego jego rozkladu na dwa niepuste podzbiory, istnieje
przynajmniej jeden element, ktory nalezy do jednego z podzbiorow ijest punk-
tem skupienia drugiego?!
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Zbior spdjny Lennesa i absolutnie spojny Riesza oznaczaja to samo.
W przypadku ich definicji docieramy do wspodlczesnego rozumienia pojecia
sp6jnosci.

W tym miejscu mogloby si¢ wydawaé, ze spdjnosé jest wystarczajgca
do uchwycenia istoty continuum. Przyklad ukazujacy jakie sa konsekwencje
braku zwartosci i jak daleko moga odbiega¢ wlasnosci zbioru spojnego od tego
co intuicyjnie rozumiemy jako spoistos¢, pokazuje zbior skonstruowany przez
Knastera 1 Kuratowskiego w roku 1921 (zwany miotelkag Knastera-
Kuratowskiego, rys. 2).

Utworzmy na odcinku [0,1] na osi n-6w zbidr Cantora C. Polaczmy

kazdy punkt ¢ zbioru C z punktem g = odcinkiem Lc. Suma wszyst-

2

kich odcinkow Lc nazywa si¢ miotetkg Cantora. Jest to oczywiscie zbior spojny

(i zwarty). Oznaczmy przez P zbidr wszystkich punktéw zbioru Cantora, ktore
sg koncami wyrzucanych (podczas konstrukcji zbioru Q odcinkéw otwartych.

Zmodyfikujmy miotetk¢ Cantora w nastgpujacy sposob: z odcinka Lc wyrzucamy
wszystkie te punkty (i1,y), ktorych druga wspotrzedna jest niewymierna, jesli
ce P oraz, gdy ci P, te punkty (Xx,y), ktoérych druga wspotrzedna jest wy-

mierna. Powstaly w ten sposob zbidor K nosi nazwe¢ miotetki Knastera-
Kuratowskiego. Punkt g nalezy do zbioru K. Okazuje si¢, ze ten zbior jest spoj-
ny. Jest on nawet dwuspojny tzn. nie mozna go roztozy¢ na dwa roztaczne zbio-
ry spdjne niejednopunktowe (gdyz kazdy podzbior spdjny zbioru K musi zawie-
ra¢ punkt g). Wystarczy jednak wyrzuci¢ ze zbioru K punkt g a pozostala cz¢sé¢
staje si¢ zbiorem calkowicie niespojnym (nie posiada zadnych wielopunkto-
wych spdjnych podzbiorow). Punkt ¢ nazywa si¢ punktem eksplodujacym.
Potrzebna jest wigc jeszcze kolejna wlasnos¢, aby dalo si¢ uchwycié
podstawowe i istotne wilasnosci continuum. Miotetce Knastera-Kuratowskiego
brakuje tzw. cigglosci (o ktorej pisaliSmy przy podawaniu intuicyjnej charakte-
rystyki continuum), czyli mozliwosci nieskonczonej podzielnosci tak, aby ko-
lejne, coraz mniejsze cz¢éci mialy rowniez zachowana strukturg tego zbioru (nie
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mozna wzia¢é w kazdym punkcie dowolnie malego podzbioru spdjnego, gdyz
kazdy podzbior spojny musi zawiera¢ punkt g). Ta kolejng wlasnoscig gwaran-
tujaca zachowanie cigglosci zbioru okazuje si¢ zwartosc.

Istniejg dwa gtowne zrodla, z ktoérych narodzito si¢ pojecie zwartosci.
Pierwszym z nich sg badania Bolzano i Weierstrassa dotyczace zachowania si¢
funkcji okreslonych na ciggach liczb rzeczywistych. Drugim zrodlem bytly wy-
niki Borela i Lebesgue’a zwigzane z toplogicznymi wlasno$ciami pokry¢ zbio-
row przy pomocy otwartych otoczen.

W pracy Bolzano z 1817 r. znajduje si¢ nastepujacy lemat:

Jesli pewna wlasnos¢ M nie przystuguje wszystkim wartosciom zmien-
nej x, lecz tym wartosciom, ktore sq mniejsze od pewnej wartosci u, wtedy ist-
nieje wielkos¢ U, ktorajest najwicksza z tych, dla ktorych mozna stwierdzic, ze
wszystkie mniejsze wielkosci x posiadajqg wlasnos¢ M13.

W powyzszym lemacie moze nie istnie¢ taka wielko$¢ majaca wlasnos¢
M, Ze kazda wigksza od niej tej wlasnos$ci juz nie posiada; jednak musi istnie¢
taka wielkos$¢, ze wszystkie mniejsze od niej posiadajajuz wlasnos¢ M. Innymi
stowy, w lemacie Bolzano zbior wszystkich punktow majacych wilasnosc
M moze nie posiada¢ elementu najwigkszego, jednak zbior elementéw nie ma-
jacych wilasno$ci M musi mie¢ element najmniejszy - jest to najwazniejsza
wlasnos$¢ prostej rzeczywistej (ciaglos¢) mowiaca, ze kazdy ograniczony pod-
zbiodr prostej musi posiadaé kresy (w tym przypadku, kres gérny).

Istota dowodu, ktory podaje Bolzano, jest dzielenie ograniczonego
odcinka na dwie czgsci i wybor tej czesci, ktora zawiera nieskonczong ilos¢
elementow tego zbioru. Powtarza on ten proces tak dlugo, az otrzymuje
liczb¢ bedaca najmniejszym goérnym ograniczeniem danego zbioru liczb
rzeczywistych.

Lemat Bolzano pozwolit Weierstrassowi udowodnié, ze kazdy ograni-
czony, nieskonczony podzbior liczb rzeczywistych posiada punkt skupienia
(wlasnos¢ Bolzano-Weierstrassa) oraz, ze ciagla funkcja okre$lona na do-
mknigtym i ograniczonym podzbiorze liczb rzeczywistych przyjmuje przy-
najmniej raz maksimum. Pierwsza z powyzszych wlasnos$ci stata si¢ podstawag
definicji tzw. ciggowe]j zwartosci (zbior jest zwarty, jesli kazdy ciag utworzony
z jego elementow posiada podcigg zbiezny do elementu tego zbioru). Druga
natomiast wlasnos¢ (tzw. twierdzenie Weierstrassa) jest podstawowym argu-
mentem za wprowadzeniem poj¢cia zwartosSci — okazuje si¢, ze funkcje ciagle
przyjmuja swoje kresy rowniez w ogélnym przypadku, gdy sa okreslone na
zbiorach zwartych.

Zostata wigc uchwycona istotna wtasno$¢ continuum - przyjmowanie
kresow. | wszystko sprowadza si¢ do ,,dyskretnej" operacji — sposrod elemen-
tow ograniczajacych wybieramy element najwig¢kszy (kres dolny) lub najmniej-
szy (kres goérny). Na przyktad mimo, iz odcinek otwarty na prostej nie ma ele-
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mentu najwickszego (,,nicosiggalnos¢" konca odcinka otwartego zjego wnetrza
jakby potwierdza paradoks dychotomii Zenona z Elei, jednak z zewnatrz ten
kres jest osiagalnyl4), to jednak istnicje najmniejszy element jego ograniczen
gornych i jest to kres gérny tego odcinka.

O ile Weierstrass probowal uchwyci¢ wilasnosci charakterystyczne pro-
stej rzeczywistej przy pomocy pojecia ciggu i kresu, o tyle Borel i Lebesgue za
narze¢dzie badan obrali pojgcie pokrycia otwartego. Dopiero p6zniej ujawnita si¢
znaczaca zbieznos¢ tych podejsé.

W 1894 r. Borel dowodzi nastgpujace twierdzenie: Jesli przeliczalna
rodzina odcinkow otwartych pokrywa domkniety przedziat [a,;], wtedy istnieje

skonczona podrodzinapokrywajgca [a,b].

Metoda ,,pokryciowa” Borela byla juz wczesniej stosowana przez in-
nych matematykéw. Heine w 1872 r. w dowodzie twierdzenia méwiacego, ze
funkcja ciagta na odcinku domknigtym jest jednostajnie ciagla stosuje t¢ meto-
de. Nie widzi jednak jej ogolnosci.

W rok po ukazaniu si¢ pracy Borela w 1895 r. Cousin rozszerza twier-
dzenie Borela na przypadek pokry¢ plaszczyzny: Jesli kazdemu punktowi do-
mknigtego obszaru odpowiada okrqg o skonczonym promieniu, wtedy obszar
moze byc¢ podzielony na skonczong liczbe podobszarow takich, ze kazdy podob-
szarjest wnetrzem dla pewnego okregu majgcego swoj srodek w tym obszarze.

Korzystajac z wyniku Cousina, Lebesgue w 1902 r. uogolnil twierdze-
nie Borela na przypadek podzbiorow domknigtych (i ograniczonych) dowolnej

przestrzeni euklidesowej £”. Dopiero u Frecheta w pracy z 1906 r. pojawia si¢
definicja zwartos$ci — zrozumial on, ze wilasnos¢ zbioréw domknigtych (i ogra-
niczonych) ujeta w twierdzeniu Borela-Lebesgue’a powinna otrzymaé nazwe,
czyli moze sta¢ pelnoprawnym matematycznym pojeciem. W swojej definicji
uwzgledniajednak réwniez intuicje zwartosci zawartg w rozwazaniach Bolzano
1 Weierstrassa.

Zbior E nazywamy zwartym, jesli dla dowolnego ciggu E, niepustych,
domknietych podzbiorow E takich, ze Entl jest podzbiorem En, dla kazdego n,

istnieje przynajmniejjeden element nalezgcy do wszystkich zbiorow En.

Metoda przekrojow zstepujacego ciagu zbioréw domknietych pozwala
stwierdzi¢ czy zbiér ma ,,dziury”, czy nie. Od razu wida¢, ze odcinek z wyrzu-
conym jednym punktem (czy z przeliczalng iloscig) nie jest zwarty oraz, zZe nie
jest zwarta miotetka Knastera-Kuratowskiego. Mozna by wigc utozsamiaé
zwartos¢ z ,,brakiem dziur”. Jednak zbior Cantora jest zwarty (wida¢ to juz
z samej konstrukcji, gdyz kazdy punkt tego zbioru jest przekrojem przeliczalnej
ilosci zbioréw domknigtych zawartych w odcinku). Nie mozna wigc postugiwac
si¢ tak prostg intuicjg. Zbiér Cantora nie jest jednak spdjny (analogicznie jak
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miotetka Knastera-Kuratowskiego jest spdjna, ale nie jest zwarta). Wydaje sig,
ze polaczenie spojnosci i zwarto$ci pozwoli unikngé powyzej wskazanych trud-
no$ci i da charakterystyke continuum zgodna z intuicja.

Zanim jednak zaczgto uzywaé abstrakcyjnie rozumianego pojgcia con-
tinuum topologicznego (jako zbioru zwartego i spojnego) miaty miejsce badania
prowadzone przez Schoenfliesa, Brouwera, Janiszewskiego, Sierpinskiego,
Mazurkiewicza, Knastera, Kuratowskiego i innych nad pojeciami zwartosci
i spojnosci, szczegolnie w przypadku obiektow potozonych na plaszczyznie.
Udowodnione przez tych matematykow twierdzenia i przeprowadzone kon-
strukcje ukazaty znaczenie, i matematyczng rang¢ pojg¢cia continuum. Narodzi-
nami topologicznego poje¢cia continuum zajmiemy si¢ w nastgpnych paragra-
fach.

3. Konstrukcja Brouwera

Intuicjonizm Brouwera byl proba filozoficznego ogarnigcia nowych idei,
ktore pojawily si¢ w matematyce w XIX wieku. Byla to chyba najbardziej zdecy-
dowana proba w tym okresie. Nowozytna wizja matematyki nie wytrzymata pro-
by czasu. Zostata zakwestionowana przez rozw¢j matematyki — elementy aprio-
ryczne czy intuicyjne nie moga w nowej wizji matematyki okresla¢ ,,prawdzi-
wos¢” aksjomatow i poprawnos$¢ definicji. Najpierw jest matematyka i jej kon-
strukcje a dopiero potem, wytworzone w oparciu o te konstrukcje, intuicje.

W koncepcji Brouwera jednak wszystkie obiekty matematyczne po-
wstaja w oparciu o ,,intuicj¢ nagiej dwujednosci”. Czy jest to do pogodzenia z
nowa wizjg matematyki? Spojrzmy na argument Brouwera przytaczany przez
niego na poparcie tezy, ze przy budowie matematyki nalezy calkowicie odrzu-
ci¢ metode¢ aksjomatyczng. Sadzi on, ze zaden obiekt matematyczny nie istnieje
uprzednio jako obiekt przed-matematyczny — dopiero po skonstruowaniu go
jako obiektu matematycznego mozna podda¢ go badaniom. Ta ,,intuicja dwu-
jednosci” lezaca u podstaw matematyki, nie determinuje jej, gdyz jest ,,naga”,
pozbawiona jakichkolwiek tresci. Nabywa ich dopiero pod wplywem dzialalno-
$ci matematycznej, ktorajest wolng gra umystu.

Jaki jest wigc sposob dziatania metody intuicjonistycznej przy kon-
strukcji matematyki? Nie przyjmowac¢ na poczatku niczego co mogtoby ograni-
czy¢ wolng aktywno$¢ umystu, gdyz kazda rzecz (wlasnosé, metoda) moze staé
si¢ matematyczna, moze zosta¢ uzyta w dzialalnosci matematycznej. Widzimy
wigc z jaka $mialoscig metoda uniwersalizmu matematyki, nakreslona przez
Bolzano i Riemanna jest tutaj realizowana. Stad tak spektakularny spor
Brouwera z Kroneckerem - ten ostatni nie dopuszcza, aby matematyka mogta w
swoich podstawach wyj$¢ poza arytmetyke — nie zgadzatl si¢ na jej. tak rozu-
miany, uniwersalizm.
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Intuicja, o ktorej pisze Brouwer, lezaca u podstaw wszelkich konstrukeji
matematycznych, ma szczegoélne znaczenie. Jest bowiem jedno$cig ciagglosci
i dyskretnosci. U podstaw matematyki nie lezy wigc pierwotne rozumienie liczby,
lecz intuicja ciaglosci, czasowego continuum - dopiero ta intuicja wytwarza to co
dyskretne, poprzez podziat continuum w postaci ,przed i po”l1S. Continuum nie
jest dane jako zbiér punktéow, ktore moga by¢ skonstruowane pojedynczo. Con-
tinuum jest podobne do matrycy, ktdora mozna wypetni¢ punktami czy liczbami.
Oczywiscie, to wypelianie musi by¢ zgodne z ,naturg continuum". Z jednej
strony intuicja continuum jest punktem startowym matematyki, lecz z drugiej,
rozwijajac matematyke glebiej wnikamy w t¢ nature.

Twoérczo$¢ matematyczna Brouwera jest przyktadem realizacji jego filo-
zofii. Szczegbdlnie widoczne jest w przypadku $miatych konstrukcji topologicz-
nych. To wlasnie Brouwer skonstruowal pierwsze continuum nierozktadalne —
miato to miejsce w 1909 r. Praca Zur Analysis Situs, ktora ukazata si¢ w Mathe-
matische Annalen w 1910 r.16, byta wlasciwie komentarzem do trzech prac Scho-
enfliesa z lat 1903-1906 dotyczacych podstaw topologii ptaszczyzny i bedacych
proba scharakteryzowania krzywych ptaskich m.in. jako brzegéw obszaréw.
Centralnym twierdzeniem, ktéorym zajmowatl si¢ Schoenflies bylo twierdzenie
Jordana moéwiace, ze krzywa zamknigta Jordanowska (tzn. wzajemnie jedno-
znaczny 1 ciggly obraz okregu) dzieli ptaszczyzne¢ na dwa obszary, przy czym
jest ich wspoélnym brzegiem. Brouwer poddat analizie twierdzenia sformutowa-
ne i udowodnione przez Schoenfliesa i zauwazyl, ze ,hier sind mehrere seiner
Resultate falsch, andere zwar richtig, aber ungeniigend begriindetl7. Nie od-
mawiatjednak przez to wartosci tym pracom. Uwazal, ze poruszone tam sprawy
sa kluczowe dla dalszego rozwoju Analysis Situs. Wierzyl, ze mozna te kwestie
i problemy wyjasni¢, przede wszystkim przez konstrukcje odpowiednich zbio-
row, ktore posiadajg wilasnosci przeczace udowodnionym tam twierdzeniom.
Nie wskazuje wigc bledow w rozumowaniu Schoenfliesa, lecz konstruuje zbior,
ktéry poddaje analizie. Dopiero odkryte wlasnosci tego zbioru przeciwstawia
istniejagcym twierdzeniom i tym samym ukazuje ich falsz. Dwa nastgpujace
,twierdzenia”, ktorych prawdziwos¢ Brouwer zanegowat, sa dla nas szczegolnie
interesujace:

. Jede geschlossene Kurve sich in zwei eigentliche Kurvenbogen zerlegen Idft.

1. Bei der Zerlegung einer geschlossenen Kurve in zwei Kurvenbogen wenig-
stens einer von ihnen eigentlich istl$,

Stanowily one bowiem gldéwna motywacj¢ dla przeprowadzonej kon-
strukcji, ktora wtasnie pokazywala, ze takie rozktady sa niemozliwe. Ten skon-
struowany przez Brouwera zbior, to pierwsze continuum nierozktadalne (nnze-
legbare Continue), ktore pojawito si¢ w matematyce.

Gléownym zamierzeniem pracy Brouwera bylo podanie mnogosciowej
charakterystyki ,,krzywej”. Uwazat on, ze taka charakterystyka jest konieczna.
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jesli chce si¢ unikna¢ sprzecznosci i btedow (np. takich jak w pracach Schoen-
fliesa) wynikajacych gléwnie z faktu korzystania z geometrycznych intuicji.
Dopiero dostatecznie ogdlna ,,ponad-geometryczna” charakterystyka da mozli-
wos¢ wyzwolenia si¢ z tych intuicji.

Do czasu Brouwera wydawalo si¢, ze kazde continuum jest rozkladalne,
czyli mozna go przedstawi¢ jako sume jego dwoch wilasciwych (czyli réznych
od catosci) podcontinuow. Uksztattowana na doswiadczeniu potocznym intuicja
nie jest w stanie wyobrazi¢ sobie continuum nierozktadalnego. Taka nierozkla-
dalno$¢ wydaje si¢ wrecz przeczy¢ istocie continuum jako zbioru, ktéry mozna
dzieli¢ na coraz mniejsze, dowolnie mate czgsci (podcontinua).

Przyjrzyjmy si¢ jak przebiega konstrukcja Brouwera. Najpierw z pro-

stokata R0 (lezacego na ptaszczyznie) o dtugosci a i szerokosci b (Hauptrech-

teck — prostokat podstawowy) wycinamy prostokat Rr w ten sposob, aby

Niech stosunek podstawy wyrzuconego prostokata do podstawy a pro-

stokata R() wynosi gdzie a jest dowolng dodatnig liczba rzeczywista.
2a+T

a
2a+l

Wtedy szeroko$¢ dr wynosi a. Nastepny krok polega na wpisaniu paska

I

D o szerokosci a w obszar R) — Ri migdzy odcinkami P P
201+ JL2«+1

oraz QXQ! jak pokazuje rys. 4. Brzegi paska D sa odpowiednio rownolegte do
. : a
brzegdéw prostokata R0 i oddalone od nich o odleglo$é a (rys. 4).

W kolejnym etapie wycinamy z pozostalej czgSci (*.-<<,)->> pasek R"

ktéry otacza obszar D, w ten sposéb, ze poczatek tego paska zaczyna si¢ po
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lewej stronie podstawy prostokata R( i konczy po prawej stronie na wysokosci
0121 Szerokos¢ paska R. stanowi -z------ odleglosci mie;dvzbirzegife,m prp-

stokata R( a obszarem D i pasek ten biegnie dokladnie przez $rodek obszaru

lezacego migdzy brzegiem R0 a D (rys. 5).

(rys-4)

P P! R1 Q1 Qi

Teraz nalezy przedtuzy¢ pasek D rozpoczynajac od O]01 posuwajac sie

srodkiem obszaru lezacego migdzy brzegiem R( a wycigtym paskiem R az
dojdziemy do odcinka QTQ?, ktory lezy w takiej samej odlegtosci od podstawy
prostokata R( jak prostopadly brzeg obszaru D wychodzacy z punktu 22 °d

brzegu R-,. Szerokos$¢ paska D wynosi --------- odlegtosci migdzy brzegiem R,.
=" —=—m —&+—— MW

a brzegiem R? (rys.5).

(rys.5)
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W nastgpnym etapie wycinamy pasek R3 wokot istniejacej juz (rozsze-
rzonej) czgsci obszaru D rozpoczynajac zndéw od podstawy prostokata /20 po
prawej stronie, migdzy brzegiem prostokata R} a obszarem D, posuwajac si¢

. P . .o L
srodkiem (szeroko$¢ wycinanego paska stanowi znoéw szerokosci tej
2a+ |
czesci, z ktérej wycinamy) az znajdziemy si¢ na wysokosci odcinka Pr P/ mig-

dzy lewym brzegiem prostokata Ry a obszarem D.

W dalszej kolejnosci zndw rozszerzamy obszar D rozpoczynajac teraz
od odcinka Pr Pr i konczac na odcinku P2P2 (rys. 5). Kolejne etapy konstrukeji
sa analogiczne. Zawsze obszar D jest rozszerzany z konca najpierw od odcinka
0,0, do OntlOntl, a w kolejnym kroku od odcinka PnPn do PntxPn+x. Po-

dobnie wycinane paski R, s3g coraz diluzsze i otaczajg obszar D. Szerokosci

kolejnych paskow (tak Rn jak i z obszaru D) sg coraz mniejsze i ich szerokos¢

stanowi zawsze -—2— ————— 1— cze$¢ szerokosci paska, w ktorym si¢ je wpisuje. W ten
a+

spos6b mamy nieskonczong ilo$¢ etapéw konstrukcji, ktére prowadza do po-
wstania zbioru D. Poszukiwana przez Brouwera krzywa K jest brzegiem obsza-
ru D (rys. 6).

Kazdy punkt wnetrza prostokata R( nalezy albo do zbioru D, albo do

ktoregos ze zbiorow Rn. Ponadto, kazdy punkt brzegu paskow Rn lezy dowolnie
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blisko krzywej K19 Krzywa K ma t¢ wlasnos¢, ze ,,zawija si¢ do samej siebie”
tzn. dla kazdego punktu (jak rowniez dowolnego tukuj krzywej K istniejg inne
punkty tej krzywej znajdujace si¢ dowolnie blisko tego punktu. Wiasnie ta wta-
snos$¢, na ktorg zwrocilt uwage Brouwer, jest wlasno$cig charakteryzujaca conti-
nua nierozkladalne (continuum jest nierozkladalne, jesli kazde jego podcontinu-
um wlasciwe jest nigdziegeste). W calej pracy nie uzywa jednak Brouwer
stowa ,,nierozkladalne™. Interesuje go nie tyle problem nierozktadalnosci, co
konstrukcje krzywych na ptaszczyznie bedacych wspdélnym brzegiem dwoch
(lub wigkszej ilosci) obszarow. Zauwaza, ze krzywa K jest wspolnym brzegiem
doktadnie dwoch obszaréw: jednym z nich jest wnetrze zbioru D, a drugim
pozostala czgs¢ plaszczyzny lezaca poza zbiorem D (zawierajaca zbiory Rn jak
i zewnetrze prostokata /?70)21. W dalszej czgsci Brouwer pokazuje, ze nieznacz-

na modyfikacja przeprowadzonej konstrukcji pozwala otrzymaé¢ rowniez krzy-
we (lezace na ptaszczyznie) bedace wspolnym brzegiem dowolnej przeliczalnej
iloSci obszarow (trzech, czterech itd.) . Wiasno$¢ powyzsza wydaje si¢ byc
niezgodna z geometryczng intuicja — Schoenflies (w cytowanych pracach) uwa-
za, ze kazda krzywa zamknigta lezaca na plaszczyznie jest wspolnym brzegiem
doktadnie dwoch obszarow. Przyklady Brouwera pokazywaty jak dalece to
stwierdzenie odbiega od prawdy.

W ten sposéb powstalo pierwsze continuum nierozktadalne (chociaz
jeszcze nienazwane), przy czym Brouwer rownoczesnie ukazal jak mozna tg
samg metoda konstruowac kolejne posiadajace nowe, wydajace si¢ sprzeczne
z intuicja, wilasnosci. Pojecie nierozkladalnosci (w przypadku krzywej jest to
»samozawijanie si¢” krzywej w kazdym punkcie) narodzito si¢ jako reakcja na
falszywe twierdzenia sformulowane i ,,udowodnione” przez Schoenfliesa
a uznawane w duzej mierze przez 6wczesnych matematykow za oczywiste.
Pojecie continuum nierozkladalnego stato si¢ konieczne dla usunigcia sprzecz-
nosci w matematyce i wyjasnienia podstawowych wtasnosci figur geometrycz-
nych. Poszukiwana przez Brouwera krzywa K jest brzegiem obszaru D.

4. Charakteryzacja luku i powierzchni metodami topologicznymi

Zgodnie ze swoja ideg badan matematycznych zajal si¢ Janiszewski
badaniem podstawowych figur geometrycznych (podobnie jak Bolzano), aby
znalez¢ $ciste podstawy geometrii oraz innych dziatow matematyki. W cza-
sie, gdy rozpoczynal swoje badania istniata juz topologia jako mtoda dzie-
dzina badan — wtlasnie ona stata si¢ tg dziedzing wiedzy, ktéora miala wyja-
$ni¢, wedlug Janiszewskiego, podstawy geometrii. Wyszczegdlnit dwa kie-
runki badan w topologii (nazywana wtedy teorig zbiorow punktowych lub
analysis situs):

I. Badanie figur w stosunku do przestrzeni, w ktorej leza oraz zwigz-
kow migdzy figurami w tej przestrzeni;
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2. Badanie figur samych w sobie i znajdowanie charakteryzujacych je
wlasnosci. Wskazanie tych wlasno$ci jest zarazem dowodem istnienia danego
zbioru .

Na poczatku Janiszewski podejmuje badania drugiego typu. Rozpoczat
od jednego z najprostszych bytéow geometrycznych — odcinka. Uogolnit to poje-
cie (przy pomocy narzedzi topologicznych) wprowadzajac pojecie tuku jako
homomorficznego obrazu odcinka i gtowne wysitki skierowat na podanie we-
wnetrznej charakterystyki tuku. W tym celu zdefiniowal nowe pojecie - conti-
nuum zageszczenia (nigdziegeste continuum majace wigcej niz jeden punkt).
Stalo si¢ to wjego pracy doktorskiej w 1911 roku24.

Mimo, ze Frechet wprowadzil ogdlne pojecie zwartosci, nie bylo ono
wladciwie uzywane w swojej peinej ogélnosci az do czasu prac Urysohna
i Aleksandrowa (1923 r.). Janiszewski rozumie przez continuum zbidr domknigty
i spojny (tak jak Borel i Lebesgue). Ogodlne pojecie homeomorfizmu wprowadzit
w 1910 r. Fréchet, chociaz juz wczesniej uzywal tego pojecia Poincaré, jednak
wylacznie w odniesieniu do podzbioréw przestrzeni euklidesowych. Janiszewski
wprowadzajac ogolne pojecie tuku odszedt od przestrzeni euklidesowych (i od
wlasnosci metrycznych) i zajat si¢ wlasnosciami topologicznymi (czyli wilasno-
$ciami zachowywanymi przez homeomorfizmy) odcinka.

Tym samym pojawito si¢ po raz pierwszy w matematyce nietrywialne
(wielopunktowe) continuum rozpatrywane w sposob ogdlny i abstrakcyjny.
Dopiero teraz (na dostatecznie ogdlnym poziomie) mozna mowi¢ o zwigzkach
filozoficznego pojecia continuum z pojeciem continuum wprowadzonym do
matematyki.

Stare filozoficzne pojecie continuum stato si¢ cz¢$cig matematyki. | nie
byto to tylko wykorzystanie nazwy, lecz rowniez przyswojenie pewnych istot-
nych tresci zwigzanych z tym pojeciem. Oczywiscie matematyka nie pozbawita
filozofii pojecia continuum. Jego filozoficzne znaczenie pozostaje, ale, dzigki
matematyce, staje si¢ jasniejsze i bardziej zrozumiate. Przyjrzyjmy si¢ jak wy-
glada ten proces przyjmowania przez to pojecie, generujace wczesniej tyle
sprzecznosci i paradokséw, cechy ,,zrozumiato$ci”.

Czy mozemy roztozy¢ kawalek przestrzeni na roztgczne continua? Jesli
traktujemy continuum jako struktur¢ zbudowanag z innych (dyskretnych) ele-
mentow (np. punktow), wtedy taki podzial zdaje si¢ by¢ niemozliwy. Jak bo-
wiem jeden niepodzielny element (np. punkt) moze by¢ zarazem koncem jedne-
go jak i drugiego z podzielonych czgsci. Tego dotyczyly w duzej mierze para-
doksy eleatow jak i rozwazania Arystotelesa, o czym pisatem w rozdziale Il.
Arystotelesowskie analizy byly wlasciwie opisem struktury continuum (jaka
wedtug niego maja czas i przestrzen) i pokazaniem kilku wtasnosci, ktére po-
zwalajg mysle¢ o continuum bez sprzeczno$ci. Przypomnijmy te cechy:

(I) Continuum moze by¢ dzielone w nieskonczonos$¢ i na kazdym etapie
tego podzialu mamy continuum;
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(II) Nie sktada si¢ z elementow oddzielonych od siebie, lecz
wszystkie czesci ,,stykaja sie” ze soba.

W ujeciu Arystotelesa nie mozna jednak mysle¢ o continuum jako zbu-
dowanym z punktow. Intuicja punktu jako podstawowego budulca musiata zo-
sta¢ odrzucona. Zdefiniowanie w matematyce continuum jako zbioru (punk-
tow), ktory speinia wymagane wilasnosci (spdjnosci i domknigtosci) pogodzito
te obie intuicje. Kluczowe okazalo si¢ jednak pojecie zbioru - zbidr laczy
w jedng cato$¢ dowolne ,,niepodzielne” elementy i moze jednoczesnie przyjac
na siebie bardzo réznorodne struktury. Nie trzeba rezygnowac z ktorejs§ z tych
intuicji — pojecie topologiczne continuum ukazuje, ze dana struktura moze by¢
w pewnym sensie ciagta a w innym dyskretna. Trzeba wypehi¢ strukture dys-
kretng dodatkowymi ,,elementami”, aby otrzymac ciaglo$¢ — i jest to mozliwe
bez popadania w sprzecznos¢.

Najprostszym (wielopunktowym) przyktadem continuum jest tuk, kto-
rego topologiczna definicj¢ podal Janiszewski. Przy pomocy pojg¢cia continuum
mozliwe jest podanie charakteryzacji réznych geometrycznych obiektow.
W swojej pracy doktorskiej Janiszewski formutuje i dowodzi, migdzy innymi,
twierdzenie, ktore daje topologiczna charakteryzacje¢ tuku.

Jesli continuum jest nieprzywiedlne miedzy dwoma punktami i nie
zawiera podcontinuum zageszczenia, to jest lukiem. Innymi slowy, kazde
continuum lokalnie spdjne i nieprzywiedlne miedzy dwoma punktami jest
lukiem2s.

Przestrzen jest lokalnie spojna, jesli w kazdym punkcie tej przestrzeni
istnieja dowolnie mate spdjne otoczenia.

Nieprzywiedlno$¢ continuum K migdzy punktami a i b oznacza, ze nie
istnieje zadne wlasciwe podcontinuum zawierajace punkty a i b. Kazdy tuk jest
wlasnie nieprzywiedlny miedzy swoimi koncami - jest najmniejszym continu-
um zawierajagcym konce. Istnieja continuua nieprzywiedlne inne niz tuki. Naj-
bardziej typowym przyktadem jest sinusoida zageszczona - jest to zbidr punk-

tow plaszczyzny bedacych wykresem funkcji f(x) =y =sin—, przy czym
X

xe (0;1], wraz z odcinkiem granicznym (zaggszczenia) [-1;1] lezacym na osi
y-6w. Sinusoida jest nieprzywiedlna migdzy punktem (1;0) a kazdym punktem
odcinka zaggszczenia.

Wiasnos¢ nieprzywiedlnosci byla bardzo doktadnie badana przez Jani-
szewskiego. Tym bardziej wzrosta jej ranga, gdy okazala si¢ cecha charaktery-
zujaca tuk. Przyklad skonstruowany w pracy doktorskiej Janiszewskiego zwro-
cit uwage na pewna wlasnos¢6, ktora pozniej okazata si¢ cechg charakteryzuja-
ca continua nierozkladalne (w pracy Janiszewskiego-Kuratowskiego z roku
1920). W swojej konstrukcji Janiszewski wykorzystal ide¢ continuum nieroz-
ktadalnego Brouwera (podobnie jak Brouwer nie uzywa jednak stowa ,,nieroz-
ktadalny”), jednak ja znacznie uproscit i dostosowal do realizowanego celu.
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Najpierw na podstawie A,A kwadratu P obieramy cigg punktow

o 1 2
ALA,A2,A2,..w taki sposob, aby Aktxd=—AkA oraz AkA =—AkA.

Konstruowana figura sktada si¢ z nastgpujacych czesci:

1. linii famanej AA, utworzonej z trzech bokéw kwadratu P (oprécz podstawy);

2. odcinka ALA,;

3. linii tamanej A,A2, ktérej odcinki sg rownoleglte odpowiednio do odcinkow
lamanej AA ;

4. odcinka A2A2;

5. linii tamanej A2A3, ktoérej odcinki sga rownolegle odpowiednio do odcinkéw

linii A2A, WA, A, UALA ;itd. (rys. 7, 8, 9, 10, 11).

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9
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Rys. 10

Rys. 11

Otrzymujemy w ten sposob nieskonczong lini¢ tamana wraz z punktem
domknigcia B. Janiszewski zauwaza, ze je§li wezmiemy dowolny punkt C na
jakimkolwiek odcinku pionowym skonstruowanego zbioru o tej wlasnosci, ze
jego pierwsza wspoétrzedna jest niewspotmierna z pierwszymi wspolrzednymi
punkow A i B oraz z ich liniowa kombinacja przy pomocy wymiernych wspol-
czynnikow, to wtedy skonstruowane continuum jest nieprzywiedlne pomigdzy
kazda para punktow 4, B, C.

Wroémy jednak do charakteryzacji tuku podanej przez Janiszewskiego.
Jest ona charakteryzacja wewnetrzng tzn. nie odwotujemy si¢ w niej do relacji
tego obiektu z innymi obiektami (np. przestrzeni, w ktoérej jest potozony).
Traktowany jest on jako byt sam w sobie.

W powyzszej rozprawie znajduje si¢ jeszcze kilka podobnych charakte-
ryzacji tuku. Wida¢, ze Janiszewski przywiazywat duzg wage do znalezienie
tych cech tuku, ktére najdoktadniej uchwycajego istote.

Janiszewski byl konsekwentny w badaniu topologicznych struktur po-
przez podawanie ich charakteryzacji. W swojej rozprawie habilitacyjnej z 1913
r. O rozcinaniu plaszczyzny przez continuuall, znajduja si¢ dwa wazne twier-
dzenia, ktore prowadza do charakteryzacji sfery.
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Twierdzenie A. Suma dwéch continuéw, z ktérych zadne nie rozci-
na plaszczyzny i ktorych mnogo$¢ punktow jest spojna lub prézna, nie roz-
cra plaszczyzny.

Twierdzenie B. Suma dwéch continuéw, ktérych mnogos$¢é punktow
wspoélnych jest niespdjna, rozcina plaszczyzne?9.

Powyzsze dwa twierdzenia ukazuja bardzo wazna wlasnos¢ plaszczy-
zny, nazwang pozniej wlasnoscia Janiszewskiego:

Moéwimy, ze przestrzen ma wilasnos¢ Janiszewskiego, jesli suma dwoch
dowolnych continuow, ktoérych przekroj nie jest spojny, rozcina t¢ plaszczyzng.
Natomiast continuum lokalnie spojne, ktore ma wtasnos$¢ Janiszewskiego nazy-
wa si¢ przestrzeniq Janiszewskiego.

Przy pomocy powyzszych wlasnosci otrzymujemy istotna charakteryza-
cje¢ sfery dwuwymiarowej 52 :

Przestrzen Xjest przestrzeniq Janiszewskiego bez punktow rozspajajq-
cych3l) wtedy i tylko wtedy, gdyjest homeomorficzna ze sferg S 2.

Mimo wielu wysitkéw charakteryzacja topologiczna tréjwymiarowe;j
sfery nie jest znana do tej pory. Topologiczna charakteryzacja jest najbardziej
0g0lng z mozliwych charakteryzacji wielu geometrycznych obiektow i z tego
powodu napotyka na tak wielkie trudnosci.

5. Idea konstrukcji continuum dziedzicznie nicrozkladalnego

Istnieja pewne obiekty w matematyce (czy raczej na pograniczu mate-
matyki), ktorych sens w duzej mierze okreslony jest przy pomocy intuicji.
W programie Bolzano-Riemanna chodzito migdzy innymi o catkowite wiacze-
nie tych obiektéw do matematyki. Ogromng rol¢ zacze¢ly odgrywaé roznego
rodzaju ,,patologiczne” konstrukcje, ktére stanowi¢ zaczely podloze budowania
nowych matematycznych intuicji. Drugim sposobem okielznania poza-
matematycznych intuicji jest metoda charakteryzacji danych obiektow. Jednym
z takich obiektow jest odcinek (czy tuk, ktory jest jego uogdlnieniem) - jak
pokazaliSmy wczesniej Janiszewski podat jego topologiczng charakteryzacje;
kolejnym jest okrag (oraz jego uogoélnienie - krzywa zwykla zamknigta jako
obraz homeomorficzny okregu). Pytanie postawione przez Knastera i Kuratow-
skiego w 192031 bylo pytaniem o topologiczng charakteryzacje¢ krzywej zwyktej
zamkniete] i odpowiadato programowi Janiszewskiego. Bylo ono nastepujace:
czy kazde jednorodne lezace na plaszczyznie continuum musi by¢ krzywa
zwykla zamknieta? Przypomnijmy, ze przestrzen jest jednorodna, jesli dla
dowolnych dwoch punktow x1iy istnieje homeomorfizm ftej przestrzeni taki, ze
f (x) =y. Proby odpowiedzi na to pytanie w istotny sposob wplynely na rozwoj
topologii geometrycznej. Powstaly nowe obiekty matematyczne bedace kontr-

przyktadem do sformutowanej hipotezy. Rownie wazny problem tkwit w pyta-
niu postawionym w 1921 r. przez Mazurkiewicza32: czy kazde plaskie conti-
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nuum o tej wlasnosci, ze jest homeomorficzne z dowolnym swoim niezdege-

nerowanym (niejednopunktowym) podcontinuum, musi by¢ lukiem?

Zasadniczg rol¢ odegral w odpowiedzi na oba te pytania pseudotuk
skonstruowany przez Knastera w 1922, p6zniej miatly miejsce rozne wersje tej
konstrukcji podane przez Moise’a34 i Binga3s w 1948 r. Jednak ogolna idea tych
konstrukcji zostala sformulowana przez Janiszewskiego na Migdzynarodowym
Kongresie Matematykow w Cambridge w 1912 r.36. Janiszewski wyglosit refe-
rat, w ktorym zarysowal ideg¢ konstrukcji krzywej nie zawierajacej tukow. Po-
niewaz pojecia krzywej i tuku wydaja si¢ (na podstawie pierwotnej intuicji)
nierozdzielnie ze soba zwigzane ta konstrukcja zostata przyjeta jako absolutnie
paradoksalna. Nie wzbudzita tez na poczatku wigkszego zainteresowania. Jest
to jedna z najtrudniejszych konstrukcji w matematyce (jak mowit Steinhaus).
Dopiero dalszy rozwdj topologii ukazatjej znaczenie.

Referat Janiszewskiego poswigcony byl analizie podstawowych pojec
geometrycznych: prostej i powierzchni. Podobnie jak Brouwer, w analizowanej
przez nas w § 3 pracy, ustawia swoje analizy na pozycjach krytycznych wobec
pewnych matematycznych wynikow. Uwaza, ze jego badania sg wejsciem na
teoriomnogosciowa podstawe matematyki, gdzie dopiero mozna znalez¢ drogi
prowadzace do rozwigzan. Obiekty geometryczne bada Janiszewski przede
wszystkim jako ogolne zbiory punkowe (Ich stelle hier auf'rein geometrischen
(besser: mengentheoretischen) Boden und betrachte alle geometrische Gebite
als Punktmengen3]). Dla uproszczenia ogranicza si¢ do continudw nigdziege-
Stych tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Na poczatku zauwaza, ze te
powszechnie znane twory geometryczne, to linie i powierzchnie oraz réznego
rodzaju ich kombinacje i potaczenia. Janiszewski ogranicza si¢ tylko do takich
figur, ktore w otoczeniu kazdego punktu maja ten sam wymiar (jeden lub dwa).
Wydaje sig, jak pisze Janiszewski, ze przy tych zatozeniach pomigdzy liniami
i plaszczyznami jest przepas¢ (zwischen Linien und Fldschen eine Kluft zu be-
stehen) . Czy rzeczywiscie? Moze istniejg takie continua, ktére nie sa ani linia-
mi, ani plaszczyznami? Dla odpowiedzi na to pytanie potrzebna jest catkiem
ogolna definicja linii i plaszczyzny. To co do tej pory mialo miejsce jest daleko
niezadawalajace.

(1) Préba okreSlenia linii w przestrzeni dwuwymiarowej jako dowolnego nig-
dziegegstego podcontinuum (tzw. linia cantorowska) okazata si¢ zupeinie
nieudana, jak pokazujg przyktady skonstruowane przez Brouwera i Jani-
szewskiego, i analizowane w tej pracy w poprzednich paragrafach.

(2) Roéwniez nie bylo zadnej ogolnie obowiazujacej definicji, ktéra wyrdzniata-
by linie sposrod nigdziegestych continuow w przypadku przestrzeni troj-
wymiarowe;j.

(3) Najlepiej znana definicja tzw. ,.krzywej Jordana” (krzywa jest ciggtlym ob-
razem odcinka) rowniez stoi w sprzecznosci z faktami geometrycznymi
(pokazuje to konstrukcja ,,krzywej Peano”).
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(4) Zupehie innego rodzaju badania zapoczatkowal Fréchet wprowadzajac
pojecie ,,typu wymiaru” np. okrag ma ten sam typ wymiaru co prosta. Te
badania jednak réwniez nie rozwigzuja postawionego problemu, lecz co
najwyzej pozwalajag na inne jego wypowiedzenie: czy rodzina nigdziege-
Stych continuow dzieli si¢ na dwie klasy odpowiednich typow wymiaru, czy
nie?

Nie odnajdujac nigdzie we wspodlczesnych mu badaniach pomocy po-
daje Janiszewski konstrukcje nigdziegestego continuum na plaszczyznie. Pisze
on: Ich will nun eine Linie konstruiren die ein Gegenbeispiel zu einer solcher
vermeinten Definition bildet und die als Vorbild oder Bestandsteil vieler ande-
rer Gegenbeispiele zu anderen Versuchen der Definitionen dient3S. To skon-
struowane continuum ma wigc sluzy¢ jako uniwersalny wzorzec innych tego
typu konstrukcji i stanowi¢ kontrprzyktad dla wszystkich rzekomych definicji
tzn. takich, ktore nie wskaza istotnych i charakterystycznych wtasnosci wyrdz-
niajgcych linie sposréd wszystkich continu6éw nigdziegestych.

Poprzez swoja konstrukcje pokazuje Janiszewski niedoskonato$¢ ogol-
nie obowigzujacych definicji probujacych oddzieli¢ pojecie linii od pojecia
powierzchni. Skonstruowane przez niego continuum jest zarazem linig (czyli
nigdziegestym podzbiorem ptaszczyzny) jak i powierzchniag (w przekroju plasz-
czyznami otrzymuje si¢ linie39).

Przyjrzyjmy si¢ konstrukcji podanej przez Janiszewskiego.

Niech £ bedzie zbiorem doskonatym nigdziegestym na odcinku PQO40).

Laczymy kazdy punkt tego zbioru (przy pomocy odcinka) z pewnym punktem
A lezacym poza odcinkiem PQ. Calo$¢ tych odcinkéw majacych wspolny ko-
niec w punkcie A tworzy continuum C (jest to tzw. miotetka Cantora).

W punkcie A prowadzimy odcinek 4B prostopadly do plaszczyzny
APQ. Odcinek 4B mozemy traktowac jako ciggly obraz zbioru /3 (jest to tzw.

funkcja cantorowska). Kazdemu punktowi z odcinka 4B odpowiada wigc jeden
lub dwa punkty zbioru /3 (czyli w konsekwencji odpowiednie odcinki skon-

struowanego continuum C). Nastgpnie w kazdym punkcie odcinka 4B tworzy-
my jeden (lub dwa) odcinki prostopadte do odcinka 4B oraz réwnolegte i rowne
odpowiednim odcinkom z continuum C. Zbior tych wszystkich odcinkow two-
rzy continuum K. Rzut ortogonalny continuum K na ptaszczyzn¢ APQ daje con-
tinuum C (rys. 12).

P

Rys. 12
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To continuum jest homeomorficzne z plaska krzywa skonstruowana
W nastepujacy sposob: taczymy przy pomocy odcinkéow odpowiednie punkty
odcinka AB z punktami zbioru doskonatego i nigdziegestego B lezacego na od-
cinku réwnoleglym do AB. Continuum Kjest wigc krzywa.

Continuum K posiada réwniez nastepujacg wiasnos$é: jego dowolny
przekroj plaszczyzng réwnolegla do APQ jest pewna krzywa (dokladnie sa to
dwa wspotkoncowe odcinki Iub jeden). Jest to wigc powierzchnia zgodnie
z ogolnie obowigzujgca definicja.

Skonstruowat wigc Janiszewski continuum be¢dace zarazem krzywajak
i powierzchnia. Ma ono jeszcze inng cechg, ktora brzmi jak paradoks: pewne
jego podcontinuum (doktadnie odcinek 4AB) sktada si¢ z samych punktow roz-
galezienia (sie ein Continuum enhalten von dem jeder Punkt ein Verzwei-
gungspunkt ist). To sktaniato do poszukiwania lepszych definicji krzywej i po-
wierzchni, aby nie natrafia¢ na sprzecznosci ani paradoksy (prawdziwe czy
pozorne). Janiszewski sugeruje nastgpujaca definicje powierzchni omijajaca
trudnosci wskazane przez kontrprzyktad (jest ona nawigzaniem do idei Bolza-
no): continuum L tworzy powierzchnig, jesli w kazdym punkcie tej powierzchni
istnieja kule o dowolnie matym promieniu, ktoérych przekroj z tym continuum
jest pewna krzywa.

W drugiej czesci referatu podaje przyklad continuum nie zawierajacego
zadnego tuku. Czyni to znowu w celu wykazania stabosci uzywanych definicji
krzywych i powierzchni. Ma na uwadze skonstruowanie takiego continuum, aby
kazda jego czg$¢ zawierala continua zaggszczenia (Hdufungscontinuum). To
continuum otrzymuje si¢ jako graniczny efekt kondensacji osobliwos$ci na od-

cinku. Pierwszym etapem tej konstrukcji jest krzywa y =sin — , ktora po-

wstaje z odcinka przez zastapienie jednego z koncéw odcinkiem prostopadtym,
tak aby zachowa¢ strukturg continuum i wlasno$¢ nieprzywiedlnosci. Nastgpnie

wszystkie istniejace tuki sa zastgpowane przez krzywa y =sin — . Konco-
«x)
wym efektem bedzie krzywa nie posiadajaca tukow, pod warunkiem, jak pisze
Janiszewski, ze te zamiany beda dostatecznie szybko zmierzaly do zera (Man
muss dabei dafiir sorgen, dass die Abdnderungen die man macht, gentigend sch-
nell Null konvergient”). Jest to bardzo nieprecyzyjne okre$lenie, jednak
w tym ,,dostatecznie szybko* tkwi gtowna idea pozwalajaca otrzymac krzywa bez
tukow, czyli w konsekwencji continuum nierozktadalne. Janiszewski uwaza, ze
taka krzywa bez lukow jest rOwnie interesujaca i waznajak inne znane przyklady
krzywych. Nie dyskredytuja jej wlasciwosci niezgodne z intuicja. Moze wigc
stuzy¢ jako przyktad kontrolujacy formutowanie wlasciwych definicji.
Janiszewski pod koniec referatu umieszcza uwage, iz wszystkie tego ty-
pu przyklady i konstrukcje sg dyktowane w sposéb bezposredni i konieczny
intuicyjnym znaczeniem stow ,,krzywa” oraz ,,powierzchnia”. Musza te badania
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doprowadzi¢ do wykazania ,,roztagcznosci” poje¢ krzywej i powierzchni. Jego
analizy sgjedynie rzuceniem $wiatta na to zagadnienie - i ida w kierunku sfor-
mutowania odpowiednich narzedzi do rozwigzania tych problemow.

Idea podana przez Janiszewskiego nie byla doktadna matematyczna
konstrukcja. Nastgpne lata to czas poszukiwan i konstruowanie odpowiednich
narzedzi potrzebnych do matematycznego uksztattowania idei continudéw nie-
rozktadalnych. Po referacie Janiszewskiego az do roku 1920 ukazata si¢ tylko
jedna praca, ktora podjeta ten problem: praca japonskiego matematyka Yoney-
amy4) z 1917 r. Pojawia si¢ tam konstrukcja jeszcze jednego continuum nieroz-
ktadalnego (tzw. jeziora Wady), chociaz Yoneyama nie interesuje si¢ samym
problemem nierozktadalnos$ci. Uzywa ponadto stowa ,,zbidr ciggly” (continuous
set) na oznaczenie continuum. Konstrukcja jezior Wady podana jest jako przy-
ktad istnienia na plaszczyznie continuum zawierajacego takie trzy punkty, ze
jest ono nieprzywiedlne pomigdzy dowolng parg tych punktow (jest to ta sama
charakterystyka continuow nierozktadalnych, ktéra pojawita si¢ w pracy dok-
torskiej Janiszewskiego). Konstrukcjajezior Wady, to rowniez przyktad conti-
nuum na plaszczyznie bedacego wspdlnym brzegiem wigcej niz dwoch obsza-
row (kontynuacja problemu rozwazanego przez Brouwera w pracy z 1910 r.).

Dopiero od 1920 r. continua nierozktadalne sg badane jako byty majace
warto$¢ same w sobie, a nie jedynie jako ,,patologiczne” przyklady realizacji
roznych nieintuicyjnych wiasnosci. Ta przelomowa dat¢ wyznacza wydanie
pierwszego numeru Fundamenta Mathematica. Ukazaly si¢ tam migdzy innymi
prace:

1. Z. Janiszewski, K. Kuratowski, Sur les continus indécomposables;
2. S. Mazurkiewicz, Un théoréme sur les continus indécomposables.

Prace te byly calkowicie po$§wigcone badaniu continuéw nierozktadal-
nych i po raz pierwszy zostalo uzyte wyrazenie ,, continuum nierozkladalne”.
Mazurkiewicz np. w swojej pracy udowodnit bardzo wazne twierdzenie cha-
rakteryzujace takie continua:

Twierdzenie Mazurkiewiczadl. W kazdym continuum nierozkladalnym
istniejq trzy takie punkty, ze to continuum jest nieprzywiedine miedzy kazdg
parqg tych punktow”™.

Praca Janiszewskiego i Kuratowskiego zawierata kilka warunkow ko-
niecznych i wystarczajacych na to, aby continuum byto nierozktadalne. Poja-
wila si¢ wigc pelna charakterystyka takich continudéw. Przyjrzyjmy si¢ tym
twierdzeniom charakteryzacyjnym.

Przypomnijmy najpierw, ze zbidér B nazywa si¢ zbiorem brzegowym

w przestrzeni topologicznej X, je§li A c X-.A4. Zbiér nigdzieggsty jest to
zbior, ktérego domkniecie jest brzegowe. Natomiast kazde brzegowe podconti-
nuum danego continuum nazywa si¢ continuum zageszczenia.

Najwazniejsze jest nastepujace:

Twierdzenie Janiszewskiego. Warunkiem koniecznym i wystarczajg-
cym nierozkladalnosci continuum C jest, aby kazde wilasciwe podcontinuum
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continuum C byto continuum zageszczenia (Pour qu'un continu C soit indécom-

posable, ilfaut et il suffit que chaque vrai sous-continu de C en soit un continu
de condensation4s).

Dowod oparty jest na nastgpujacych lematach (chociaz nie sa one expli-
cite tak sformutowane):

Lemat 1. Podzbidr Z przestrzeni Xjest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieja zadne niepuste podzbiory A i B przestrzeni Z takie , ze Z =AubB
oraz (1 TIB)U (A 1i/?)= @

Lemat 2. Jesli C jest spoéjnym podzbiorem przestrzeni spojnej X oraz
X-C jest niespojne (X -C =M ON), to zbiory CuAl oraz Cu W sa
spojne.

Lemat 3. Jesli Xjest continuum nierozkladalnym, a K jest jego wilasci-
wym podcontinuum, to wtedy “X-/K jest spdjne.

Dowéd twierdzenia. Wykazemy najpierw, ze jesli kazde podcontinuum
jest continuum zaggszczenia, to continuum C jest nierozkladalne. Zatéozmy, ze C

jest rozktadalne, czyli C=CIUC/1, gdzie C, i C2sa wlasciwymi podconti-

nuami continuum C. Tak wiecc C-C, C C? i stad C-C, c C2 ~"C. (I jest
tym samym wlasciwym podcontinuum continuum C, ktore nie jest continuum
zageszczenia.

Teraz wykazemy, ze jesli continuum jest nierozkladalne, to kazde jego
podcontinuum wlasciwe jest continuum zageszczenia. Zatdozmy, ze ten warunek

nie zachodzi, czyli, ze istnieje wlasciwe podcontinuum K takie, ze C-K * C.
Stad mamy C = Ko"™C- K"= K kj"¢ — K\ Na podstawie lematu 3 zbior

C -K jest spojny,, a wigc C —K jest wlasciwym podcontinuum continuum
C, co daje sprzeczno$¢ z nierozkladalnoscia continuum C.

Z twierdzenia Janiszewskiego wynika w prosty sposob wniosek, iz
continuum nierozktadalne nie jest lokalnie spojne w zadnym punkcie. Przypo-
mnijmy, ze twierdzenia charakteryzacyjne (luku oraz sfery) podane przez Jani-
szewskiego (por. § 3) jako jeden z warunkéw zawieraly wlasnie lokalng spo6j-
no$¢. Opuszczajac wige wlasnosé lokalnej spdjnosci trzeba na nowo przemysleé
charakterystyke tych obiektow. Continua nierozktadalne przyniosty w tym za-
kresie, w dalszym rozwoju, wiele niespodzianek.

Janiszewski i Kuratowski wprowadzaja w swojej pracy wazne pojecie
kompozanty P(a,C) punktu a w continuum C. Definiuja ja nastgpujaco:

P(a,C) ={ce C: a i c moga by¢ polaczone w C przy pomocy wlasciwego
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podcontinuum}. Latwo widaé, ze P(a,C) =UKa, gdzie Ka jest wlasciwym
podcontinuum C zawierajacym punkt ad6. Zauwazaja, ze dla dowolnych réz-
nych punktéw a i b continuum nierozktadalnego C ich kompozanty albo sa
rozlaczne, albo si¢ pokrywajad’.

Wykorzystujac pojecie kompozanty dowodza w inny sposéb twierdze-
nie Mazurkiewicza wraz z podaniem ciekawych wlasnosci kompozant:

(a)jesli a jest punktem continuum nierozktadalnego C , wtedy P(a, C)
jest zbiorem pierwszej kategorii (czyli przeliczalng suma zbioréw nigdziege-
stych);

(B) jesli a jest punktem continuum nierozktadalnego C, wtedy P(a, C)
jest zbiorem brzegowym w C;

(X)jesli Cjest continuum nierozkladalnym . to istnieja takie trzy punkty
w C, ze Cjest nieprzywiedlne migdzy kazda para tych punktow4s.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze kazde nierozktadalne continuum
posiada nieprzeliczalnie wiele kompozant oraz, ze nieprzywiedlno$¢ w przy-
padku continuum nierozktadalnego ma miejsce migdzy dowolnymi dwoma
punktami pewnego nieprzeliczalnego podzbioru. W roku 1927 Mazurkiewicz
udowodnil, ze kazde nierozktadalne continuum posiada zbior kompozant o mo-
cy takiej jaka ma zbior liczb rzeczywistych49.

Fakty ujete w warunkach (a), (), (x) staly si¢ podstawa podania przez
Janiszewskiego 1 Kuratowskiego pigknej charakterystyki continuéw nierozkta-
dalnych:

Twierdzenie Janiszewskiego-Kuratowskiego. Nastepujace warunki sg
rOwnowazne:

(1) Continuum C jest nierozktadalne.
(IT) Dla dowolnego punktu ae C istnieje punkt xe C taki, ze C jest nieprzy-
wiedlne miedzy a oraz x.
(III) Istnieje punkt ae C taki, ze P(a,C) jest zbiorem brzegowym w C.
(IV) Istnieja trzy punkty w C takie, ze Cjest nieprzywiedlne miedzy kazda parg
tych punktows0.

W dalszej czegsci pracy pojawia si¢ kolejna charakterystyka continuow
nierozktadalnych przy pomocy kompozant:

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym nierozktadalnosci con-
tinuum jest istnienie w tym continuum dwoch rozlacznych kompozantsl.

W koncowej czgsci pracy dowodza, ze kazda kompozanta jest zbiorem ge-
stym52.

Pragnieniem polskich matematykéow bylto rozstrzygnigcie pytania czy
istnieja continua dziedzicznie nierozkladalne. Jak wspominaliSmy, continuum
tego rodzaju nie moze zawiera¢ lukow, gdyz tuk jest rozktadalny. To pytanie
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byto postawione przez Janiszewskiego i Kuratowskiego w analizowanej powy-
zej pracy .Taka konstrukcja na pierwszy rzut oka wydaje si¢ niemozliwa, jed-
nak juz w 1921 r. Knaster§$4 w swojej pracy doktorskiej, pisanej pod kierunkiem
Sierpinskiego i Mazurkiewicza, podal po raz pierwszy przyktad continuum
dziedzicznie nierozktadalnego. O trudnos$ci tej konstrukcji $wiadczy fakt, ze
zajmowala ona ponad dwadzies$cia stron z czterdziestostronicowej pracy. Sfor-
mulowana przez Janiszewskiego w jednym zdaniu ogélna idea wymagata dzie-
sigciu lat dojrzewania, az uzyskata formalng, matematyczng postac.

Knaster nazwal technike zastosowana w konstrukcji ,,metoda tasm”
(méthode des bandes)S5. Pozwalata ona skonstruowaé¢ na plaszczyznie ,,gniaz-
dowy” ciag continuéw, w ktéorym ,,gniazdowosS¢” osiggnigta jest w specjalny
sposob. Najpierw, przy pomocy tej techniki, podat konstrukcje nowego zwykte-
go continuum nierozkltadalnego, a nastepnie przez narzucenie dodatkowych
warunkow skonstruowat pierwsze continuum dziedzicznie nierozkladalne. Po-
niewaz kazde continuum w gniazdowym ciggu przypomina tasme, nie jest trud-
no zrozumiec jakie sa przyczyny wprowadzenia takiej nazwy.

Feraz pokazemy jak otrzymat Knaster przy
pomocy swojej metody zwykle continuum nierozkla-
dalne. Najpierw dzieli on kwadrat jednostkowy f2

na 25 rownych kwadratow. W pierwszym etapie tworzymy taséme¢ Q0 jako su-

me¢ pewnej liczby tych matych kwadratéw (rys. 13a). Wazne jest, aby tasma nie
przecinala si¢ sama ze soba i dlatego pojawia si¢ rzad kwadratow rozdzielaja-

cych konstruowang tasme. Nastgpnie wpisujemy w taséme (20 nowa tasme O
(rys. 13b). Kwadraty tasmy O, wybieramy spos$rod kwadratow powstatych
z podziatu kwadratu /2 na 54 réwnych kwadratdéw. W podobny sposéb two-
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rzymy kolejne continua (tasmy) (2«+i poprzez podzial kwadratu /2 na 52(*+)>
rownych kwadratow i wybor odpowiedniej tasmy w istniejacej juz tasmie Q.

Poszukiwane continuum Q jest przekrojem wszystkich taSm QOn, czyli

O = QOn (rys. 14). Na podstawie twierdzenia Cantora (por. rozdz. II § 2) Q
=0

jest niepustym continuum. W celu udowodnienia nierozktadalnosci tego conti-

nuum wykorzystuje Knaster twierdzenie Janiszewskiego.

Przy pomocy metody tasm konstruuje jeszcze inne continua nierozkla-
dalne. W podzniejszej pracys6, wykorzystujac t¢ metodg, podaje konstrukcje
bedaca uproszczeniem przyktadu Brouwera z 1910 r., o ktérym pisaliSmy w § 3.
Uproszczenie polegato na wykorzystaniu zbioru Cantora i taczeniu odpowied-
nich jego punktoéw potokregami.

Par¢ lat pozniej Mazurkiewicz udowodnit twierdzenie mowiace, ze
kazda zwarta przestrzen wymiaru wigkszego niz jeden zawiera continuum nie-
rozktadalne57. Continua nierozkladalne a szczegolnie dziedzicznie nierozktadal-
ne pojawiaja si¢ jako wazne przedmioty badan. Wszystkie znane wcze$niej
geometryczne konstrukcje istotnie si¢ od nich réznity, wydawato si¢ wigc, ze te
continua wystepuja bardzo rzadko. Duzym zaskoczeniem bylo wigc powyzsze
twierdzenie udowodnione przez Mazurkiewicza. Oznacza to, ze continua nie-
rozkltadalne sg czgsto wystepujacym obiektem w matematyce.

Zauwazmy, ze definicja continuum nierozkladalnego zdaje si¢ dopro-
wadzaé do absurdu wlasnosci dotyczace samego continuum. O ile w przypadku
dowolnego continuum nie jest mozliwy jego rozklad na przeliczalng sume roz-
lacznych wiasciwych podcontinuows$ (por. tw. Sierpinskiego, rozdz. II, § 2), to
dla continuéw nierozktadalnych laki rozklad jest niemozliwy w przypadku do-
wolnych wlasciwych podcontinuow’) (twierdzenie Urysohna). Wydaje si¢ to
by¢ sprzeczne z samg (og6lng) idea continuum jako takiego bytu, ktory mozna
dzieli¢ w nieskonczono$¢, otrzymujac coraz mniejsze continua, z ktérych na
kazdym etapie mozna by odtworzy¢ z powrotem pierwotne continuum (i zdaje
si¢ potwierdza¢ wniosek z paradoksu dychotomii Zenona z Elei). W przypadku
nierozktadalnych continu6w okazuje si¢, ze taki podzial (rozktad) jest niemoz-
liwy mimo, iz dane continuum nierozktadalne zawiera nieskonczenie wiele roz-
nych wilasciwych niezdegenerowanych podcontinuéw. Arystotelesowi wyda-
walo sig, ze tylko z punktéow (jako elementow dyskretnych) nie mozna odtwo-
rzy¢ continuum, a tutaj okazuje si¢, ze rOwniez podcontinuua (niezdegenerowa-
ne) nie nadaja si¢ do lego celu.

Najwazniejsza jest jednak mozliwos$¢ konstrukcji dziedzicznie nieroz-
ktadalnego continuum. Przeniesienie wlasnosci nierozktadalnosci na dowolne
podcontinua danego continuum wydaje si¢ poglebia¢ przed chwila zarysowany
problem. Jednak mozliwos$¢ konstrukcji takiego continuum pokazuje, ze odtwa-
rzanie catego continuum z poszczegoOlnych jego cze$ci nie musi mie¢ wiele
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wspolnego z ,,metoda lokalnego sklejania poszczegdlnych kawatkow”, leczjest
pewnego rodzaju polaczeniem tych wszystkich elementow na raz. Tym samym
pojawia si¢ mozliwo$¢ zachowania filozoficznej rangi (wraz z tym ciggnacym
si¢ od starozytno$ci bagazem) pojgcia continuum.

Do konstrukcji continuum (pierwszego) dziedzicznie nierozktadalnego
wykorzystal Knaster rowniez ,,metod¢ tasm”. Poczatek konstrukcji jest taki sam
jak w przypadku zwykltego nierozktadalnego continuum. Dzielimy kwadrat /2

na 52 réwnych kwadratéw i wybieramy Q0 jak poprzednio. Istotna réznica

lezy w sposobie wybierania kwadratow w kolejnych wpisywanych tasmach.
Wybér musi by¢ tak dokonany, aby zawijanie si¢ tasmy do siebie bylo dosta-
tecznie szybkie (pokazujg to rysunki 15 i 16). [ znowu, aby udowodni¢ dzie-
dziczng nierozktadalno$é, stosuje do kazdego podcontinuum wspomniane
twierdzenie Janiszewskiego.

W roku 194860 E. E. Moisefl skonstruowal ptaskie dziedzicznie nieroz-

ktadalne continuum, o ktérym udowodnit dwie kluczowe wilasnosci:

1. jednorodno$¢ oraz

2. homeomorficzno$¢ dowolnych niezdegenerowanych podcontinuéw tego
continuum.

Ta konstrukcja ukazywala negatywna odpowiedz na pytania postawione
przez Knastera i Kuratowskiego w 1920 r. (czy kazde jednorodne ptaskie conti-
nuum musi by¢ krzywa zwykla zamknigta?) oraz przez Mazurkiewicza w 1921
1. (czy kazde plaskie continuum o tej wiasnosci, ze jest homeomorficzne z do-
wolnym swoim niezdegenerowanym podcontinuum, musi by¢ tukiem?). Skon-
struowane przez Moise’a continuum nie byto ani lukiem, ani krzywa zwykla
zamknigta, a jednak posiadalo obie powyzsze wilasnosci (tak typowe zdawato
si¢ odpowiednio dla okregu i odcinka). Pseudotuk (bo tak nazwal swoje conti-
nuum Moise) mial wigc istotne cechy zaréwno odcinka jak i okregu.
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Czgsciowo jednak pytania postawione przez Knastera i Kuratowskiego
oraz Mazurkiewicza okazaly si¢ posiada¢ pozytywnag odpowiedz. W 1924 r. 62
Mazurkiewicz udowodnit, ze odpowiedz na pytanie Knastera-Kuratowskiego
jest pozytywna, jesli rozpatrywane continuum jest lokalnie spojne. Podobnie
w roku 195963 Henderson pokazal, ze dowolne rozktadalne continnum, ktore
jest homeomorficzne z kazdym swoim niezdegenerowanym podcontinuum,
musi by¢ tukiem. Wszystkie ,klasyczne” continua takie jak odcinek, okrag,
sfera, grafitd. sa lokalnie spojne i rozktadalne. Mozliwe kontrprzyklady musza
znajdowac¢ si¢ wsrdd takich continuéw, ktére nie maja tych wilasnosci. Taki byt
wtlasnie pseudotuk.

W 1948 r. Bing podat inng niz Moise konstrukcj¢ pseudotuku i udo-
wodnil interesujacag jego charakteryzacje¢: kazde dziedzicznie nierozkladalne
continuum jest pseudotukiem64. Ponadto (jesli chodzi o czg$ciowo pozytywna
odpowiedz na pytanie Knastera-Kuratowskiego), w 1958 Anderson skonstru-
owatl continuum (nazwane uniwersalng krzywa Mengera) i pokazal, ze ta krzy-
wa oraz krzywa zwykla zamknigta, to jedyne jednorodne i lokalnie spdjne
krzywet5. W charakterystyce podanej przez Andersona zostalo wyeliminowane
ograniczenie (wystepujace w pytaniu Knastera-Kuratowskiego i w charaktery-
styce krzywych zwyklych zamknigtych podanej przez Mazurkiewicza) do
krzywych lezacych na ptaszczyznie.

Znaczenie tych dwoch powyzszych charakterystyk (Binga oraz Ander-
sona) jest znaczne. Pokazuja one, ze przy pomocy prostych ogolnych warunkow
mozna scharakteryzowac obiekty posiadajace skomplikowang i nie-intuicyjna
strukture (pseudotuk) oraz, ze ogoélna charakterystyka pozwala wyr6zni¢ spo-
$rod potencjalnie nieskonczonej ilosci krzywych (o r6znorodnej i bardzo boga-
tej strukturze) dokladnie dwie uprzednio skonstruowane (charakterystyka An-
dersona). Jest zastanawiajace, ze matematyka ,,pozwala” na takie stwierdzenia.
Narzedzia matematyki wydajg si¢ by¢ zbyt ubogie, aby dokonac takiej selekcji.
Dowodzi to jednak, ze analizy wewng¢trznej struktury matematycznego obiektu
(jak proponowal Janiszewski) sa wystarczajace do udowodnienia tak ,,silnych”
faktow. Nie jest konieczne odwolywanie si¢ do przestrzeni zawierajacej
wszystkie mozliwe obiekty. Podobnie fascynujacym jest stare twierdzenie (zna-
ne juz Platonowi), ze istnieje tylko pi¢¢ regularnych wielo$ciandéw (tzw. bryt
Platona) - te bryly stanowia w koncepcji Platona podstawowe elementy kon-
strukcji $wiata. Powyzsze stwierdzenia jak i charakterystyka Andersona sg do
siebie bardzo podobne - z nieskonczonego zbioru mozliwosci wybieraja tylko
niewielkg ich liczbe. | tylko one sg urzeczywistnione.

Konstrukcja pseudotuku przedstawiona przez Moise’a i Binga byla

oparta na idei ,,crooked chain” (skrgconego tancucha). Przyjrzyjmy si¢ tej idei
jak rowniez samej konstrukcji pseudotukuté.

Lancuchem C = {C,,C2,...,Cn} nazywamy skonczong rodzin¢ zbio-

réow otwartych Cj(nazywanych ogniwami tancucha) o tej wlasnosci, ze
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C, [1C} "D wtedy i tylko wtedy, gdy [z—3J|<1, przy czym C"Cj sa do-

wolnymi ogniwami tancucha C. Mowimy, ze tancuch C jest tancuchem od
punktu p do punktu ¢, jesli p e Cr a ge Cn.Lancuch D nazywamy wpisanym
w tancuch C, jesli kazde ogniwo tancucha D jest zawarte w pewnym ogniwie
lancucha C. Mowimy, ze D jest prosto wpisany w lancuch C, jesli dla kazdego
ogniwa ¢ z C zbior tych wszystkich ogniw z D, ktoére lezg w ¢ tworzy podian-

cuch tancucha D.
Rozwazmy tancuch C = {C,,C2,...,C,,} od punktu p do punktu ¢g. Po-

jecie ,,crooked” definiujemy nast¢pujaco:
1. dla n >4 tancuch D od punktu p do ¢ nazywa si¢ ,,very crooked” (mocno
skreconym) ze wzgledu na tancuch C,jesli D jest prosto wpisany w C;
2. dlan25 tancuch Djest ,,very crooked” (mocno skr¢cony) ze wzgledu na C,
jesli Djest wpisany w tancuch C oraz D jest suma:

a) lancucha od punktu p do punktu x € Cn_x;

b) tancucha od punktu x do punktu yeC2,;

c¢) fancucha od punktu y do punktu g.

Kazdy z tych tancuchow (odpowiednio z punktéw a), b) i ¢)) jest mocno
skrecony wzgledem C - {C, },C - {Cl,C,, },C — (<7l }. Ponadto, oprocz ogniw
koncowych tancuchy te nie przecinaja sig.

Wida¢ podobienstwo powyzszej konstrukcji do ,,metody tadm” Knastera,
ktora polegata na odpowiednio mocnym zwijaniu tych tasm. Moise spodziewat
si¢, ze przeprowadzona przez niego konstrukcja daje zbiér homeomorficzny ze
zbiorem skonstruowanym przez Knastera, chociaz tego nie udowodnit67.

Rozpatrzmy teraz nieskonczony ciag tancuchow CI, C) ... od punktu

p do punktu g o nastepujacych wilasnosciach:

1. Cl zawiera pi¢¢ ogniw;

2. jesli C jest ogniwem tancucha C’ a X jest maksymalnym podtancuchem
lancucha C+ wpisanym catkowicie w ogniwo C, wtedy X sktada si¢ z pig-

ciu ogniw;
|
3. dla kazdego i, kazde ogniwo tancucha C' ma $rednic¢ mniejszg niz -;
A

4. zbiér CI = (JC' jest zwartg przestrzenia;
J
5. dla kazdego i, fancuch C'+ jest mocno skrgcony ze wzgledu na tancuch C'
oraz C*tl jest catkowicie zawarty we wnetrzu CL.
Definiujemy teraz pseudotuk M jako przekroj wszystkich zbiorow CL,
czyli M =QC, .
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Moise dowodzi o skonstruowanym przez siebie zbiorze, ze jest dzie-
dzicznie nierozktadalny oraz, ze dowolne zbiory spetniajagce warunki powyzszej
definicji sghomeomorficzne6s.

Trzy lata pozniej, w roku 1951 Bing udowodnit kolejne twierdzenie
charakteryzacyjne: dowolne continua dziedzicznie nierozktadalne i tancuchowe
sa homeomorficzne. Pojecie continuum tancuchowego lub wezowego (chaina-
ble, snake-like) wprowadzit Bingt9 dostrzegajac najpierw, ze t¢ wlasnos¢ posia-
da pseudotuk. Continuum nazywa si¢ lancuchowe, jesli mozna je pokry¢ E-
fancuchem?70, dla dowolnego e. Z twierdzenia charakteryzacyjnego Binga wyni-
ka, ze continua skonstruowane przez niego i Moise’a jak i przez Knastera sg
homeomorficzne ze sobg (wgzowos¢ wynika z samej konstrukcji).

Powyzsze twierdzenie charakteryzacyjne Binga moglyby sugerowac, ze
dziedzicznie nierozkladalne continua sg bardzo rzadko spotykane. Tej intuicji
catkowicie przecza kolejne dwa twierdzenia udowodnione przez Binga w innej
pracy z roku 1951.

Twierdzenie BI. Niech 5 bedzie przestrzenia euklidesowa £ ""(n>2)
lub przestrzenia Hilberta. Wtedy w przestrzeni wszystkich podcontinuéw prze-
strzeni 5 (z metrykg Hausdorffa) podzbiér pseudotukéw jest zbiorem GS ge-

stym .

Twierdzenie BII. Moc zbioru niechomeomorficznych ptaskich dzie-
dzicznie nierozktadalnych continuéw jest rowna mocy wszystkich liczb rze-
czywistych72

Te twierdzenia $Swiadcza, ze dziedziczna nierozkladalno$¢ jest bardzo
powszechng cechg wérdéd continué6w. Ponadto, continua dziedzicznie nierozkta-
dalne (a szczegolnie pseudoluk) pokazuja, ze obiekty matematyczne sg w stanie
przyja¢ wiele wlasnosci nie do pogodzenia z intuicyjnego punktu widzenia.

6. Continuum jako absolut poznawczy

Przyjrzymy si¢ teraz w jaki sposob continuum, co znalazlo wyraz w po-
wstaniu i rozwoju teorii continuéw, zaczeto petnié role absolutu poznawczego.

Pojawienie si¢ danych obiektoéw w matematyce jest albo wynikiem kon-
strukcji, albo ma miejsce poprzez definicje, albo wreszcie dokonuje si¢ dzigki
intuicji. W zaleznosci od tego jaka range przypisuje si¢ tym poszczegdlnym
zrodtom otrzymujemy rozne filozofie matematyki. Przedstawione poprzednio
analizy pokazuja, ze ontologiczny status obiektow matematycznych okre$lony
jest przez ogdlne wlasnosci, ktore ten obiekt charakteryzuja. Dzigki rozpatry-
waniu obiektow w ich optymalnej ogolnosci jest mozliwe rozszerzenie zakresu
badanego problemu z jednoczesnym utrzymaniem doktadnosci i precyzji -
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ogolne warunki jednoznacznie wskazujg istniejagce obiekty. To badanie obiek-
tow poprzez analiz¢ ich wewngetrznej struktury prowadzi wigc do ogdlnej cha-
rakterystyki, ktora odstania ich istote.

Te analizy pokazuja w koncu mozliwos¢ przeprowadzenia konstrukcji
dalszych obiektow, w oparciu o odkryta metodeg, posiadajacych bardziej skom-
plikowana strukture i ktorych naturajest przewaznie niedostgpna dla pierwotnej
intuicji. W analizie wewnetrznej struktury obiektow matematycznych tkwi wigc
metoda generowania nowych obiektow. ,Metoda taSm” Knastera umozliwita
konstrukcje pierwszego dziedzicznie nierozktadalnego continuum - dopiero ta
konstrukcja, przekraczajac zasadniczo mozliwosci pierwotnej intuicji, pokazuje,
ze matematyk nie jest wlasciwie tworca tego typu obiektow, lecz sa one pro-
duktem samej matematyki ijej wewnetrznej struktury.

Znaczenie matematycznych bytow nie wyczerpuje si¢ w ich intuicyj-
nym rozumieniu, ani w matematycznej definicji. Przyklad powstania pojgcia
continuum nierozkladalnego pokazuje, ze to wtasnie sens jest pierwotny tzn.
znaczenie tego obiektu lezy nie tylko w jego $cisle matematycznej strukturze,
ale przede wszystkim w powigzaniu z ogoélno-filozoficznym sensem (na pozio-
mie ,,wewnetrznej struktury” obiektu istnieje powiazanie z zagadnieniami filo-
zoficznymi). Nie mozna wigc wypreparowaé matematyki ze znaczen i odniesien
filozoficznych. Przyjrzyjmy si¢ temu doktadnie;j.

Dlaczego dazono do skonstruowania dziedzicznie nierozktadalnego
continuum, ktore domagato si¢ odejscia od pierwotnie uksztattowanej intuicji
i generowato wiele paradoksalnych sytuacji? Gdyz starano si¢ obroni¢ filozo-
ficzna range i sens pojecia continuum znanego juz od starozytnosci, a zagrozo-
nego pojawieniem si¢ continuéw nierozkladalnych (réwniez dazenie przez
Cantora czy Janiszewskiego do znalezienia topologicznego kryterium rozroz-
niajacego linie od plaszczyzn, mimo napotykania na roéznorakie sprzecznosci,
miato t¢ sama motywacj¢ — obronienia pierwotnych intuicji dotyczacych rozu-
mienia linii i plaszczyzny). Twierdzenie méwiace, ze nie mozna wysumowac
continuum nierozktadalnego nawet przeliczalng ilo$cig jego wilasciwych pod-
continuow pokazuje, ze niemozliwe jest odtworzenie z poszczegdlnych kawal-
kow catego continuum, przy pomocy jakiego$ ,,sumowania” czy ,lepienia”.
Konstrukcja continuum dziedzicznie nierozkladalnego mowi, ze zadne podcon-
tinuum takiego continuum roéwniez tej wlasnosci nie posiada. Na dodatek twier-
dzenia Binga (twierdzenie BI i BI1) stwierdzaja, ze taka sytuacjajest powszech-
na wérod continudéw. Te wszystkie continua (poczynajac od continuum Brouwe-
ra a konczac na continuum Knastera-Moise’a) sa jednak otrzymywane przy
pomocy konstrukcji z istniejacych geometrycznych obiektéw. Metoda kon-
strukcji pokazuje wigc jak odtworzy¢ czy wytworzy¢ obiekt przy pomocy in-
nych posiadanych elementow.

Wybieramy na poczatku pewien obiekt (np. prostokat) i poprzez odpo-
wiednie wycinanie prowadzone rekurencyjnie otrzymujemy zadana konstrukcje.
Prowadzony nieskonczony proces wycinania zdaje si¢ catkowicie niszczy¢
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strukture continuum, a jednak to co pozostaje okazuje si¢ mie¢ bardzo bogata
strukturg, pelna niespodziewanych wiasnosci. A przede wszystkim ten proces
moze w pelni zachowa¢ sama strukturg continuum. Continuum okazuje si¢ by¢
niezmiennikiem tego typu operacji a to, ze zostaje zachowane (w tak zdawatoby
si¢ beznadziejnych sytuacjach) sprawia, iz wlasnosci odkrywane w nowo
otrzymanych obiektach mozna traktowac¢ jako wygenerowane przez samo con-
tinuum. Daje to mozliwo$¢ przypisania continuum rangi absolutu poznawczego.
ZauwazyliSmy, pod koniec rozdziatu piatego, ze w nowej wizji nauki uniwer-
salnej ,,niezmiennik” oraz ,,caloksztalt” staja si¢ absolutami poznawczymi. Sto-
sujagc schematy poznawcze zwigzane z tymi absolutami otrzymujemy nowe
byty. Jednym z tych bytow okazalo si¢ continuum topologiczne (a w szczegol-
nosci continuum nierozktadalne). Juz poczatkowy rozwoj tej teorii, jak zoba-
czyliSmy w paragrafie 5 tego rozdzialu, pokazat w jak duzej mierze to pojecie
realizuje cechy nowego absolutu poznawczego:

Wiele poje¢, migdzy innymi pojecia cigglosci, spdjnosci, zwartosci,
otwartosci, zostaly utworzone, aby méc wprowadzi¢ do matematyki pojecie con-
tinuum. Intuicyjno-filozoficzne rozumienie tego pojecia wyznaczato kierunek
prowadzonych analiz i badan. Jak pisaliSmy w paragrafie 4 rozdziatu 5 Bolzano
prowadzil swoje badania, aby zdefiniowa¢ geometryczng rozciagtosci i continu-
um, czyli pragnat wlaczy¢ je w struktury matematyki. Problem (tzw. geometrycz-
ny problem Bolzano) okazal si¢ bardzo trudny i wymagal stworzenia i rozwoju
wielu nowych teorii i struktur matematycznych (m.in. topologicznego pojgcia
wymiaru). Rowniez Dedekind szukal odpowiednio$ci migdzy prosta geome-
tryczng a liczbami wymiernymi, bo chciat zrealizowa¢ wsrod liczb strukture
continuum. Pragnienie skonstruowania continuum arytmetycznego doprowa-
dzito go do opracowania ,,narzedzia” w postaci liczb obejmujacych oprocz liczb
wymiernych nowe liczby niewymierne. Natomiast Riemann, jak pisaliSmy
w poprzednim rozdziale, probuje okresli¢ logiczne zwigzki migdzy geometria
rozumiang jako czysta matematyka a jej zastosowaniami do przestrzeni fizycz-
nej. Chodzi mu o skonstruowanie pojecia wielkosci wielokrotnie rozciagtej przy
pomocy ogolnych pojgé wielkosci. Coz natomiast leglto u podstaw drogi Canto-
ra, ktora doprowadzita go do zdefiniowania liczb rzeczywistych, wprowadzenia
poje¢ otwartosci, punktu skupienia i continuum? Chodzito o wyrazenie jezy-
kiem matematycznym charakteryzujacego si¢ ciagloscia procesu fizycznego,
jakim jest przeptyw ciepta. Jak pisaliSmy zaczeto si¢ wszystko od hipotezy Fo-
uriera mowiacej, ze taki opis jest mozliwy przy pomocy szeregdbw trygonome-
trycznych. Sam Fourier podal posta¢ wspolczynnikéw rozwinigcia dowolnej
funkcji (ciagtej) opisujacej przeptyw ciepta i rozpoczat si¢ trudny proces bada-
nia jednoznacznos$ci przedstawien funkcji ciagtych przy pomocy szeregow try-
gonometrycznych, w ktorym wzigto udzial wielu wybitnych matematykow.
Oczywiscie, oprocz tych wskazanych powyzej, istnialy jeszcze inne motywacje,
jednak mysle, ze podstawowa byla proba uchwycenia przez matematyke pro-
blemu rozcigglosci pojawiajacego si¢ pod réznymi postaciami.
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Zasadniczym problemem jest mozliwos¢ rekonstrukcji czy odtwarzania
danego bytu zjego elementow sktadowych. Twierdzenie Uryshona (zadne con-
tinuum nierozkladalne nie moze by¢ przedstawione jako przeliczalna suma
swoich wlasciwych podcontinuéw) mowi, ze taka rekonstrukcja nie jest mozli-
wa, gdy czgséci skladowe rozumiemy w oderwaniu od metody konstrukcji. Ele-
mentami sktadowymi nadajacymi si¢ do rekonstrukcji calego obiektu sa bo-
wiem te byty, ktore sg kolejnymi etapami konstrukcji. Sama konstrukcja uka-
zuje jak ten proces tworzenia (czy odtwarzania) ma wyglada¢. W przypadku
continuéw nierozkladalnych jest to pewien nieskonczony proces, w ktérym
z continuoOw rozkladalnych otrzymujemy w granicy continuum nierozkladalne.
Wiasnosci skladowe tego procesu konstrukcji nie przenosza si¢ w calosci na
graniczny konstruowany obiekt. Jednak wtasnos$ci, ktore si¢ zachowuja wska-
zuja na istotne cechy badanego obiektu.

Nie mozemy zapominaé wigc sensu pojgcia zachowujac jedynie jego
zakres, jak chciataby zasada ekstensjonalno$ci. Wedlug René Thoma to uwol-
nienie si¢ (od czas6w Georga Boola) logiki od zalozen ontologicznych byto
pyrrusowym zwyciestwem73. Logika matematyczna (Boola) nie odpowiada
w pelni rzeczywistym zasadom mys§lenia. Przedstawione poprzednio konstruk-
cje continuow nierozkladalnych pokazuja, ze bez uwzglednienia calego procesu
konstrukcji, metod konstrukcyjnych oraz sensu filozoficznego zwigzanego
z konstruowanym obiektem, sama poprawno$¢ logiczna nie jest w stanie przy-
nies¢ spodziewanych rezultatow. Szczegolnie w przypadku topologii geome-
trycznej widoczne jest, ze ciagle trzeba odwotywac si¢ do rozumienia (geome-
trycznego, filozoficznego itp.), aby dostrzec mozliwosci tkwigce w roéznego
rodzaju konstrukcjach - sam zakres ustalony przez definicje nie wystarczy.
Dopiero intuicyjne interpretacje dostarczaja wlasciwych motywacji przy wpro-
wadzaniu réznych struktur74.

Thom proponuje, aby skierowac si¢ ku ,,logice continuum” (z zachowa-
niem pozytywnej konsekwencji zasady ekstensjonalnosci - jest nig postugiwa-
nie si¢ obiektami przestrzennymi przy pomocy rozumowania kombinatoryczne-
go). WidzielisSmy, ze w przypadku przeprowadzanych konstrukcji continuéw
nierozkladalnych, warunki brzegowe (poczatkowe wlasnosci) nie wystarcza,
aby okresli¢ konstruowane pojecie. Kluczowe jest ,,wnetrze” pojecia, czyli te
niespodziewane wlasnosci ,,ukryte” w skonstruowanym obiekcie. Wedlug
Thoma myla si¢ formalisci, gdy probuja w oparciu o niezmienniczo$¢ formy
znaku drukarskiego wyjasni¢ stabilno$¢ znaczenia. ,,Wprost przeciwnie, kazde
pojecie jest jak zywa istota, ktéra broni swego organizmu (zajmowanej przez
siebie przestrzeni) przed agresjg otoczenia, w danym przypadku przed ekspansjg
poj¢¢ sasiednich, wyznaczajacych jego granice w przestrzeni substracie"75. Czy
nie jest tak, ze prostokat (jako pewne continuum) po skonstruowaniu w nim
continuum nierozkladalnego odkryt w sobie (przyjat) nowe wlasnosci zwigzane
z nowo ujawnionymi wilasnos$ciami continuéw. Okazalo si¢, ze continuum nie-
rozkladalne Brouwera oraz prostokat naleza do tej samej rodziny (continuéw),
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mimo posiadania catkowicie zdawaloby si¢ odmiennych wlasnosci. Zostaje
jednak podkreslona tym samym warto$¢ ich wspolnych cech - a sg to wlasno$ci
definiujace continuum topologiczne (sp6jnos¢ i zwarto$¢) oraz nowa poglgbiona
charakterystyka filozoficzna. Zostaja wigc zachowane pewne niezmiennicze
cechy, przy jednoczesnym odkrywaniu catego bogactwa nowych wlasnosci - to
sprawia, ze mys$l moze odzwierciedla¢ roznorodnos¢ §wiata zjawisk zachowujac
swojg stabilnos¢.

Czy mozemy wobec tego przyjac¢ continuum jako absolut poznawczy,
czyli jako byt, ktorego cechy lezg u podstaw réznorodnych matematycznych
rozumowan prowadzacych do nowych waznych konstrukcji? Konkretne reali-
zacje continuum (np. przekroje Dedekinda czy uzupetnianie liczb wymiernych
Cantora) opierajg si¢ przeciez o pojecia przeliczalne (dyskretne). Czy wigc Za-
danie od struktury comtinuum wyjasniania dyskretnosci nie jest wpadnig¢ciem
w putapke btednego kota?

Nalezy jednak przypomnie¢, ze nowe liczby (niewymierne), ktore
otrzymuje Cantor nie maja rzeczywiscie, wedtug niego, sensu same w sobie. Sa
zalezne od zdefiniowanych wcze$niej ciagéw. Pozniejszy wysitek Cantora jest
skierowany ku nadaniu im statusu bytow samych w sobie. W tym celu identyfi-
kuje nowe liczby z punktami geometrycznego continuum (kazdemu punktowi
na prostej odpowiada dokladnie jedna liczba). W ten sposéb doprowadza do
tego, ze prosta geometryczna jest zanurzalna w klasie nowo otrzymanych liczb.
Konieczne jest rowniez przyporzadkowanie odwrotne i w tym celu wprowadza
Cantor regulujacy te kwestie aksjomat — dla kazdej liczby istnieje okreslony
punkt na prostej, ktorego wspotrzedna jest rowna temu punktowi. Poszukiwanie
uzasadnienia dla tego aksjomatu naprowadza go na konieczno$¢ wprowadzenia
pojecia punktu skupienia, zbioru doskonalego i w konsekwencji ogdlnego poje-
cia continuum. To wlasnie continuum staje si¢ podstawowym narzedziem wyja-
$niajacym znaczenie innych matematycznych struktur (por. rozdz. 5 § 7).

Mysle wige, ze shusznajest idea René Thoma, iz mozna wykorzystywacé
struktury matematyczne w badaniu matematyki76. Pojawia si¢ rodzaj her-
meneutycznego kota:

1. Okre$lenie podstaw matematyki — podstawowe pojecia, struktury itp.;

2. Budowa teorii matematycznych w oparciu o te podstawowe byty;

3. Badanie jezyka matematyki — poszukiwanie ogdlnych struktur jezykowych
w matematyce i ich znaczenie dla przebiegu réoznych proceséw myslowych;

4. Wykorzystywanie danych obiektow matematycznych do wyjasniania ré6znych
obszaré6w problemowych — w innych dziedzinach wiedzy, w filozofii i rOwniez
w odniesieniu do samych podstaw matematyki.

To wyjasnianie przez matematyke réznorodnych zagadnien, w tym jej
wlasnych podstaw dowodzi, ze jest rzeczywiscie nauka uniwersalng, niezalezna
od sytuacji socjologiczno-historycznej77. Znajdowanie w mej obiektow, tego
typu jak np. continuum, moze mie¢ ogromne znaczenie epistemologiczne — sgto
obiekty wewnetrzne matematyki, ktorych znaczenia nie mozna jednak zamknaé
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calkowicie w ramach struktur matematyki. Majg wigc szans¢ by¢ skuteczne
rowniez poza matematyka np. do opisu zjawisk przyrody czy wyjasniania roz-
nych kwestii filozoficznych.
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Rozdziat VII
Znaczenie powstania teorii continuéw

dla filozofii 1 historii matematyki

1. Nowe kryterium prawdy

Jakie jest znaczenie konstrukcji continuow nierozktadalnych i dzie-
dzicznie nierozktadalnych oraz ich wlasnosci zarowno dla matematyki jak i dla
historii-filozofii matematyki. Na pierwsza cz¢$¢ pytania czg$ciowa odpowiedz
zostala udzielona w poprzednim rozdziale — dla pelniejszego wyjasnienia tej
kwestii nalezatoby przedstawi¢ dalszy rozwoj teorii continuéw. W tym paragra-
fie chcialbym skoncentrowac si¢ jedynie na drugiej czesci postawionego pyta-
nia i zobaczy¢ wptyw dokonanych w matematyce odkry¢ na mozliwo$¢ petniej-
szego zrozumienia przedstawionych w rozdziale Il faktow filozoficznych. Céz
wiec daje powstanie topologicznego pojecia continuum, a szczegolnie pojawie-
nie si¢ konstrukcji continuéw nierozktadalnych i dziedzicznie nierozktadalnych,
dla gl¢bszego zrozumienia tych faktow. Spoéjrzmy teraz na nie po kolei przez
pryzmat tej matematycznej struktury.

FF1. Odsilonigcie racjonalnej struktury bytu poprzez demaskowaniefat-
szywych mnieman i pozorow wiedzy.

Wiasnosci zwigzane z continuami nierozktadalnymi wydawaly si¢ na
poczatku paradoksalne i sprzeczne. Jednak takie continua rzeczywiscie zostaly
skonstruowane i nie mozna odméwic¢ im realnosci. Nastgpito wigc zdemasko-
wanie falszywych wczesniejszych mnieman. Otrzymane konstrukcje pozwalatly
na dostrzezenie istotnych cech continuum. Continuum nierozkladalne pojawito
si¢ jako efekt prob podania poprawnych i niesprzecznych definicji takich pojegc
jak linia oraz powierzchnia, i bylo kontrprzyktadem do formutowanych wow-
czas twierdzen opisujgcych wilasnosci tych obiektéw geometrycznych.

FF2. Wiedza przyblizajgca do prawdy ma strukture cyrkularng a nie li-
niowq. Prawda danajestjuz na poczqtku, lecz umyst ludzki niejest w stanie od
razu ujrzecjg wpetnym swietle.
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W momencie rozpoczynania procesu wiaczania continuum do matema-
tyki istnialo juz jego intuicyjne rozumienie, ktére nie zostalo w pozniejszym
okresie odrzucone, lecz uzyskato pekliejszy wymiar. Bylo to jakby powtorne
spojrzenie na ten sam byt, teraz jednak poprzez struktury matematyki (wcze-
$niej poprzez aparat filozofii oraz potocznej wiedzy).

FF3. Tylko poprzez wejscie w bezposredniq relacje z rzeczywistoscig
mysl uzyskuje podstawe swojego istnienia oraz ostateczny argument zajej moz-
liwosciami i silami poznawczymi — jest to prawda jako bezposrednia relacja
stycznosci z rzeczami.

Dopiero badania skonstruowanych continuéw pozwolily dostrzec wta-
snosci, ktére wczesniej wydawaly si¢ niemozliwe i sprzeczne. Istotne sa te
wspolne wlasnosci, ktoére pojawiaja si¢ pomiedzy metoda konstrukcji a skon-
struowanym obiektem — a nie pomiedzy poszczegdlnymi etapami konstrukcji.
To tak jakby mys$l i rzeczywisto$¢ mialy czgSE¢ wspdlng — to, co decyduje
o mozliwosci wypowiadania prawdziwych (czyli zgodnych z rzeczywistoscia)
zdan.

FF4. W celu uwolnienia si¢ od sprzecznosci przy poznawaniu rzeczywi-
stosci nalezy postugiwac sig , minimalnymi” symbolami tzn. takimi, ktore sqjuz
abstrakcyjne, lecz zachowujq zarazem konieczne minimum tresci zwigzanej
z opisywangq rzeczywistosciq. Pojecia matematyczne sq przykladem takich mi-
nimalnych symboli.

Przyklady podawane przez Brouwera, Janiszewskiego, Knastera itd.
miaty na celu skonstruowanie obiektow danego rodzaju (krzywe, powierzchnie)
nie posiadajacych cech, ktore wczesniej byly traktowane jako istotne cechy tych
obiektow. W ten sposob pozostaly tylko te cechy, ktére w optymalny sposob
charakteryzowaly odpowiednie obiekty. Tak ,,odchudzony” obiekt mogt taczy¢
ponadto wiele wtasnosci, ktore zdawaly si¢ by¢ wczesniej nie do pogodzenia
(jak w przypadku pseudotuku jednorodnos¢ z wilasnoscia bycia homeomorficz-
nym z kazdym swoim podcontinuum). Skonstruowane continua staly si¢ przy-
kladami ,,minimalnych symboli™.

FFS5. Odnalezienie w sobie przez cogito idei nieskonczonego i w petni
doskonatego bytu, rzeczywiscie istniejgcego poza cogito. Samo cogito staje si¢
podstawq i ,,generatorem " obiektywnej wiedzy o realnie istniejgcym Swigcie.

Analizowane przez nas metody konstrukcji continu6w nierozktadalnych
pokazywaly, ze wlasnos$ci skonstruowanego continuum nie zawierajg si¢ do
konca ani w tych metodach konstrukcji, ani w obiektach bedacych kolejnymi
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etapami przeprowadzanej konstrukcji. Otrzymany obiekt posiada wlasnosci
calkiem nowe, nie znane uprzednio.

FF6. Poniewaz w czlowieku spotykajg si¢ dwie nieskonczonosci: giebi
oraz catosci, wigec pojeciom, ktore sq catkowicie przejrzyste dla umystu mozna
przypisa¢ pewne symbole i poprzez formalne operacje na nich dojs¢ do petnej
wiedzy o Swiecie.

Wewngetrzna nieskonczono$¢ okazata si¢ centralng cecha nowo skon-
struowanych continué6w. Wychodzac od znanego obiektu geometrycznego, przy
pomocy pewnych metod konstrukcyjnych mozna dotrze¢ ,,w glab” tego obiektu
poznajac jego ukryte cechy, ktorych odkrycie staje si¢ kluczowe dla wyjasnie-
nia wielu problemoéw z ré6znych obszaréw wiedzy.

FF7. Koniecznos¢ uzupetnienia zbioru przedmiotow doswiadczenia
o idee bedgce wylqgcznie wytworem czystego rozumu, w celu uniknigcia sprzecz-
nosci. Te idee sq dane w bezposredniej i petnej apercepcji.

Musiaty si¢ pojawi¢ nowe metody konstrukcyjne, ktére doprowadzity
do powstania continuéw dziedzicznie nierozkladalnych, aby usung¢ intuicyjna
sprzeczno$¢ (z ogoélnofilozoficznym rozumieniem continuum'), do ktoérej zda-
waly si¢ prowadzi¢ wlasnosci continu6w nierozktadalnych.

FF8. Swiat wiedzy obiektywnej i autonomicznej oddziatuje na czlowieka
i zmieniajego istote — staje si¢ onjednostkq racjonalng i w petni istniejgcq.

W miar¢ rozwoju nauki rozszerza si¢ obszar racjonalnosci — widzieli-
$my to na przyktadzie powstawania teorii continué6w. Nie jest to tylko ilosciowy
rozrost nauki o nowe obiekty, lecz wprowadzanie catkowicie nowych bytow,
niedopuszczalnych wczesniej metod, oskarzanych o sprzecznos¢ i nieracjonal-
nos¢.

FF9. Wypowiedz prawdziwa jest efektem wypowiadaniajako bycia ku
samej bytujgcej rzeczy. To bycie wypowiadania jest odkrywaniem i ukazywa-
niem tego bytu, ku ktoremu wypowiadaniejest skierowane. Byt ten pokazuje si¢
w tozsamosci i w petnej realnosci, gdyz prawdajest odkrytoscig bytu.

Odstonigty w pierwszych wiekach istnienia filozofii europejskiej pro-
blem continuum, mimo iz zostal wypowiedziany w teorii matematycznej, nie
zostal przez t¢ teori¢ wyczerpany - pokazala ona jedynie jego kolejne aspekty.
Teoria mogtla si¢ tak sprawnie i szybko rozwija¢, gdyz byta od poczatku w cia-
glym odniesieniu do zagadnien, z ktérych wyrosta.
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Te powyzsze fakty filozoficzne ukazujg rowniez, ze procesy graniczne
(do takich naleza metody konstrukcji continuow nierozktadalnych) nie sa
w stanie zniszczy¢ istotnych wilasnosci bytu — w granicznym obiekcie musi by¢
,,c08” zachowane. T¢ mysl, oczywiscie w innym konteks$cie i nie tak wyraznie,
mozna dostrzec w réznych zagadnieniach filozoficznych. Przyktadowo, Ary-
stoteles uwazal, ze jesli poznaliSmy pewien rzeczywisty obiekt, to wtedy jego
istota musi by¢ zachowana w pojeciach i ideach bgdacych wynikiem poznania.
Platon myslal, ze rzeczy materialne sg odbiciem wiecznych idei i w tych wila-
$nie rzeczach mozemy co$ z tych idei rozpoznaé. Jesli przygladamy si¢ stynne-
mu paradoksowi dychotomii Zenona, to zauwazamy, ze jego istota lezy w nie-
mozno$ci destrukcji rozcigglosci nawet poprzez nieskonczony podzial. Rowniez
kartezjanski proces radykalnego watpienia pokazuje konieczno$¢ zachowania
istoty ,,rzeczy myslacej” — jest to fakt myslenia, poniewaz zaden proces gra-
niczny nie jest w stanie zniszczy¢ istoty rzeczy. Co wigcej, procesy graniczne
odslaniaja te wilasnosci, ktore wczeéniej byly niewidoczne, w pelni ukazujg
istote¢ bytu. Te idee znalazly swoj najpehiejszy wyraz w konstrukcjacli mate-
matycznych, ktore rozpoczely si¢ pod koniec XIX wieku od konstrukcji zbioru
Cantora.

Przypomnijmy, ze charakterystyczne dla koncepcji Kartezjusza jest
oparcie rozumienia i stosowania kryteriow prawdy na kilku pierwotnych do-
$wiadczeniach i faktach poznawczych - sa to: do$wiadczenie oczywisto$ci,
istnienie progu poznawczego, istnienie ciaggoéw dowodowych oraz doswiadcze-
nie pozwalajace stwierdzi¢ wzrost informacji dokonujacy si¢ pomigdzy kolej-
nymi elementami ciggu dowodowego.

W przypadku nowej wizji nauki uniwersalnej znaczenie progu po-
znawczego, od ktorego rozpoczyna si¢ doS§wiadczenie oczywisto$ci, wyraznie
maleje. Juz nie poprzez proces ,,infinitystycznego” oczyszczania umystu do-
chodzimy do prawdy, do wiedzy pewnej, lecz przeprowadzajac ,,infinitystycz-
ne” konstrukcje, przy pomocy wczesniej okreslonych i zdefiniowanych obiek-
tow. Nie tyle istotny jest problem do$wiadczenia oczywistosci, co kwestia zna-
lezienia metody ,rozjasniajacej i wyjasniajacej" sens i znaczenie uzywanych
poje¢¢. Centralng role przy dochodzeniu do prawdy odgrywa proces graniczny,
w ktorym pojawiaja si¢ nowe ,nieoczywiste” wlasnosci. Mozna pokusic¢ si¢
o sformutowanie nowego kryterium prawdy:

Kryterium prawdy

Zdanie zjest prawdziwe, gdy w wyniku pewnego procesu granicznego
(konstrukcji infinitystycznej) powstaje obiekt, ktorego wilasnosci potwierdzajg
zdanie z (te wlasnosci nie wystepujqg w elementach skitadowych procesu kon-
strukcji).
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Nowe byty (jak i prawda zwigzana z opisem ich wlasnosci) sa efektem
konstrukcji infinitystycznej poprzedzonej etapem rozjasniania i definiowania
odpowiednich poj¢é. To kryterium prawdy nabiera wigc pelnego znaczenia
dopiero w przypadku konkretnych konstrukcji.

Zastanéwmy si¢ jaki jest zwigzek powyzszego kryterium z klasycznag
definicja prawdy, ktora stwierdza, ze prawda wyraza si¢ w zgodnosci poznania
zjego przedmiotem. Istota tej definicji sprowadza si¢ do dwoch ustalen:

1. Istnieja dwa istotnie odrgbne obszary (podmiot poznajacy i przedmiot
poznawany), mi¢dzy ktorymi nie istnieje naturalne polaczenie.

2. Mozna ustanowi¢ metod¢ pozwalajaca stwierdzi¢ zachodzenie zgod-
nosci migdzy zdaniem a opisywang przez niego sfera rzeczywistosci.

Rozwinigcie punktu pierwszego to budowa teorii poznania wykluczaja-
ca systemy np. skrajnie idealistyczne czy materialistyczne.

W punkcie drugim mamy do czynienia z podaniem kryterium prawdy.
Epistemologie Kartezjusza i Leibniza, jak rowniez nowa wizja nauki sg zgodne
z warunkami klasycznej definicji prawdy. Ta nowa wizja nauki rozni si¢ jednak
schematem konstrukcji wiedzy oraz kryteriami prawdy. Zamiast kartezjanskie-
go kryterium oczywisto$ci pojawia si¢ etap konstrukcji i definicji tworzacych
i ,,yozjasniajgcych” system poje¢. Ta rezygnacja z kryterium prawdy w pierw-
szym etapie konstrukcji wiedzy jest, jak zauwazylem, istotnym uproszczeniem
schematu poznawczego. Okazuje si¢, ze bez znaczenia sg pierwotne intuicje -
rozumienie pojec¢ tworzy si¢ rownolegle z ich definiowaniem i uzyciem. Tym
bardziej istotne jest wigc kryterium prawdy pojawiajace si¢ w drugim etapie
konstrukcji. Obiekt konstruowany w procesie granicznym odstania wlasnosci
nie znane uprzednio i one to wlasnie ustanawiaja zgodno$¢ wczesniejszych
konstrukcji z rzeczywisto$cia.

Przyjrzyjmy si¢ teraz, co wnosi nowa idea nauki uniwersalnej a w szcze-
golnosci. co daja konstrukcje continuéw nierozkladalnych dla pelniejszego zro-
zumienia paradoksow Zenona z Elei?

Ad 1. Przypomnijmy rozumowanie Zenona w paradoksie dychotomii.
Jesli istnieje ruch orazjesli kazda odlegtos¢ moze si¢ dzieli¢ w nieskonczonose,
to z koniecznosci to, co si¢ porusza musi przeby¢ nieskonczenie wiele odcin-
kow drogi w skonczonym czasie. To co si¢ porusza, musi przeby¢ pewna odle-
glo$¢, jednak najpierw musi przeby¢ potowe catej odleglosci. Zanim jednak
pokona cata potowe odlegtosci musi najpierw przeby¢ potowe tej polowy itd.
Ten podzial daje nieskonczenie wiele odcinkéw, ktére nalezaloby przebyé
w skonczonym czasie, co jest niemozliwe.

ZauwazyliSmy w rozdziale 11, § 5, ze odrzucenie tego paradoksu w ana-
lizach Arystotelesa, jak rowniez w analogicznych analizach Ajdukiewicza wy-
korzystujacych teorie szeregdéw nieskonczonych, nie jest skuteczne. Chodzi
bowiem nie tyle o to, ze czas i przestrzen maja t¢ sama strukture, i ze w odpo-
wiednich odcinkach czasowych zostang pokonane odpowiednie odcinki drogi,
lecz 0 samg mozliwo$¢ nieskonczonego podziatu oraz o mozliwosé odtworzenia
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z tych elementow dzielonego na poczatku odcinka, skoro w wyniku podziatu
zostala zniszczona struktura continuum. Teoria szeregdéw nieskonczonych
mowi tylko tyle, Ze suma nieskonczonej ilosci pewnych wielko$ci moze by¢
skonczona. Teoria ta nie méwi jednak nic o sumowaniu elementow, ktore
nie sg wielkosciami i czy w wyniku takiego sumowania mozemy otrzymac
element bedacy wielkoscia.

Twierdzenie Urysohna dotyczace continuow nierozktadalnych (zadana
przeliczalna suma podcontinuéw wlasciwych danego continuum nierozktadal-
nego nie moze da¢ tego continuum) potwierdza w tym kluczowym punkcie
paradoks Zenona - niemozliwe jest odtworzenie bytu z jego czeséci sktadowych
w przeliczalnym procesie sumowania, o ile sgto byty tego samego rodzaju, co
byt pierwotny (continua).

W przypadku konstrukcji continuéw nierozktadalnych wyglada na to.
ze struktura pierwotnego obiektu (np. prostokagta w konstrukcji Brouwera) zo-
stala catkowicie zniszczona. Okazuje si¢ jednak, Ze to co powstato w wyniku tej
konstrukcji ma rzeczywiscie catkowicie nowe wtasnosci w stosunku do prosto-
kata (jak i do pozostatych znanych do tamtej pory obiektéw geometrycznych) -
jednak nadal jest to continuum. Jest wigc mozliwy nieskonczony proces, ktory
nie niszczy pewnej wilasnosci bytu - jest nig continuum (topologiczne). Po-
twierdza continuum tym samym swoja szczegolna rangg.

Ad 2. Kolejny paradoks ukazuje inny aspekt continuum. Wedlug Zeno-
na lecaca strzatajest w kazdej chwili swego lotu w jakims$ okre$§lonym miejscu,
a wiec w kazdej chwili lotu spoczywa. Skoro jednak spoczywa w kazdej chwili,
to spoczywa przez caly czas lotu, bo niemozliwe jest, aby same spoczynki daty
ruch. Rozumowanie Zenona opiera si¢ w duzej mierze na ,,naturalnej” i intu-
icyjnej sprzecznosci migdzy ruchem i spoczynkiem. Po przelozeniu na jezyk
matematyczny problem okazuje si¢ bardziej subtelny. Rzeczywiscie, zerowanie
si¢ na pewnym odcinku czasowym pochodnej drogi wzgledem czasu (predko-
$ci) jest rownowazne ze spoczynkiem, jednak rozpatrujac t¢ pochodnag w jed-
nym punkcie otrzymujemy trzy mozliwosci odpowiadajace zerowaniu si¢ po-
chodnej (spoczynek, zmiana monotoniczno$ci, zmiana wypuklosci). Uzycie
bogatszych narzedzi matematycznych pozwala rozrézni¢ jednak spoczynek od
ruchu - i to rbwniez w punkcie.

Podobnie jest w przypadku nierozkladalnosci, ktéra zdawata si¢ byc
calkowicie przeciwstawna poje¢ciu continuum. Uzycie dostatecznie bogatych
narzedzi matematycznych umozliwito skonstruowanie continuéw nierozktadal-
nych. Okazalo si¢ ponadto, Ze te continua sg nieprzywiedlne miedzy dowolna
para punktéow z pewnego nieskonczonego podzbioru. Nieprzywiedlnos¢ tuku
mig¢dzy swoimi koncami oznacza, ze przejscie migdzy tymi punktami w sposob
ciggly jest mozliwe tylko najeden sposob. W przypadku continuum nierozkta-
dalnego takich jednoznacznych ciaglych przejs¢ ,,nie laczacych si¢ ze soba” jest
wigc nieskonczenie wiele. Wyglada to na rozbicie continuum na rozdzielne
czgsci, co jednak tak naprawde nie ma miejsca. Nie mozna wigc patrze¢ na
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continuum wylacznie poprzez pierwotna intuicje¢, trzeba wzbogaci¢ to patrzenie
narz¢dziami matematycznymi - jesli chce si¢ uniknaé sprzeczno$ci np. tych,
ktore ukazane sa w paradoksie strzaly Zenona z Elei.

Ad 3. Zenon wnioskuje, ze efektem dzielenia bytu, ktéry posiada cze¢sci,
sa czegdci niepodzielne, a wige pozbawione wielkosci lub podzial ten przebiega
w nieskonczonos$¢. Jesli zachodzi pierwszy przypadek, to taka czg$¢ pozbawio-
na wielko$ci po dotaczeniu do jakiej$ wielkosci nie powigksza jej. Sam byt,
bedacy suma takich czgsci musi rowniez by¢ pozbawiony wielkosci, a wigc
musi by¢ niepodzielny, co jest sprzeczne z przyjetym zalozeniem. Jesli nato-
miast podzial przebiega w nieskonczono$¢, to kazda otrzymywana w trakcie
podziatu czgé¢ ma wielko$¢ - byt jest wige nieskonczong (czyli dowolnie duza)
suma wielkosci, czyli sam jest nieskonczony, co jest niedorzecznoscia.

Twierdzenie charakteryzacyjne continuéw nierozktadalnych Janiszew-
skiego (continum jest nierozktadalne wtedy i tylko wtedy, gdy kazde jego wta-
Sciwe podcontinuum jest nigdziegeste) zdaje si¢ poglebia¢ trudno$¢ ukazanag
w tym paradoksie. Kazde pocontinuum continuum nierozkladalnego K jest nig-
dziegeste — a wiec ,,male”, ,,pozbawione wielko$ci” stosujac nazewnictwo wy-
korzystywane w sformutowaniu paradoksu. Samo continuum K, jako utworzone
w pewien sposob ze swoich podcontinuéw, musiatoby by¢ rowniez pozbawione
wielkosci. W pewnym sensie tak jest. Na przyktad continuum Brouwera kon-
struowane w prostokacie jest w stosunku do niego ,,pozbawione wielkosci" (jest
wymiaru mniejszego, jest w nim nigdzieggste). Jednak ma ,,swoja wielko$e” —
jego wymiar jest rowny jeden. Zenon nie uwzglednit tego, ze moga istnie¢
réznego rodzaju wielko$ci. Z drugiej strony, dowolna skonczona lub przeliczal-
na suma podcontinuéw continuum nierozktadalnego nigdy nie da calego conti-
nuum K. To continuum jest wigc ,,nieskonczong wielkoscig” w stosunku do
swoich podcontinuéw. Nie jest jednak ,,absolutng” nieskonczonoscia jak wnio-
skowat Zenon.

Ad 4. Rozumowanie Zenona w tym paradoksie ukazuje, iz kazda okre-
$lona wielko$¢ moze by¢ roztozona na pewng ustalong ilos¢ wielkosci. Z dru-
giej strony, kazdy taki ustalony rozktad mozemy dalej rozbija¢ wprowadzajac
kolejne elementy i nie widaé¢ konca tego procesu. Rzeczywiscie, twierdzenie
Sierpinskiego ukazuje, ze rozbicie continuum na skonczona a nawet nieskon-
czong przeliczalng liczb¢ podcontinuéw roztagcznych nie jest mozliwe. Aby
wypelnienie catego continuum dato si¢ zrealizowacé trzeba wprowadzi¢ ,,dodat-
kowa” nieskonczono$¢ - nieprzeliczalnos$¢ (continuum jest suma nieprzeliczal-
nej liczby roztacznych podcontinuéw np. punktow). Pozostajac wigc w ramach
skonczonych operacji (czy nawet nieskonczonych przeliczalnych) natrafiamy na
zasadniczg trudno$¢ przy probie rozwigzania tego paradoksu. Bez wprowadze-
nia jednak kolejnych nieskonczonosci rowniez konstrukcje continuéw nieroz-
ktadalnych nie maja wigkszego sensu (np. wyrzucanie w nieskonczonej ilosci
krokéw kolejnych elementow ustalonego zbioru - co ma miejsce w przypadku
konstrukcji Brouwera - musialoby doprowadzi¢ do jego catkowitej likwidacji).
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Ad 5. Paradoks stwierdza, ze istniejg takie przypadki, kiedy poszczegolne
elementy majg inne cechy niz utworzona z nich cato$¢. | nie pomaga zadne kon-
ceptualne sumowanie tychze elementdow — catos¢ w rzeczywisto$ci zawsze okaze
si¢ bogatsza od sumy czesci sktadowych. W procesie ,,przechodzenia” ma miej-
sce przejscie zjednego stanu w inny, zjednej jakosci w druga — jednak mimo, iz
istnieje tylko skonczona ilo$¢ etapoéw przej$cia (czyli proces ma charakter dys-
kretny) nie mozna wskaza¢ miejsca, w ktorym ta zmiana jako$ci ma miejsce
(przejscie to charakteryzuje si¢ wigc ciggloscia). Jest to zdawatoby si¢ niedopusz-
czalne polaczenie cigglosci i dyskretnosci.

Juz sama definicja zwartosci przestrzeni topologicznej ukazatajako cat-
kiem naturalne, to ukazane przez paradoks megarejski, polaczenie ciaglosci
i dyskretno$ci. Przeciez przestrzen topologiczna jest zwarta (czyli posiada t¢
wlasno$¢, ktora odpowiada intuicyjnie rozumianej cigglosci), gdy z dowolnego
pokrycia mozemy wybra¢ podpokrycie skonczone. Pojecie continuum topolo-
gicznego (ktérego czescig sktadowajest zwartos¢) kontynuuje ten zwigzek cig-
glosci i dyskretnosci. Przykltadowo, mimo iz continuum nierozkladalne posiada
nieprzeliczalnie wiele kompozant, to warunkiem wystarczajagcym nierozktadal-
nosci continuum jest istnienie dwoch roztacznych kompozant.

2. Nowe kryterium prawdy a niektére wspolczesne koncepcje
filozoficzne

2.1 Abdukcja wedlug C. S. Peirce’a

W okresie, gdy w matematyce tworzona jest nowa wizja nauki uniwer-
salnej, amerykanski filozofCharles S. Peirce oglasza prace, w ktoérych ma miejsce
sformulowanie gltownych idei pragmatyzmu. Zastanawiajace jest podobienstwo
opracowanej przez niego koncepcji prawdy z ta, ktéra wylania si¢ z zalozen no-
wej nauki uniwersalne;j.

W pragmatyzmie Peirce’a ma miejsce oparcie teorii prawdy na teorii
znaczenia. Prawda wystepuje u Peirce’a w kilku znaczeniach:

1. Prawda transcendentalna — nalezy do rzeczy jako do rzeczy.
2. Prawda ztozona — prawda zdan:
a) prawda etyczna polegajaca na zgodnosci zdania z przekonaniem mo-
wiacego
b) prawda logiczna begdaca zgodnoS$cia zdania z rzeczywistoscia; w tym
sensie zdanie jest falszywe, jesli doswiadczenie je obala, a prawdziwe,
jesli doswiadczenie go nie obala, czyli kazde nie sfalsyfikowane zdanie
jest prawdziwe. Przyktadami zdan prawdziwych sa zdania czystej ma-
tematyki, gdyz nie sposodb sobie wyobrazi¢ ich obalenia. Natomiast
hipotezy metafizyki czy nauk szczegdélowych posiadajg tylko pewien
stopien prawdopodobienstwa, lecz nie przystuguje im prawda w sensie
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prawdy logicznej, gdyz nie mozna zatozy¢, ze zadne przyszie doswiad-

czenie nie obali ich.

Dla Peirce’a znaczenie jest odniesieniem znakow do rzeczy oznaczanej,
dlatego, aby zdanie bylo prawdziwe w sensie logicznym musi by¢ pozbawione
znaczenia. Takimi zdaniami bez znaczenia sa wlasnie zdania czystej matematyki.

Jesli chodzi o prawde obiektywng (transcendentalng), to polega ona na
zgodnosci z czyms$ niezaleznym od myslenia i przekonania. Jest ona idealnym
celem kazdego badania naukowego. | w tym sensie Prawda jest jednym odnie-
sieniem kazdego zdania, jest Uniwersum wszystkich odniesien zdan prawdzi-
wych; lub inaczej, jest idealng granica ku ktérej daza badania naukowe.

Autentyczne watpienie nie jest kartezjanskim watpieniem we wszystko,
lecz watpieniem, ktore zna powdd do watpienia — nie istnieje bezzatozeniowy
schemat badawczy. Jednak zgodnie z duchem nauki cztowiek powinien by¢
gotowy porzuci¢ swoje prze§wiadczenia, jesli do§wiadczenie si¢ im sprzeciwia
- lecz dopiero wtedy, a nie rozpoczyna¢ od powszechnego watpienia.

W mysleniu filozoficznym (pragmatyzmie), chodzi o rozjasnienie idei
oraz faktéw i jest to zadanie metodologiczno-logiczne. To raczej prawda (np.
hipotez) rozjasnia fakty niz one sg drogg do prawdy - nie wazne jest w koncu
w jaki sposob prawde danego zdania otrzymalismy, wazne sa zmystowo
uchwytne skutki tego zdania, one daja nam wglad w rzeczywistos¢.

Peirce dzieli logike na trzy czesci:

1. Gramatyka spekulatywna — zajmuje si¢ formalnymi warunkami sensow-
nosci znakow. Relacja znaczenia (funkcja semiotyczna) jest dla Peirce’a
relacja troéjcztonowa: migdzy reprezentamenem (znak zastgpujacy przed-
miot), przedmiotem oraz interpretantem (znak ztozony wywotany w czto-
wieku przez reprezentamen).

2. Logika praktyczna — zajmuje si¢ formalnymi warunkami prawdziwoSci
symboli, a doktadniej rozumowaniem dedukcyjnym, indukcyjnym i abduk-
cyjnym. O ile indukcja ma charakter rozumowania statystycznego i zaklada,
ze to, co jest prawdziwe dla pewnej liczby elementéw danej klasy, jest
prawdziwe dla catej tej klasy, o tyle abdukcja jest przewidywaniem - na
podstawie faktow formutuje hipoteze i dedukuje, co powinno zachodzié, je-
$li hipoteza jest prawdziwa.

3. Retoryka spekulatywna — zajmuje si¢ warunkami odniesienia znakoéw do
interpretantow.

Wszelkie idee ogolne sg nazywane przez Peirce’a pojeciami intelektu-
alnymi. Maja one szczegdlne znaczenie, gdyz pragmatyzm (wedlug Peirce’a)
jest ustalaniem znaczenia pojg¢cia intelektualnego, poprzez badanie praktycz-
nych nastepstw, ktére moga przypuszczalnie wynika¢ z koniecznos$cia z prawdy
tego pojecia. Znaczenie tego pojecia bedzie w konsekwencji suma wszystkich
tych nastgpstw (przez nastgpstwo nalezy rozumie¢ relacj¢ miedzy nastgpnikiem
a poprzednikiem, a nie sam nastgpnik) — znaczenie poj¢cia intelektualnego wy-
raza si¢ wigc w terminach zdan warunkowych. Jesli chodzi o badanie praktycz-
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nych nastepstw, to nie musi by¢ ono dzialaniem, moga to by¢ jedynie ekspery-

menty mys$lowe. Niemozliwe jest jednak, aby w naszych umystach istniata ja-

kakolwiek idea, ktora by si¢ nie odnosita do czego$, co nie da si¢ pomysle¢ jako
odczuwalne skutki rzeczy. Jesli co$§ jest prawdziwe, to musi by¢ skuteczne

(prawda ukazuje fakty, rozjasniaje).

Peirce wyrdznia trzy rodzaje idei:

1. Idea danej zmystowej — jest rozpatrywana sama w sobie bez jakiegokolwiek
odniesienia. Jest to idea ,,pierwszo$ci’’.

2. Idea dzialania — opiera si¢ na zwiazku miedzy przedmiotem dziatajacym
i tym, na ktory si¢ dziata. Jest to idea ,,drugosci”.

3. Idea relacji znakowej - znaku, ktéry oznacza, ze pewna wilasnos¢ nalezy do
danej klasy przedmiotéw. Jest to idea ,,trzecio$ci”.

Peirce ujmuje swiat w ramach trzech kategorii ontologicznych:

1. Przypadek. Kategori¢ ontologiczna ujmujaca poje¢cie przypadku nazywa
Peirce tychizmem. Podsta\yowq zasadg tychizmu jest to, iz przypadek jest
zawsze obecny w §wiecie. Swiat jest cigglym i twérczym procesem - prze-
chodzi od idealnej granicy golej mozliwosci do idealnej granicy zupelnego
urzeczywistnienia si¢ mozliwosci. Na poczatku jest absolutny przypadek,
a $wiat zmierza ku coraz pelniejszej racjonalnosci.

2. Cel, ktory jest przycigganiem (mito$¢ w ujeciu Empedoklesa). Pojawia si¢
druga kategoria ontologiczna - agapizm. Jedynym prawem umozliwiaja-
cym odpowiedz na przyciaganie i osiggnigcie absolutnego celu jest mitos¢.

3. Ciaglos¢ (synechizm) - wszystko, co istnieje, jest ciagte. Dzigki kategorii
synechizmu nastepuje likwidacja dualizmu materii i mys$li — materia jest to
zuzyta mys$l (mys$l skr¢gpowana nawykami), a zakorzenione nawyki (ten-
dencje) staja si¢ prawami fizycznymi. To wlasnie nawyki, ktére sg po-
wszechne w kazdym obszarze $wiata, sprawiaja, ze tworzone sa regularno-
$ci i prawa, Ze chaos zamienia si¢ w porzadek, a przypadek w racjonalnos¢.

Najwazniejszym osiagni¢ciem Peirce’a jest jego analiza znaczenia i re-
gula rozjasniania poj¢¢. Kazda idea czego$ jest idea zmystowo uchwytnych
skutkow tego czego$. W celu rozjasnienia poj¢¢ intelektualnych nalezy podjaé
si¢ krytycznej racjonalistycznej interpretacji rzeczywistosci — jest to mozliwe
wylacznie w terminach wyobrazalnego doswiadczenia ludzkiego. Mamy do
czynienia jedynie z rzeczywistoscia — z tym, co aktualnie rzeczywiste (co
wzbudza aktualne doswiadczenie) i z tym, co potencjalnie rzeczywiste (co
wzbudza mozliwe doswiadczenie). W ten sposob pragmatyzm (pragmatycyzm)
Peirce’ajest synteza idealizmu i realizmu.

Kluczowym narzgdziem dotarcia do rzeczywistosci jest odkryta przez
Peirce’a abdukcja. Jest zasadniczym narzedziem badan logicznych. Jesli
w oparciu o pewne fakty Ab A...An formutujemy pewna hipotez¢ H, to zakta-
damy jej prawdziwos$¢. Nic nie pomoze w ulepszeniu hipotezy gromadzenie
kolejnych faktoéw, jesli nie uzyskamy rozjasnienia, pelniejszego zrozumienia
faktow juz zaobserwowanych. Dzigki zalozeniu prawdziwosci hipotezy uzy-
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skujemy petniejszy dostep do rzeczywistosci. Abdukcja jest drogg prowadzaca
od prawdy do rzeczywistosci. Jest wiec odwroceniem metod indukeji i dedukeji
zarazem.

Jakie jest znaczenie ,,abdukcji” w procesie rozwigzywania probleméw
oraz przy konstruowaniu jednolitego modelu naukowego odkrycia? Czy abdukcja
jest zgodna z nowym schematem nauki uniwersalnej? Samo pojecie abdukeji,
wprowadzone przez Charlesa Sandersa Peirce’a, jest pojeciem wieloznacznym:
tworczos$¢, wybor, najlepsze wyjasnienia, przedstawienie. Sam proces odkrycia
ma kilka rodzajow - mozemy wyr6ézni¢ nastgpujace metody odkrywania: 1. kie-
rowana przez dane zmystowe (data-driven), 2. wyjasnienie (abdukcj¢) Iub
3. spojnos¢ (chodzi o przezwycigzenie sprzecznosci). Te metody moga wystepo-
wac tacznie np. hipoteza formutowana w celu przezwyci¢zenia sprzecznosci mo-
ze by¢ opracowana przy pomocy abdukcji. Kiedy pojawia si¢ anomalia czy
sprzecznos$¢, to niesprzeczno$¢ moze byé przywrocona przez odrzucenie czy
zmodyfikowanie zatozen, ktore przyczynily si¢ do wyprowadzenia sprzecznosci -
wigc otrzymanie sprzecznosci ma swoj wklad w badaniach nad alternatywna
i prawdopodobnie nowa hipoteza.

Jakakolwiek logika abdukcyjnego rozumowania musi by¢ wymyslona
z uwzglednieniem pewnego ewolucyjnego procesu rzeczywistosci. Wielu auto-
row rozwaza z roznych punktoéw widzenia dualno$¢ w pojmowaniu logiki i ma-
tematyki, ktora moze by¢ w skrocie ukazana jako dualno$¢ jezyka i rachunku
algebraicznego. Frege, Quine naleza do obozu, ktory podkresla wage uniwer-
salnosci jezyka, natomiast Peirce, Hilbert, Grassmann czy Schroder do tradycji
ukazujacej uniwersalno$¢ podej$cia aksjomatyczno-algebraicznego. Na przy-
ktad u Hilberta, przyjmujac dane aksjomaty nie musimy zna¢ tresci i znaczenia
poje¢¢ w nich uzytych. Dopiero konsekwencje tych aksjomatow (wyprowadzanie
tych konsekwencji wigze si¢ z uznaniem ich za prawdziwe) wyjasniaja sens
tych pojec.

Wedlug Kanta metoda argumentacji rozwiazujaca problem relacji mig-
dzy pojeciami a swiatem ma podwdjna strukture: analityczng (wyjasnianie idzie
od tego, co warunkowane do warunkéw - kierunek regresywny) oraz synte-
tyczng (wyjasnianie idzie od warunkow do tego, co warunkowane — kierunek
progresywny). Istnieje $ciste podobienstwo do wnioskowania abdukcyjnego,
ktére ma rowniez podwdjng strukturge. Kant odkrywa idac w kierunku regre-
sywnym, poprzez analiz¢ poje¢cia przestrzeni, ktore posiada, ze przestrzen nie
jest pojeciem i nie moze by¢ przedstawiona przy pomocy pojecia. Analityczne
rozumowanie Kanta doprowadza wig¢c do odkrycia, ze przestrzen jest jakoscia
niepoje¢ciowalng, a pojgcie przestrzeni nie jest identyczne z sama przestrzenia.
Rozumowanie abdukcyjne ma podwdjnag strukture: formalng i temporalna.
Dzigki rozumowaniu formalnemu odkrywamy, co jest zawarte w przestankach,
natomiast element ,,odkrycia” (temporalny) wskazuje, co musi by¢ zatozone
uprzednio przed przestankami, aby te przestanki mogly by¢ odnalezione jako
przestanki w argumencie, w ktorym znany jest nam jedynie wniosek. Wedlug
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Peirce’a kazde nowe pojecie ma poczatek w percepcji, a wigc czasoprzestrzen-
nos¢ jest heurystycznym horyzontem wnioskowan abdukcyjnych. Podobnie jest
u Kanta w przypadku analizy relacji migedzy pojeciem i forma intuicji (prze-
strzen okazuje si¢ forma intuicji). Abdukcja Peirce’a i forma regresywno-
progresywna rozumowania u Kanta maja wigc analogicznag strukture.

Rola abdukcji w procesie stawiania hipotez i rozwigzywania matema-
tycznych problemow jest istotna. Abdukcja odstania obszar przejscia migdzy
stawianiem hipotez a dowodzeniem. Mozna rowniez na metode proofs and re-

futations Lakatosa spojrze¢ poprzez schemat rozumowania abdukcyjnego - ten
schemat rzadzi wigkszoscig zjawisk opisywanych przez Lakatosa.

Chyba jedng z najbardziej kluczowych idei w historii metod heury-
stycznych jest metoda syntezy i analizy w greckiej geometrii. W tej metodzie
rozumowanie biegnie do tylu od twierdzenia do aksjomatéw, z ktérych ono
dedukcyjnie wynika. Analizujac pewien problem natomiast zaklada si¢, ze za-
chodza pozadane wtasnosci i pdzniej rozumowanie znowu biegnie do tytu, aby
znalez¢ mozliwe konstrukcje, z ktorych te wlasnosci wynikaja. Abdukcja Peir-
ce’a jako droga wnioskowania o przyczynach ze skutku wydaje si¢ by¢ ogodl-
nym schematem takich wlasnie metod badawczych.

2.2 Wittgenstein

Zauwazmy, ze sposob rozumowania Wittgensteina, przynajmniej w nie-
ktorych fragmentach jego prac, jest zgodny ze schematem nowej nauki uniwersal-
nej. Rozpatrzmy dwie tezy L. Wittgensteina z pracy O pewnoscil.

Teza 216 stwierdza: ,,Zdanie ‘To jest napisane’ . Prawdziwos$¢ zdania
z tezy 216 zalezy od sposobu uzycia (kiedy je zapisuje, jest prawdziwe, kiedy
natomiast je wypowiadam, jest fatszywe). Podanie takiego sformutowania jako
tezy majacej wartos¢ epistemologiczng (a chyba o to chodzi Wittgensteinowi)
jest wyjsciem poza metode kartezjanska jak rowniez leibnizjanska. W tych
nowozytnych metodacti poznawczych powyzsze stwierdzenie nie ma sensu.
Przeciez sens tej wypowiedzi okreslony jest przez wszystkie mozliwe jej uzycia
— zbidr tych wszystkich mozliwych uzy¢ nalezy traktowac jako jej sens. Tego
typu metoda oparta na nieskonczonym procesie definicyjnym jest niedopusz-
czalna dla idealu nowozytnego. Tylko na poczatku, przy docieraniu do absolu-
tow poznawczych, ma miejsce nieskonczony proces (graniczny), a wszelkie
konstrukcje i definicje musza mie¢ finitystyczny charakter.

Analogicznie jest z wypowiedzia: ,,Ja zawsze ktami¢” (pewna modyfi-
kacja paradoksu klamcy). Nie nalezy rozpatrywac tego zdania samego w sobie,
lecz w odniesieniu do zbioru wszystkich mozliwych jego realizacji. Zanim po-
stawi si¢ pytanie czy ta wypowiedz jest prawdziwa, czy falszywa, trzeba
najpierw zapyta¢ si¢, czy mozliwe jest zawsze klamac tzn., czy istnieje jaka-
kolwiek realizacja tej wypowiedzi.
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Spojrzmy teraz na tezg 221: ,,Czy moge watpi¢ w to. w co chce wat-
pi¢?". Analizujac ja mozemy zauwazy¢, ze stwierdzenie ,,mog¢ watpic” jest
umieszczeniem watpienia w obszarze mozliwosci, dotyczy wigc obszaru praw-
da-falsz; natomiast zwrot ,,chce watpi¢” nie miesci si¢ w tym obszarze, ponie-
waz wola nie podlega ocenom typu ,,prawdziwe-nieprawdziwe”. Jest to jednak
spojrzenie z punktu widzenia mentalnosci wynikajacej z nowozytnego ideatu
racjonalnosci. Czy mozna wiec w jakikolwiek sposob zakwestionowac akty
woli? A doktadniej akt woli, ktorej przedmiotem jest samo watpienie? Nie cho-
dzi tu o zwykte ,,spigtrzenie” aktow woli — wejscie na wyzszy poziom ,,meta”,
lecz o poddanie tych aktow kryterium prawdziwosci. W pytaniu tym zawarta
jest sugestia, ze pewne obszary rzeczywistos$ci sg niepodwazalne np. aktu woli,
ktérego przedmiotem jest watpienie, nie mozna zmieni¢ ani obiektywna decyzja
z zewnatrz, ani indywidualnym, subiektywnym aktem; bo jak méwi Wittgen-
stein w tezie 235 ,to, co jest dla mnie ustalone, nie ma swych podstaw w mojej
glupocie czy tatwowiernosci (to znaczy, ze na prawde nie ma wpltywu ani moj
rozum, ani wola)”. Jesli pewna prawda zostala ustalona (jakim$ poznawczym
aktem), to nie istnieja zadne wladze mogace jg zakwestionowaé — ani rozum,
ani wola. W dalszym ciagu mogg¢ jedynie wykorzysta¢ t¢ prawde do rozjasnia-
nia kolejnych obszarow rzeczywistosci. Nie moge wigc rozciagnaé watpienia na
calg rzeczywistos$¢, jak chciat Kartezjusz? Jesli watpienie skoncentrowato si¢ na
pewnym obiekcie, to ten obiekt jest w pewnym sensie ,,chroniony” przez to
wladnie watpienie i w nim chroni si¢ prawda — nie jest mozliwa calkowita nega-
cja dotyczaca ukladu ,,watpigcy-obiekt watpienia”.

2.3 Koncepcja prawdy Heideggera

Zastanawiajaca jest zbiezno$¢ teoriopoznawczego novum matematyki
XIX wieku z koncepcjg prawdy Heideggera. Wedlug lego filozofa ,,nie sposob
si¢ obej$¢ bez rozjasniania sposobu bycia samego poznawania. Konieczna do
tego analiza musi podja¢ probe uchwycenia rownoczesnie fenomenu prawdy,
ktory charakteryzuje poznanie2. Prawda wypowiedzi nie moze by¢ dana bez
rownoczesnego wyjasnienia samego poznawania, ktore z kolei ,jest byciem ku
samej bytujacej rzeczy (...). Domniemany byt sam pokazuje si¢ tak, jak on
w sobie samym jest, tzn. ze w swej tozsamosci jest on tak, jak bytujac zostaje
on w wypowiedzi ukazany, odkryty. To nie przedstawienia sg poréwnywalne —
ani migedzy sobg, ani w odniesieniu do realnej rzeczy. Nie chodzi o wykazanie
zgodnos$ci poznawania i przedmiotu lub wrecz czego$ psychicznego z czym$
fizycznym, ale takze nie o wykazanie zgodnos$ci pomigdzy tre§ciami swiadomo-
$ci. Wykazane ma by¢ wylacznie bycie-odkrytym samego bytu, on sam w ,jak”
swej odkrytosci (...) To, ze wypowiedz jest prawdziwa, znaczy: odkrywa ona
byt sam w sobie”3. | dalej: ,,To nie wypowiedzjest zasadniczym ,,miejscem” praw-
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dy, lecz na odwrét: wypowiedz jako modus przyswajania sobie odkrytosci ijako
sposéb bycia w Swiecie opiera si¢ na odkrywaniu badz otwartosci jestestwa'4.

Uwzgledniajac specyficzne znaczenia takich stow jak: bycie, jestestwo,
odkrytos¢, rozumienie mozemy zauwazyC, ze analizowany wczesniej proces
graniczny, to ukazanie bytu w jego odkrytosci — prawdziwos¢ wypowiedzi wy-
nika z wlasno$ci odkrywanego w procesie granicznym obiektu. Stad, miejscem
prawdy jest pojawiajacy si¢ w procesie infinitystycznej konstrukcji obiekt, a nie
wcezesniejsze stwierdzenia. Te stwierdzenia uzyskuja status prawdziwosci do-
piero po przeprowadzeniu danej konstrukcji. W nowym modelu naukowosci,
ten obszar teorii poznania zostal zagarnigty przez nauki szczegotowe (matema-
tyke). Jednak pozostal obszar ,,tajemnicy” nie mieszczacy si¢ w paradygmacie
nauk szczegotowych. Jak pisze Heidegger ,,samo w sobie jest zupelie niepoje-
te, dlaczego byt ma by¢ odkrywany, dlaczego musi by¢ prawda i jestestwo™s.
Ten obszar badan to, jak sadze¢, miejsce dla autentycznej filozofii. Miejscem
konstrukcji, rowniez tych ,,hipotetycznych i idealnych” sa struktury nauk szcze-
gotowych. Zadanie filozofii, to zwrécenie si¢ w kierunku bytu (ktéry jest, mig-
dzy innymi, okres§lany przez prawde¢ zawarta w konstrukcjach nauk szczegoto-
wych); w przypadku Heideggera to zadanie polega na wyodrgbnieniu sensu
bycia-prawdy i oddanie ,,pierwotnego catoksztattu bycia faktycznego jeste-
stwa”6. Sato oczywiscie wnioski, ktore wyptywaja z przedstawionego przetomu
w matematyce XIX wieku.

2.4 Lakatos

Lakatos wystepowal przeciwko patrzeniu na matematyke z dualistycz-
nego punktu widzenia: albo sceptycyzm podwazajacy jej rezultaty, albo do-
gmatyzm moéwigcy o niezmiennosci i absolutnej nieomylnosci jej twierdzen.
Jesli przyjmiemy, ze prawda splywa do twierdzen matematyki ze szczytu ak-
sjomatow przy pomocy dedukcji, to rownie dobrze mozemy przyjac, ze ,,fatsz”
nowych pomystow plynie w gor¢ w kierunku ,,ustalonych” twierdzen (przy
pomocy swoistej indukcji), zmieniajac ich znaczenie i warto$¢. Nalezy odrzuci¢
dualizm: sceptycyzm-dogmatyzm, a przyja¢ koncepcj¢ rozwoju teorii matema-
tycznych polegajacej na ciaggtym przyjmowaniu nowych tresci i znaczen. Stare
wyniki nie ulegajg odrzuceniu, lecz ubogacajg si¢ 0 nowe aspekty i sensy7.

Dziatanie, w pewnych istotnych momentach rozwoju matematyki, me-
tody dowodow i kontrprzykladoéw (na fakt ten zwrdcit uwage wtasnie Lakatos)
ukazuje, ze sens twierdzen i znaczenia poje¢ sg generowane przez dowody
i kontrprzyktady - ich wzajemny zwiazek sprawia, ze rodzi si¢ nowe pojgcie.
Sens tego pojeciajest jakby nadbudowany nad dowodem i kontrprzykladem do
tego dowodu i godzi we wczesniej wystepujaca sprzeczno$¢. To dzieki tym
nowym pojeciom, ktore obejmujg sobg kolejne obszary rzeczywistosci, rozwaj
matematyki charakteryzuje si¢ ciggloscia i racjonalnoscia. Przy patrzeniu na
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koncepcje Lakatosa z punktu widzenia dualizmu platonskiego, wydaje si¢ ona
trywialna i mato interesujaca: przeciez kazdy wie, ze nowe twierdzenia i pojgcia
rodza si¢ w procesie Scierania si¢ ze sobg rozumowan potwierdzajacych dang
hipotez¢ a kontrprzyktadami probujacymi ja obali¢. Jednak pojecia generowane
w trakcie rozwoju matematyki nie sg wynikiem ,,walki” migdzy pierwotna hi-
poteza i jej dowodem a kontrprzyktadami (mimo, ze czasami wypowiedzi La-
katosa zdaja si¢ takg ewentualno$¢ sugerowac), lecz efektem ,,budowania no-
wych znaczen, sensd6w” pochodzacych od dowodow i kontrprzyktadéw. Jest to
catkowicie zgodne z nowa wizja nauki uniwersalne;.

W koncepcji Lakatosa ponadto trzeba ciggle odwolywaé si¢ do tego
momentu, w ktorym rodzace si¢ pojecie polaczylo w jedng matematycznag
struktur¢ dowod i kontrprzyktad do niego. | dlatego nabieraja tutaj szczegdlne-
go znaczenia badania historyczne pozwalajace przenosi¢ ten podstawowy sens
poj¢¢ przez caty pdzniejszy rozwoj .

3. Analiza niestandardowa A. Robinsona

Wydaje sie¢, ze konstrukcja Dedekinda czy Cantora liczb rzeczywistych
dostarcza wystarczajacej ilosci liczb do mierzenia wszystkich geometrycznych
wielko$ci. Prosta rzeczywista charakteryzuje si¢ ciaglo$cia i zupetnoscia i nie
ma miejsca na dodatkowe liczby. Jednak juz starozytni rozwazali katy tukowe
tzn. katy miedzy tukami np. kat migdzy prostg styczng do okregu a tym okre-
giem nie daje si¢ wyrazi¢ przy pomocy liczb rzeczywistych. Wida¢ wyraznie,
ze wielkos¢ tych katow zalezy od $rednicy okregu, jednak w obu przypadkach
ten katy sg mniejsze od dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej. Znaczyloby to,
ze niezaleznie od ,rzeczywistej” roznicy w wartosciach tych katoéw, jedyna
liczba rzeczywista jaka moze by¢ im przypisana, to zero. Skad wzig¢ te dodat-
kowe brakujace liczby ,,nieskonczenie mate”, gdzie znajduja si¢ one na osi licz-
bowej, skoro jest ona juz catkowicie zapelniona. Bez odejscia od, wypracowa-
nej juz w oparciu o istniejace teorie matematyczne intuicji zwigzanych z osia
liczbowa i jej zupelnoscia, wydaje si¢ to niemozliwe. Dopiero nowa idea nauki
uniwersalnej, podejmujaca si¢ budowy nowych intuicji w oparciu o nowe na-
rzedzia i metody logiczne oraz konstrukcje, data impuls do rozwigzania tego
problemu. Stato si¢ to w wypracowanej przez Abrahama Robinsona analizie
niestandardowej, ktéra wprowadzita wielkosci nieskonczenie male (oraz nie-
skonczenie duze) jako pelnoprawne liczby. Przyjrzyjmy si¢ w zarysie w jaki
sposob si¢ to odbywa.

Pojecie granicy jest podstawowym pojeciem analizy matematycznej.
Inne pojecia, w znacznej mierze, sg oparte na tym witasnie pojeciu. Tak jest
z pojeciem ciagglosci, caltki, pochodnej, sumy szeregu itd. Jednak klasycznie
uznawana definicja granicy jest mato intuicyjna, mimo, ze do$¢ prosta w swojej
formie: liczba g jest granica ciagu liczb a,, jesli, dla kazdego £ > 0, istnieje
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liczba N o tej wlasnosci, ze |an — gl<£, dla kazdego n>N. Odwotywanie si¢ przy
definiowaniu poj¢¢ czy dowodzeniu twierdzen, do tak rozumianego pojgcia
granicy jest standardem, uchylanie si¢ od ktérego jest najczegsciej uznawane za
blad, a w najlepszym razie za brak Scistosci.

Znacznie bardziej zgodna z intuicjgjest inna (,,niescista") definicja mo-
wiaca, ze liczba g jest granica ciggu liczb a,,, jesli, dla liczb n bliskich nieskon-
czonosci. liczba g, jest nieskonczenie blisko liczby g Ta definicja nawigzuje
do idei Leibniza.

Mimo realizacji programu Leibniza znaczng przewage w XVIII i XIX
wieku miat kartezjanski program matematyzacji. Dopiero w XX wieku wraz
z powstaniem analizy niestandardowej przywrocono do task ide Leibniza.
Abraham Robinson, twoérca tej nowej teorii9, wychodzi od zasadniczej sprzecz-
nosci migdzy tym, co intuicyjnie oczywiste i niesciste, a tym, co Sciste, jednak
pozbawione intuicyjnej oczywistosci. Czy mozemy t¢ sprzeczno$é pogodzic?

Jak widzieliSmy wcze$niej, Leibniz probowal usunaé te¢ sprzecznosé
przez odwotlanie si¢ do metody wyczerpywania Archimedesa oraz przez oparcie
si¢ na zasadzie ciaglosci. Robinson proponuje inne wyjscie z tej sprzecznosci.
Ma nim by¢ wykorzystanie logiki w rachunku nieskonczenie matych. Jest to
nawiazanie do powstatej] w XIX wieku idei nauki uniwersalne;j.

Dla zbioru liczb rzeczywistych R wprowadzamy formalny jezyk L,
w ramach ktérego bedzie mozna wyrazi¢ wszystkie zdania dotyczace R. Jezyk
ten musi by¢ wigc bardzo bogaty; ma zawiera¢ symbole wszystkich liczb rze-
czywistych, wszystkich relacji n-argumentowych na liczbach rzeczywistych,
wszystkich podzbiorow R, relacji migdzy tymi podzbiorami itd. Oprécz tego L
musi zawiera¢ spdjniki logiczne oraz kwantyfikatory.

Niech K oznacza zbior wszystkich prawdziwych zdan o R, wypowie-
dzianych w jezyku L. Na podstawie standardowego twierdzenia logiki istnieje
rozszerzenie wlasciwe R* zbioru R, ktére jest modelem K, co oznacza, zZe
wszystKkie zdania ze zbioru K sa réwniez prawdziwe w odniesieniu do R*
oczywiscie przy odpowiedniej (dopuszczalnej) interpretacji. Na przyklad, jesli S
jest pewnym podzbiorem R, to istnieje podzbior dopuszczalny §* w zbiorze R*,
przy czym 51 5 sgoznaczone przez ten sam symbol z jezyka Z Oczywiscie
zbiér R*\ R jest niepusty. Robinson zbiér R* nazywa niestandardowym mode-
lem analizy a liczby z tego zbioru nazywa liczbami rzeczywistymi, przy czym
liczby ze zbioru R noszg nazwe standardowych liczb rzeczywistychl".

W przypadku zbioru liczb rzeczywistych prawdziwa jest nastgpujaca
wlasnos¢ (zwana aksjomatem Archimedesa):

Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x iy, istnieje liczba
naturalna n>0 taka, ze y<nx.
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Okazuje si¢, ze w przypadku R* ta wlasno$¢ nie zachodzi tzn. istnieja

takie liczby x>0 i y>0, ze x < —, dla dowolnej standardowej liczby naturalne;j
n

n (jesli natomiast n przebiega wszystkie liczby naturalne ----- rowniez nieskon-
czone — to aksjomat Archimedesa jest prawdziwy). Stad wynika, Ze x jest liczba
mniejsza od dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej, czyli jest liczba nieskoncze-
nie malg. Analogicznie, y jest liczba wigksza od dowolnej liczby rzeczywistej,
czyli jest to liczba nieskonczenie duza. Ponadto, prawdziwe jest twierdzenie, ze
dla kazdej liczby rzeczywistej a* z R* istnieje standardowa liczba rzeczywista
a taka, ze a *- ajest liczbg nieskonczenie mala.

W naturalny sposob tlumacza si¢ w nowym modelu liczb rzeczywistych
podstawowe definicje analizy. Jako przyklad niech postuzy pojecie granicy
ciggu.

Jesli s, jest ciagiem liczb rzeczywistych w R, to przechodzac do modelu
R* otrzymamy rozszerzenie wskaznikow ciggu s, o nieskonczone liczby natu-
ralne. Okazuje si¢, ze ciag s, jest zbiezny w klasycznym sensie do liczby s wte-
dy i tylko wtedy, gdy liczba s, jest nieskonczenie bliska liczby s, dla kazdej
nieskonczonej liczby naturalnej n* W podobny sposob tlumacza si¢ pojecia
ciaglodci, pochodnej czy calki.

Z aksjomatem Archimedesa bardzo S$cisle zwiazane sg pewne istotne
wlasnosci prostej rzeczywistej (ich prawdziwos$¢ zalezna jest od przyjecia tego
aksjomatu). Zwré6¢my uwage na cztery z nich:

1. Dowolny podzbidr prostej rzeczywistej jest zwarty wtedy i tylko

wtedy, gdy jest domknigty i ograniczony.

2. Kazdy ograniczony z gory (z dotu) podzbiér prostej rzeczywistej

ma kres gorny (dolny) —jest to tzw. ciaglos¢ liczb rzeczywistych.

3. Jedynymi podzbiorami spojnymi na prostej sg odcinki (i oczywiscie

cala prosta).

4. Kazdy zbidr otwarty niepusty na prostej zawiera nie wigcej niz

przeliczalng ilo$¢ odcinkow otwartych parami rozlacznych.

Z powodu ,,czgsciowego” nieobowigzywania aksjomatu Archimedesa,
struktura prostej rzeczywistej rozpatrywana w ramach analizy niestandardowej
musi oby¢ si¢ bez tych wlasnosci. Na ten fakt mozna jednak spojrze¢ rowniez
z innej strony. Z powodu falszywosci powyzszych twierdzen, analiza niestan-
dardowa bada wigksza ilos¢ bytow i wlasnos$ci niz analiza standardowa. Migdzy
innymi okazuje si¢, ze uzupelnienie liczb wymiernych o liczby niewymierne nie
powoduje usunigcia ,,luk na prostej rzeczywistej oraz istnieja zbiory spdjne na
prostej, nie bedace odcinkami. Moze to mie¢ donioste znaczenie filozoficzne —
— brak jakiego$ rodzaju bytow moze wynika¢ z niedostatecznych narzedzi
logicznych. Nalezy wigc uprzednio rozszerzy¢ aparat logiczny ,,ponad miarg",
nie przejmujac si¢ ,,brzytwa Okhama” a otrzymamy pozadane wlasnosci.



228 Wiestaw Wojcik

Chciatbym podaé¢ prosta analogi¢ zwigzang z systemem pozycyjnym.
W rzymskim uktadzie liczbowym wprowadzano nowe liczby w razie potrzeby;
nie istnialy symbole dla dowolnie duzych liczb. Z powodu nieskonczonej ilosci
liczb wydaje si¢ niemozliwe podanie symboli ich wszystkich — uktad pozycyjny
rozwiazuje ten problem w znany sposéb. Zauwazmy, ze w matematyce (kla-
sycznej) nadal obowigzuje przy uzywaniu symboli rzymski schemat, tzn.
wprowadzamy nowe symbole w razie potrzeby, natomiast teoria Robinsona
wprowadza bogaty jezyk symboli, mozna powiedzie¢, ze mnozy byty bez po-
trzeby.

Mozna podac jeszcze jedna konsekwencje¢ filozoficzng teorii Robinsona.
Leibniz, wprowadzajac liczby nieskonczenie male, nie przypisywat im realnosci
jak zwyktym liczbom, lecz traktuje je jako byty fikcyjne, wyimaginowane. Do-
piero dzigki ogdlnej (filozoficznej) zasadzie ciaglosci te idealne liczby zostaty
wyposazone w te same prawa, jakie przystugiwaly zwyklym liczbom. Okazuje
si¢, ze aparat logiczny moze w pewnych przypadkach zastapi¢ potrzebe postu-
giwania si¢ og6lnymi zasadami pierwotnymi. Analiza niestandardowa jest wigc
realizacjg idei nauki uniwersalnej opierajacej budowe teorii matematycznych na
analizach logicznych. Jest ta teoria rOwniez w pewnym sensie realizacja tezy
Leibniza i Bolzano, ze logika lezy u podstaw catej rzeczywistosci.

4. Historia matematyki

Spojrzmy teraz blizej na zwigzek migdzy historig matematyki a filozo-
fig matematyki z punktu widzenia nowej idei nauki uniwersalnej. Odkrywanie
faktow (teorie, twierdzenia, pojecia) w dziejach matematyki prowadzi do po-
wstania pierwotnej filozofii matematyki opartej na kolejnosci powstawania tych
faktow i ich wzajemnym powiazaniu. Natomiast uzyskanie przez pewne fakty
z dziejow matematyki szczegolnej rangi (tak stalo si¢ np. z teoria mnogosci)
prowadzi do nowych filozoficznych interpretacji i w konsekwencji daje mozli-
wos$¢ dostrzezenia nowych faktow w dziejach matematyki jako znaczacych.

Zbior DM faktoéw z dziejow matematyki mozna wigc podzieli¢ na dwa

podzbiory: D,, - fakty pierwotne i DM - fakty filozoficzne. Powstaje w zwiaz-

ku z tym naturalna filozofia matematyki okre$lona przez fakty filozoficzne i ich
powiazania. Oddziela si¢ ona od tej czg$ci matematyki, ktora nie posiada zna-
czenia filozoficznego. Oczywiscie, badania historyczne moga doprowadzi¢ do
zmiany granic miedzy czesScia filozoficzng i niefilozoficzng wlaczajac nowe
teorie do obszaru filozofii matematyki. W programie logicyzacji matematyki
trzonem takiej naturalnej filozofii matematyki byly zasady logiki, na ktorych
ten program byt oparty; przy probie sprowadzenia matematyki do teorii mnogo-
Sci takg range filozoficzna przypisano podstawowym twierdzeniom dotyczacym
zbiorow (szczegodlnie nieskonczonych); a znéw w programie Kleina pojecie
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grupy i niezmiennika wraz z odpowiednimi twierdzeniami taki trzon filozofii
matematyki tworzyty.

Charakterystyczna cechg problemu matematycznosci przyrody jest nie-
moznos$¢ dostrzezenia jego znaczenia poprzez wylacznie jedng dziedzing wie-
dzy. Jest to typowy problem z ,,pogranicza”. Sadzg, ze mozna zrozumie¢ wage
tego problemu dopiero w kontekscie zwigzanych z nim zagadnien filozoficz-
nych i prob ich rozwiazania w dziejach filozofii. Matematyka w wielu momen-
tach swojej historii, mniej lub bardziej $wiadomie, odkrywata teorie, ktore
wzbudzaty duze emocje wsrod filozofow i zdawaly si¢ by¢ lekarstwem na od-
wieczne problemy filozoficzne. Jedno z pierwszych zagadnien filozoficznych
dotyczylo poszukiwan elementow stanowiacych podstawe caltej rzeczywistosci.
Znane sa koncepcje Talesa, Anaksymenesa, Anakasagorasa czy Empedoklesa.
Rowniez Platona nurtowalo to zagadnienie - i kiedy poznal zaskakujace twier-
dzenie geometryczne mowigce, ze istnieje tylko pig¢ wielo$ciandw foremnych
uznal, ze w nim tkwi rozwiazanie zagadki pierwszych elementdéw rzeczywisto-
$ci. Musi by¢ pig¢ elementow, z ktorych zbudowany jest caty $wiat i muszg one
odpowiada¢ w swojej podstawowej strukturze odpowiednim wieloscianom fo-
remnym. Réwniez wlasnosci tych elementéw moga by¢ wydedukowane z wia-
snosci odpowiadajacych im brytll.

Koncepcja Platona wydaje si¢ by¢ nadmiernie aprioryczna, jednak to
wtlasdnie ten sposdb rozumowania okazat si¢ skuteczny w rozwigzywaniu wielu
problemow nauki wspotczesnej. Wystarczy cho¢by wspomnie¢ o wykorzystaniu
matematycznej teorii grup, w szczegolnosci grup symetrii do opisu wielu zja-
wisk fizycznych np. do porzadkowania widm atomowych i czasteczkowych.
W mechanice kwantowej przy pomocy wektora o nieskonczenie wielu wymia-
rach przedstawia si¢ stan uktadu fizycznego. Dwa dowolne stany uktadu elek-
trondéw rb6zniag si¢ od siebie jedynie obrotem przestrzeni lub permutacja elektro-
now (nie istniejg zadne ,,wewngtrzne" cechy elektronu pozwalajgce odrozni¢ go
od innych elektronéw). Istniejg wigc dwie symetrie, ktorym podlegaja chmury
elektrondw - obrotowa symetria przestrzeni oraz symetria zwigzana z grupg
permutacji. | stad ogélne cechy widm mogg by¢ badane apriorycznie jako nie-
zmienniki tych grup.

Przyktadow wykorzystania teorii grup do poznawania w sposob aprio-
ryczny wlasnosci obiektow fizycznych jest w fizyce wiele. Jak to si¢ dzieje, ze
tak abstrakcyjna teoria matematyczna moze tak wiele moéwic¢ o rzeczywistosci?
Czy te ,,abstrakcje" nie sa w jakis§ sposob czg¢scig rzeczywistosci?

Mysle, ze w odpowiednim kontekscie uzasadnienia rodzi si¢ odkrycie.
Odkrycie nowego faktu to nie jest tylko uzupelnienie struktury logicznej jakiej$
matematycznej konstrukcji. Jesli uznajemy np. teori¢ grup jako filozofi¢ mate-
matyki, przyjmujac (jak czynit to F. Klein), ze wlasnos$ci badanej przestrzeni sg
niezmiennikami pewnej grupy przeksztalcen, to samo pojgcie grupy i niezmien-
nika staje si¢ narzedziem odkry¢ fizycznych. W ramach aktualnego rozwoju
matematyki czy fizyki nie ma zadnego logicznego powodu przyjecia teorii grup
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jako narzedzia odkry¢. Dopiero w ramach badan historii nauki ma miejsce od-
twarzanie logiki rozwoju teorii, a wigc ukazywanie i tworzenie kontekstu histo-
rycznego, w ktorym dopiero nabierajg sensu i znaczenia mechanizmy tworzace
wewnetrzng struktur¢ matematyki. Okazujg si¢ one w konsekwencji nowymi
schematami i sposobami mys§lenia, czyli regutami dowodzenia i uzasadniania,
w oparciu o ktore powstaja nowe teorie. Aby miec¢ jednak jasnos$¢ co jest odkry-
ciem, a co uzasadnieniem, nalezy uzna¢ nauke za rzeczywisto$¢ pierwotng.
Wtedy, z jednej strony, odkrywane mechanizmy rzadzace nauka staja si¢ po
pewnym czasie regulami dowodzenia (kontekst odkrycia przechodzi wigc
w kontekst uzasadnienia), a z drugiej strony, w trakcie rozwoju nauki pewne
stare schematy rozumowania okazujg si¢ btedne, co prowadzi w konsekwencji
do generowania nowych poje¢ (kontekst uzasadnienia staje si¢ wigc kontekstem
odkrycia).

Matematyzowalno$¢ przyrody jest faktem majacym potwierdzenie
w dziejach matematyki. Odwotujac si¢ znowu do pojecia grupy mozna stwier-
dzi¢, ze w pewnym momencie historycznym pojecie grupy zostalo z powo-
dzeniem zastosowane w fizyce jako model opisu zjawisk fizycznych. Odkryte
pojecie grupy stato si¢ podstawa struktury uzasadniajacej — w oparciu o nie
mozemy opisywac i wyjasnia¢ wiele zjawisk fizycznych. | w tym sensie histo-
ria nauki jest pierwotna w stosunku do nauki i refleksji nad nig - wszystkie
,istotne” fakty historii nauki sg elementami struktury nauki wspoélczesnej,
ktora powstata kumulujac w pewna logiczng catos¢ wezesniejsze fakty.

Fakty historyczne nie sg jednak gotowym materialem czekajacym na
badacza w zakamarkach bibliotek i archiwum. Gdy w interpretacji F. Kleina
i H. Poincare'go pojecie grupy (wraz z pojeciem niezmiennika) tworzy nowa
filozofi¢ nauki, to wlasnie ta filozofia pozwala dopiero dostrzec wiele nowych
faktow w historii matematyki i fizyki — mozna powiedzie¢, ze tworzy te fakty
jako znaczace w historii nauki.

Mysle, ze dobrym przyktadem jest konstrukcja siedemnastokata forem-
nego wymyslona przez Gaussa. Gauss przywiazywal do tej konstrukcji bardzo
duza wage — uwazatl jg za swoje najwigksze matematyczne osiagnigcie. Majac
na uwadze ogromny dorobek naukowy tego uczonego trudno jest t¢ rzecz zro-
zumie¢ bez spojrzenia na metode tej konstrukcji poprzez teorie grup. Okazuje
si¢, ze siedemnastokat (jak rowniez trojkat i pigciokat) foremny moze by¢ skon-
struowany przy pomocy linijki i cyrkla, gdyz grupa jego automorfizméw jest
grupg cykliczng, ktorej rzad p -1 jest potega liczby 2, a doktadniej 17 =24 + 1.
W przypadku wielokatéw foremnych o 7, 11 czy 13 bokach taka konstrukcja
jest niemozliwal2, co wynika z tego, ze powyzsza zalezno$¢ dla tych liczb nie
zachodzi. Metoda Gaussa zostala uogélniona dzigki zastosowaniu struktury
grupy do metody rozstrzygajacej o nieistnieniu rozwigzan rownan wielomiano-
wych stopnia wigkszego niz 4 (wykorzystano grupy Galoisa).

Dopiero powstanie teorii grup Galoisa sprawito, ze konstrukcja Gaussa
stata si¢ znaczacym oraz istotnym faktem w historii matematyki. Teoria grup
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okazuje si¢ skuteczna nie tylko dlatego, ze partycypuje w logicznej strukturze
Swiata (i jezyka), lecz przede wszystkim dlatego, ze pozwala na spdjng i lo-
giczng reinterpretacj¢ zdarzen historycznych. Bez zastosowania tego pojecia
wiele faktow z historii matematyki i fizyki tkwitoby w mroku nieracjonalnosci
i tajemniczosci. A wilasnie te fakty w duzej mierze sa podstawa wyjasniania
problemu matematyzowalnosci przyrody. To dlatego przy pomocy prostej for-
muty matematycznej mozna poda¢ warunek konstruowalnosci wielokatow fo-
remnych, Zze u podstaw tego warunku tkwi pojecie grupy stanowigce jego
kosciec logiczny. Dlugie dzieje rodzenia si¢ tak prostego (z logicznego punktu
widzenia) a zarazem tak skutecznego pojecia, jak pojecie grupy, pokazuja, ze
dostrzezenie go nie bylo sprawa tatwa i wymagato czerpania z wielu zrodet.

Tak jest rowniez z faktem matematyzowalnos$ci przyrody. Patrzenie na
dzieje matematyki przez pryzmat tego faktu pozwala na wychwytywanie tych
poj¢¢, ktore prowadza do racjonalnej interpretacji dziejow. Do tych poje¢ nale-
zy pojecie grupy (analizowane powyzej), odwzorowania, zbioru, nieskonczono-
$ci czy continuum. To wlasnie te pojecia, ubrane w odpowiednie teorie mate-
matyczne, moga stanowi¢ filozofi¢ matematyki, czyli narzedzia pozwalajace
widzie¢ fakty historyczne. Analizujac np. konstrukcje siedemnastokata forem-
nego przez Gaussa zblizamy si¢ stopniowo do zrozumienia czym jest matema-
tyzowalno$¢ przyrody.

Przyjrzyjmy si¢ nieco blizej jak ta kwestia wyglada w przypadku poda-
nej przez Gaussa metody konstrukcji siedemnastokata foremnego. Dla uprosz-
czenia przeanalizujmy analogiczng metod¢ konstrukcji pigciokata foremnego.

Pierwiastki zespolone z jednosci, czyli pierwiastki réwnania z5 - | = 0,
tworza na plaszczyznie zespolonej wierzcholtki pigciokata foremnego. Jednym
z pierwiastkow jest jedynka, a poniewaz z5 - | = (z- 1) (A + 3 +z22+z+ 1)

wystarczy znalez¢ pierwiastek rownania

*) 74+ 23+ z)+z+1=0.

Istotne jest to, aby ten pierwiastek mozna bylo wyznaczy¢ przy pomocy
rownan stopnia co najwyzej drugiego, bo jest to rObwnowazne z mozliwoscia
konstrukcji przy pomocy cyrkla i linijki (dziatania dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia oraz podnoszenie do potegi drugiej czy wyciaganie pier-
wiastka stopnia drugiego sg wlasnie tymi dzialaniami, ktére mozna wykonac
geometrycznie przy pomocy cyrkla i linijki). [ rzeczywiscie, poniewaz z4 = 1/z,
a z} = 1/z2, otrzymujemy: z4 + 23+ 22+ z+ | = l/z+ /2 +z22+=z+1 = (z+
/2 +(z+ 1/z) - 1 =x2+ x - 1, przy czym x = z + I/z. W celu znalezienia
pierwiastka z nalezy rozwigza¢ dwa rownania kwadratowe: x2 + x - | = 0 oraz
z) - Xoz + | = 0 (podstawiajac wyliczony z pierwszego réwnania pierwiastek
x0). Analogicznie jest w przypadku siedemnastokata foremnego, tyle ze w celu

znalezienia drugiego wierzchotka (oprocz 1) nalezy rozwiazac zestaw czterech
rownan kwadratowych. Okazuje sig, ze tak szczesliwe roztozenie wyrazenia zp'
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+ zp" + ... + z+ | na uklad wyrazen kwadratowych nie jest mozliwe w przypad-
kup=7, 11, 1313.

Dalszy rozwoj matematyki pokazat, ze wyr6znienie liczb 5 i 17 (a do-
ktadniej liczb 4 =5 - 11 16 = 17 - 1) nie jest przypadkowe. Pierwiastki rowna-
nia (*) znajduja si¢ na okregu i sa wierzchotkami kwadratu. Obrot o kat 90°
i jego wielokrotnosci tworza grupe cykliczng C4 automorfizmoéw tych pier-
wiastkoOw (sg ich permutacjami). Podgrupatej grupy jest grupa C2 sktadajaca si¢
z obrotu o kat 180° i z identycznosci. Na koncu znajduje si¢ podgrupa Cl ztozo-
na z samej identyczno$ci. Otrzymujemy nast¢pujacy ciag inkluzji:

Ci CC2CC4

Kazda z tych grup jest grupa cykliczna, ktorej rzad jest potega liczby 2,
odpowiednio 1, 2 i 4. Istotne jest to, iz indeks podgrupy Ci w grupie C2 oraz
indeks podgrupy C2 w grupie C4 wynosi 2 - ten fakt decyduje o tym, ze mozna
rozwigza¢ rownanie (*) przy pomocy dwoéch kolejnych réwnan kwadratowych.
W przypadku siedemnastokata foremnego otrzymujemy cigg C16 O Cg = C4 >
C2=> Ci grup automorfizmow szesnastokata, przy czym rowniez rzad grupy Cl16
jest potega liczby 2, a indeks kazdej z podgrup jest rowny 2. Kolejna liczbag
pierwszg o tej wlasnosci jest liczba 257 = 2§ + 1. Okazuje si¢. ze o konstru-
owalnosci wielokata o n bokach decyduje grupa automorfizméow rzedu n - 1,
czyli pewna ukryta symetria algebraiczna tego wielokatal4.

5. Matematyka a rzeczywistos$¢

Przeanalizujmy teraz problem matematycznosci przyrody poprzez ana-
lizowana w tej pracy ide¢ nauki uniwersalnej, ktora pojawita si¢ w XIX wieku.
Na poczatku chciatbym wyszczegodlnié¢ trzy aspekty (,,czgsci sktadowe") pro-
blemu matematyzowalnosci przyrody.

I. Wystepuje kontrast migdzy znikoma i mato doktadna bazg empirycz-
ng teorii, ajej przewidywaniami, ktore stosujg si¢ do duzej liczby zjawisk i sg
precyzyjne. Jak to si¢ dzieje, ze jesteSmy w stanie otrzymac z rOwnan znacznie
wigcej niz w nie wlozylismy?

II. W przypadku pewnych zjawisk przyrody (np. ruch ciat niebieskich,
ruch czastek elementarnych) mozemy podaé proste struktury matematyczne,
ktére niemal w sposoéb algorytmiczny podaja opis tych zjawisk, a wigc daja
prosty przepis budowy teorii fizycznej. Brak jest natomiast takich prostych
struktur w przypadku innych zjawisk (np. meteorologicznych). Wskazuje to na
te obszary rzeczywistosci, w ktorych obecna jest matematyka. Poniewaz stoso-
wanie prostych struktur matematycznych moze sluzy¢ jako kryterium rozréz-
niajace rozne typy zjawisk, wigc nasuwa si¢ kwestia rzeczywistej obecnosci
tych struktur u podstaw zjawisk matematyzowalnych.

Ill. Kontakt struktur matematycznych ze $wiatem fizycznym nie jest
konieczny do wykonywania na poziomie tych struktur wnioskowan majacych
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konsekwencje empiryczne — w ,,najgorszym" razie dane rownanie opisuje cala
klase¢ zjawisk. Dokonujac rozumowan na poziomie tych ogdlnych klas mozemy
uzyska¢ znacznie wigcej informacji niz dostarczylaby nawet najbardziej wni-
kliwa obserwacja tego zjawiska. Schemat logiczny rozumowan odtwarza wigc
(lub przynajmniej symuluje) rzeczywisty przebieg procesow fizycznych. Dla-
czego $wiat zjawisk daje si¢ pozna¢ dzigki schematom logicznym, czy logika
tkwi u podstaw rzeczywistosci?

Sformulujmy teraz klasyczne argumenty, ktoére staraja si¢ pokazac, ze
problem matematycznos$ci przyrody jest trywialny z filozoficznego punktu wi-
dzenia’\ Te argumenty nie uwzgledniajg zasadniczo wnioskow filozoficznych
wyptywajacych z nowej idei nauki uniwersalnej.

Argument L Brak jest tajemniczo$ci w fakcie, ze rownania matema-
tyczne zawierajg wigcej tresci niz dane, w oparciu o ktére zostaly utworzone.
Przeciez prawo sformutowane w jezyku matematycznym jest na wyzszym stop-
niu ogolnosci niz dane empiryczne, dotyczy wigc szerszej klasy zjawisk i auto-
matycznie musi mie¢ pewng ,,nadwyzke” nad swa baza empiryczng. Kazdy opis
(nie tylko matematyczny), o ile jest poprawny, posiada tego typu ,,nadwyzke”,
ktora wiaze si¢ w naturalny sposob z og6lnoscia opisu.

Argument II. Réwniez jezyk potoczny nadaje si¢ do opisu wielu zja-
wisk i1 sytuacji; aby wigc opisa¢ wigksza ilos¢ zjawisk trzeba odpowiednio
wzbogaci¢ jezyk o nowe pojecia i struktury. Ten wzbogacony jezyk moze ade-
kwatnie opisywa¢ to, co obserwujemy.

Argument III. Nie istnieje mozliwo$¢ podania algorytmu budowy po-
prawnej teorii. Niektorzy filozofowie nauki (m. in. John Barrow) zauwazaja, ze
stosowanie teorii grup (symetrii), daje w przypadku czgstek elementarnych,
skuteczny przepis budowy poprawnych teorii fizycznych, natomiast nie ma
takiego przepisu w odniesieniu do bardziej ztozonych struktur np. w meteorolo-
gii czy ekonomii. Czy to oznacza, ze na najglebszym poziomie (poziomie cz3-
stek elementarnych) przyroda jest matematyczna, ze kto$ konstruujacy zgodnie
z teorig grup symetrii model fizyczny ma rzeczywisty wglad w przyrode? We-
dlug Van Fraassena brak jest takiego wynikania, poniewaz z tego, ze teoria
okazata si¢ poprawna i dala ewentualnie jakas informacj¢ o przyrodzie nie wy-
nika, ze teoria konstruowana zgodnie z tym przepisem musiata by¢ poprawna.
Takie wynikanie opiera si¢ wedlug niego wylacznie na wierze w skuteczno$c
tego przepisu i moze zaistnie¢ dopiero po skonstruowaniu teorii. Problem ma-
tematycznosci przyrody jest wigc pseudoprobiemem - otrzymujemy czysto
tautologiczne rozumowanie: obserwujemy, ze model skonstruowany zgodnie
z pewng procedurg jest poprawny i wnioskujemy stad o skutecznosci tej proce-
dury, a wigc w konsekwencji, ze daje ona wglad w przyrode.
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Argument IV. Kazdy poprawny opis (rowniez w jezyku potocznym)
daje mozliwos¢ przewidywania nowych zjawisk. Nie ma wigc niczego tajemni-
czego w fakcie, ze przyroda respektuje matematyczne regularnosci, ze mate-
matyka odstania aspekty rzeczy i prowadzi do odkrycia nowych obiektow fi-
zycznych. ,,Jesli mamy dobra mape¢ jakiego$ duzego miasta, ktora pokazuje, ze
przechodza przez nie linie kolejowe, ale z jakis powodoéw (np. wojskowych) na

mapie tej nie jest zaznaczony dworzec kolejowy, to przewidzimy, ze w miescie
tym jest dworzec"16.

Argument V. Samo postawienie pytania, przez zwolennika matematy-
zowalnos$ci przyrody, o mozliwo$¢ denotowania przez symbole matematyczne
zardbwno obiektow matematycznych, jak i struktur fizycznych, opiera si¢ na
szczegolnej filozofii matematyki, w ktorej przyjmujemy, ,,ze symbole matema-
tyczne oznaczaja niematerialne i niepsychiczne obiekty"17. Tego typu skrajny
platonizm trzeba po prostu odrzuci¢, gdyz w opisie matematycznym jakiegos
zjawiska uzyta jest implicite cala matematykajako struktura §cisle powigzanych
ze soba pojg¢é, i pojawiajace si¢ pytanie o znaczenie symboli matematycznych
nie uzytych w pierwotnym opisie, jest po prostu pytaniem o ich fizyczng inter-
pretacje — nic dziwnego, ze poprawny opis ma fizyczng interpretacjg, ze przyro-
da go respektuje.

Argument VI. Tak naprawde, teoria opisuje jedynie to, co dane w do-
$wiadczeniu i nie tyle chodzi o opisanie jaki$ teoretycznych przedmiotéw, co
o mozliwo$¢ wyprowadzenia empirycznych konsekwencji. Pojecie matematy-
zowalnosci sprowadza si¢ wigc do wymagania, aby w ramach opisu mozna bylo
przeprowadza¢ wnioskowania tzn., aby opis ten byl w jakims$ sensie ,,logiczny".

Zanim przejde do polemiki z powyzszymi argumentami, zdefiniuj¢ dwa
sposoby rozumowan, ktore zasadniczo r6znig si¢ od siebie — to rozréznienie po-
zwala skoncentrowaé¢ uwage na tym, co istotne w problemie matematycznosci
przyrody.

1. Rozumowanie typu (1) - uwazamy, ze prawdziwos$¢ zdania p pocigga za sobg
prawdziwos$¢ zdania g, jesli zbiér tych zdarzen, w ktorych prawdziwe jest
zdanie p, zawiera si¢ w zbiorze zdarzen, w ktorych prawdziwe jest zdanie ¢.

2. Rozumowanie typu (0) — uwazamy, ze prawdziwo$¢ zdania p pociaga za soba
prawdziwos¢ zdania ¢, jesli zdarzenie opisywane zdaniem p jest przyczyna
zaj$cia zdarzenia opisywanego zdaniem gq.

W ramach rozumowania typu (I) mamy opisowa funkcje matematyki,

a w ramach tej funkcji pytania: dlaczego jaka$ teoria matematyczna nadaje si¢

do reprezentowania struktur fizycznych oraz jaki jest zwigzek migedzy wilasno-

Sciami jezyka potocznego a jezykiem matematycznym? Jak sadze, wilasciwy

problem matematycznosci pojawia si¢ dopiero w ramach implikacji (o) - sto-
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sowanie w modelach fizycznych teorii matematycznych sprawia, ze model ten
zaczyna nasladowac rzeczywiste procesy zachodzace w przyrodzie.

Poniewaz kazda poprawna teoria zawiera si¢ w zbiorze teorii posiadaja-
cych ,,nadwyzke", wigc w oczywisty sposdb poprawna teoria posiada wspo-
mniang ,,nadwyzke" (rozumowanie typu (1)), czyli teoria nie posiadajaca tej
»nadwyzki" nie moze by¢ poprawna. Tego typu implikacja wskazuje tylko na
jeden, mniej interesujacy problem w zagadnieniu matematycznos$ci przyrody -
jakies$ fakty sa postrzegane i podlegaja interpretacji, co prowadzi do budowy
ujmujacych je teorii. Interesujace jest to, ze teoria ,,widzi" fakty, ktore wcze-
$niej, bez pomocy teorii, byly niewidoczne; mozna powiedzieé, ze teoria ,,stwa-
rza" nowe fakty (dokonuje si¢ to w ramach rozumowania typu (0)).

Nowe kryterium prawdy zwigzane, mi¢dzy innymi, z konstrukcjami
continuow nierozkladalnych, podkre$la range rozumowania typu (o). Prawda
danycli twierdzen pojawita si¢ jako efekt wczesniej przeprowadzonych kon-
strukcji — bez nich bylaby niedostgpna.

Ad. 1 Sadzg, ze w przypadku rozumowania typu (o) ta ,,nadwyzka” nie
jest efektem poprawnosci opisu, lecz na odwrot, z istnienia ,,nadwyzki" opisu
nad baza empiryczng wynika to, iz opis jest skuteczny i poprawny. Jak to si¢
dzieje, ze z modeli matematycznych majacych ,,nieskonczona nadwyzke” nad
rzeczywistos$cia zostaja wybrane doktadnie te interpretacje, ktore ,trafiaja”
w rzeczywisto$¢. Istota problemu i cala tajemnica tkwi w istnieniu skutecznych
opisOw rzeczywistosci, ktorych ,nadwyzka" jest ,,duzo" wigksza od bazy,
w oparciu o ktora powstata i, co najistotniejsze, z tej nieempirycznej ,,nadw-
yzki" bierze si¢ skuteczno$¢ opisu. Jakas ,,nadwyzka" wystgpuje w kazdym
opisie, lecz jesli ta ,,nadwyzka" jest niewspotmiernie duza w stosunku do bazy
empirycznej, to dopiero wtedy zaczyna si¢ dzia¢ co$ interesujgcego, co prowa-
dzi do problemu matematycznosci. Moze pojawi¢ si¢ pytanie, dlaczego tak
,mata" baza empiryczna jest wystarczajaca do poprawnosci opisu nowych zja-
wisk. | pojawiaja si¢ jedynie dwie, jak sadz¢, odpowiedzi:

1. Ujete przez teori¢ dane doswiadczalne sajej jedyna istotng cze¢scia,
nadajaca ,,ton" calemu opisowi.

2. Czg$¢ nieempiryczna opisu ma podobna struktur¢ do struktury rze-
czywistos$ci i stad bierze si¢ skutecznos¢ opisu.

Nawet, jesli odrzucimy odpowiedz druga, to stwierdzony w punkcie
pierwszym brak istotnego wplywu czesci nieempirycznej opisu na wyprowa-
dzane w ramach teorii wnioski, pozostaje czym$ tajemniczym i godnym analizy.

Ad. 2 Sadzg, ze samo wzbogacanie jezyka o nowe pojecia niewiele da-
je, trzeba odpowiednio wzbogacaé¢ i w tym ,,odpowiednio" tkwi tajemnica ma-
tematycznos$ci. Nie tyle poprawno$¢ opisu pokazuje czy rozszerzenie jezyka jest
,»odpowiednie", co historia poszukiwan wlasciwego rozszerzenia, aby unie-
sprzeczni¢ i wyrazi¢ to, co w starym jezyku prowadzito do sprzecznosci i bylo
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niewyrazalne. Jezyk matematyczny nie tyle jest odpowiednio wzbogaconym
jezykiem potocznym, lecz raczej optymalnie uproszczonym. ,,Cnotg" filozofii
jest chwytanie tego, co nowe, proba wejscia w to, co jeszcze niepoznane. Nato-
miast w matematyce nie chodzi o opanowywanie coraz to nowszych obszarow
rzeczywistosci, lecz o precyzyjne zrozumienie obszarow juz ,,opanowanych".
Matematyka upraszczajac jezyk potoczny dociera w pewnym momencie do
struktur, ktore w sposob szczegbdlny zaczynajg nadawaé si¢ do opisu rzeczywi-
stosci. Skoro te uproszczone (a nie odpowiednio wzbogacone) struktury opisuja
rzeczywisto$¢, to widocznie one ujmujg jej istotg. Czy rzeczywiscie nie ma
niczego tajemniczego w tym, ze odpowiednia ilos¢ warstw ubrania (odpowied-
nio wzbogacony jezyk) moze zabezpieczy¢ przed chlodem. Oczywiscie, jednak
interesujace jest to. ze zredukowana ilos¢ warstw (proste struktury matematycz-
ne) bardziej chroni przed chtodem niz ilo$¢ rozbudowana (jezyk potoczny).
Mnozenie bytow teoretycznych i struktur nie doprowadza najczesciej do wiek-
szej adekwatno$ci i precyzji opisu.

Tak jak uwaza Van Fraassen celem nauki nie jest prawda, a jedynie
empiryczna adekwatno$¢. Pojecie prawdziwosci odnosi si¢ tylko do obserwo-
walnej czgsci teorii, a w przypadku obiektoéw teoretycznych nie ma sensu pyta-
nie o ich prawdziwo$¢ czy fatszywosé. W tym ujeciu wige traktuje si¢ mate-
matyke czystajako zbior pewnych symboli, a postugiwanie si¢ nigjako gre na
tych symbolach i oczywiscie trudno jest wowczas wyj$¢ poza opisowq funkcje
matematyki. Dlugg nazwe jakiej§ rzeczy zapisujemy za pomoca skrotu, aby
ulatwi¢ przekaz informacji czy wrecz, w przypadku dtuzszych konfiguracji, aby
umozliwi¢ ten przekaz. Ponadto, duza zwigztos¢ symbolicznego zapisu daje
znaczne mozliwo$ci wzbogacania jezyka o nowe pojecia.

Przy takiin rozumieniu matematyki pojawia si¢ jednak zasadniczy para-
doks. Jesli zatozymy, ze ,,przyrost” nowych zjawisk jest szybszy niz przyrost
nowych teorii, to problem adekwatnosci opisu pozostaje. Przy zatozeniu nato-
miast, ze przyrost nowych teorii jest wigkszy od przyrostu nowych zjawisk, pozo-
staje problem wyboru mig¢dzy narastajacag iloscig teorii — na placu boju pozostaje
nie coraz mniej, lecz coraz wigcej teorii. Istnieje jeszcze mozliwo$¢, ze przyrost
zjawisk jest rownoczesny z rozwojem teorii, czy z powstawaniem nowych - i ta
réwnoczesno$c jest czyms zastanawiajacym i wymaga wyjasnienia.

Ad. 3 Czy rzeczywiscie to tylko pseudoproblem?

Sadze¢, ze argumentacja jest podobna, jak przy rozwazaniu zalezno$ci
migdzy poprawnym opisem a nadwyzka nieempiryczng teorii. Trzeba rowniez
rozrozni¢ dwa typy rozumowania. Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze poprawne
teorie czastek elementarnych sg zawarte w zbiorze modeli mikro$wiata konstru-
owanych zgodnie z teorig grup symetrii lub ewentualnie zgodnie z inng teorig
matematyczna. Bez zastosowania teorii grup symetrii, ani innej analogicznej
teorii, nie uzyskamy poprawnego opisu przyrody — nie prowadzi do wniosku
o algorytmicznej skuteczno$ci stosowania jezyka matematycznego w opisie
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zjawisk przyrody. Trzeba jednak oprze¢ si¢ na rozumowaniu typu (o) — modele
fizyczne, stosujace np. teori¢ grup symetrii, w sposob poprawny i skuteczny
symuluja rzeczywisty przebieg modelowanych zjawisk. | tak nalezy rozumiec
stwierdzenie, ze stosowanie pewnych prostych modeli matematycznych daje
skuteczny opis rzeczywistosci.

Ad. 4 Opis w jezyku potocznym pozwala czasem odgadnaé nieznane
wczesniej cechy $wiata. Caly problem jednak tkwi w stowie ,,czasem", dzigki
czemu otrzymujemy dwa mozliwe wyjasnienia tej kwestii:

1. Przewidywania w ramach jezyka potocznego mieszcza si¢ w granicy
,bledu', mogg by¢ wynikiem czystego przypadku.

2. Jezyk potoczny moze posiada¢, przynajmniej w pewnych obszarach,
cechy jezyka matematycznego (np. j¢zyka logiki).

Sadze, ze jezyk potoczny jest w stanie przewidywacé nowe zjawiska pod
warunkiem, ze partycypuje w jezyku matematyki, a wigc nieprzypadkowe
przewidywania nie sg ogolna cechg kazdego jezyka. Nalezy zatem scharaktery-
zowac jezyk matematyki, aby wydobyc¢ te cechy, ktére pozwalaja na przewidy-
wania i zarazem odrdzniaja go od jezyka potocznego. Jedna z takich cech jest
struktura logiczna, z czego wynika, ze przyroda przynajmniej w pewnej czgsci
jest logiczna; sgjednak rowniez inne cechy tego jezyka np. mozliwos¢ genero-
wania (konstrukcji) obiektow posiadajacych catkiem nowe wtasnosci. Ta cecha
okazuje si¢ wazniejsza od wtérnej wobec niej logicznosci. Bowiem problem
matematycznos$ci wyrasta z nastgpujacego ,,paradoksu": to, co przeczy intuicji
uksztaltowanej w oparciu o doswiadczenie i tzw. logike, odgrywa czesto
w matematyce kluczowa role i stuzy wtasnie do opisu tejze rzeczywistosci. | to
jest, jak sadze, rzecz zasadnicza, od ktorej nalezaloby zacza¢ wszelkie dyskusje
dotyczace matematycznosci przyrody.

Ad. 5 Jednak, czy to przypadkiem nie jest tak, ze matematyka rozwija-
jac si¢, wchtania pewne obszary fizyki, umozliwiajac jej rozwoj, wrecz pozwa-
lajac dostrzec rozne fakty i problemy. Mozna by rzec, ze matematyka wchtania
fizyke, a nie jest przez nig wylacznie uzywana, i to wchlanianie fizyki przez
matematyke nie jest z cala pewnoscia funkcjg wytacznie opisowa. Przykladow
realizacji tego typu procesu historia fizyki dostarcza dostatecznie duzo.

Pojecie ruchu jest przykladem pojecia, ktoére w trakcie rozwoju nauki
zostalo pochtonigte przez struktury matematyczne. Oczywiscie, pojecie ruchu
zwiazane jest ze struktura geometryczng przestrzeni, w ktérej go rozpatrujemy.
Przestrzen fizyki Arystotelesa opisywana jest przy pomocy geometrii euklide-
sowej — ta geometria opisuje strukture wszystkich spoczywajacych ciat. Wszelki
ruch w $wiecie opisywanym ta geometrig wymaga fizycznego wyjasnienia. To
fizyczne wyja$nienie mozliwe jest poprzez strukture ,,miejsc naturalnych” tzn.
kazde ciato porusza si¢ dazac do swojego naturalnego miejsca.
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W mechanice klasycznej ruchy inercjalne zostaja ujete poprzez struktu-
r¢ geometrii afinicznej — nastgpuje utozsamienie spoczynku z ruchem jednostaj-
nym prostoliniowym. Jedynie ruchy nieinercjalne znajduja si¢ poza strukturg
geometrii | wymagajg fizycznego usprawiedliwienia.

W przypadku geometrii nieeuklidesowej dzieje si¢ podobnie (gdy staje
si¢ struktura ogolnej teorii wzglednosci). Tym samym wszystkie rodzaje ru-
chow zostaja wlaczone w strukture geometrii. Z jednej strony, okazuje sig, ze
istota ruchu polega na zmianie struktury geometrycznej przestrzeni, a z drugiej,
geometria w coraz wigkszym stopniu wyjasnia pojecie ruchu, zstepujac tym
samym argumenty fizyczne.

Przestrzen fizyczna traci wigc swoje kolejne wlasnosci — przejmuje je
struktura geometryczna. W fizyce Arystotelesa przestrzen geometryczna posia-
da wylacznie wlasnosci przenoszenia cial. W fizyce Newtona sily grawitacyjne
sg silami ,,matematycznymi" (jak nazywat je Newton) tzn. struktura geome-
tryczna przestrzeni roOwniez t¢ wlasnos¢ fizyczna przejmuje na siebie. W szcze-
g6lnej teorii wzgledno$ci geometria przyjmuje dodatkowo wlasnos¢ przenosze-
nia oddziatywan elektromagnetycznychl*.

Nie trzeba wecale wierzy¢, ze rOwnania Lorentza oznaczaja ,,niemate-
rialny i niepsychiczny obiekt”, aby dostrzec mozliwo$¢ wyprowadzenia z nich
tzw. postulatow Einsteina (postulat wzglednos$ci i postulat stalo$ci predkosci
Swiatta), czyli fizycznych wlasnosci przestrzeni. A z drugiej strony, z tych po-
stulatbw mozna wyprowadzi¢ rownania Lorentza. Trudno marzy¢ o wigkszym
zespoleniu obiektow matematycznych i fizycznych; dla zrozumienia tego ze-
spolenia wystarczajace jest czysto formalne przeliczenie.

Ad. 6 Sadze, ze stwierdzenie, iz logicznos¢ jest jedynym elementem
wspoOlnym rzeczywistosci i opisu matematycznego (jak zreszta kazdego opisu)
wystarczajacym do uzasadnienia, ze struktura matematyczna nadaje si¢ do opisu
struktur fizycznych, jest daleko niewystarczajace chyba, ze zaktada si¢, iz pod-
stawowe teorie matematyczne mozna sprowadzi¢ do logiki lub samo pojgcie
logicznosci rozumie si¢ bardzo szeroko. W powszechnym rozumieniu tego sto-
wa do logiki nie daje si¢ sprowadzi¢ nawet arytmetyka bgdaca podstawa kolej-
nych teorii matematycznych.

Sa pewne obszary matematyki, ktérych nie stosuje si¢ bezposrednio do
opisu zjawisk fizycznych, a jednak méwia one co§ o rzeczywisto$ci. W celu
zastosowania opisu musimy mie¢ dostep do opisywanych zjawisk - i tu sama
teoria czgsto nie wystarczy np. potrzebny jest rozwoj aparatury badawczej. Naj-
czesciej struktury matematyczne rodzity si¢ najpierw na drodze powolnej ewo-
lucji niezaleznie od wszelkiej fizycznej interpretacji jako czyste abstrakcyjne
obiekty — tak bylto na przyktad z pojeciem grupy. Stosowanie grup przeksztal-
cen do opisu ruchu zdawalo si¢ nie mie¢ az tak duzego znaczenia. Dopiero in-
tensywny rozwoj teorii grup i powstanie programu Kleina sprawity, ze dostrze-
zono obszary rzeczywistosci, w ktorych struktura grupy ujawnitla swoja moc.
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Tym obszarem okazala si¢ najpierw szczegodlna teoria wzglednosci zwigzana
z grupa przeksztalcen Lorentza oraz mechanika kwantowa. Jak sadzi H. Weyl
bez teorii grup mechanika kwantowa nie mogtaby powsta¢. Grupy symetrii
odgrywaja bowiem znaczacg role¢ w porzadkowaniu widm atomowych i cza-
steczkowych. Olbrzymia ilo$¢ zgromadzonych danych empirycznych, dotycza-
cych linii widmowych, dlugosci fal i prawidtowosci w ich budowie, dopiero
dzigki zastosowaniu poje¢cia grupy zostala ujeta w forme¢ praw fizyki. Dostrze-
zono jak stala wystepujaca w prawie serii Balmera jest zwigzana z tadunkiem
i masg elektronu oraz ze stalg Plancka. Zastosowanie pojgcia grup symetrii
sprawito, ze wazng metoda badawcza w mechanice kwantowej stata si¢ inter-
pretacja widm i w ten sposob zostaly wygenerowane nowe obiekty i prawa fi-
zyki np. spin elektronowy i dziwny zakaz Pauliego

Matematyka, jako jedyna dziedzina wiedzy, ma szans¢ by¢ niezmienni-
kiem operacji ,,meta” tzn. metamatematyka moze by¢ rowniez matematyka.
Filozofi¢ matematyki mozna uprawia¢ przy pomocy narzedzi $ci§le matema-
tycznych - przykladem niech bgdzie formalizm Hilberta czy platonizm Fregego.
| jest to mozliwe mimo waskiego i dos¢ precyzyjnego okreslenia poje¢cia ,,ma-
tematyka”. Jesli dane pojgcie ma bardzo szeroki i niesprecyzowany calkiem
sens, to trudno si¢ dziwi¢, ze moze tez wiele pomiesci¢. Oczywiscie meta-
refleksja jest lez refleksja, meta-filozofia jest filozofia, czego w zadnym wy-
padku nie mozna powiedzie¢ o dziedzinach wiedzy majacych okres§lony zakres
badawczy. C6z bowiem znaczyloby stwierdzenie, ze metabiologia jest biologig?
Przeciez teori¢ biologiczng mozna traktowac jako zywy organizm czy system
podlegajacy prawom biologii tylko metaforycznie; inaczej zbyt szeroko byloby
rozumiane poje¢cie przyrody ozywionej. Podobnie jest z innymi naukami szcze-
gétowymi.

O czym $wiadczy wyrdzniona rola matematyki wéréd nauk szczegodto-
wych w tej kwestii? Kazda nauka, wsérdéd nich matematyka, odnosi si¢ do pew-
nej rzeczywistosci. Moze to by¢ §wiat mysli, platonskich idei czy przedmiotow
doswiadczalnych zmystowych - w zaleznosci od przyjetej koncepcji filozoficz-
nej. Jakg mamy gwarancje, ze opis rzeczywistosci nie jest tylko gra stow, sym-
boli i znakéw, ze dana teoria, bedaca przeciez meta-rzeczywistoscia, faktycznie
zawiera informacje o tej rzeczywistosci — jest to klasyczny problem prawdy
naukowej. Jednak w przypadku matematyki wznoszac si¢ na poziom ,,meta”
jesteSmy w stanie zachowaé (przynajmniej czgSciowo) strukture matematyki -
sugeruyje to, ze taka sytuacja ma miejsce rowniez w przypadku przechodzenia od
rzeczywistosci do jej matematycznego modelu czy opisu. Jesli wigc cokolwiek
z rzeczywistosci zostaje ocalone przy przechodzeniu na poziom "meta", to sg to
wtasnie struktury matematyczne.

Istnieja w matematyce ,,nieredukowalne” pojgcia majace zarazem od-
niesienie do innych dziedzin wiedzy. Tych poje¢ nie mozna, jak sadze, zredu-
kowa¢ ani do samej logiki, ani do konstrukcji mentalnych czy faktow empi-
rycznych. Takim pojeciem jest np. indukcja matematyczna. Na tym pojeciu
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zatamat si¢ program logicyzacji Fregego-Russela, jak réwniez konstruktywizm
Brouwera (okazalo si¢, ze przy pomocy indukcji matematycznej mozna udo-
wodni¢ ,,zbyt duzo™). Jednak tego typu poje¢cia oddziatywaja z innymi obszara-
mi wiedzy. Poincare uwazal, ze prawdziwos¢ kazdego istotnego twierdzenia
W matematyce opiera si¢ na zasadzie indukcji matematycznej. Mozliwo$¢ sto-
sowania matematyki w naukach przyrodniczych réwniez wiagze si¢, wedlug
niego, z dziataniem tej zasady (uwaza, ze ta zasada to sad syntetyczny a priori
w sensie Kanta). Oczywiscie inni matematycy przypisywali taka role i range
innym pojeciom i zasadom. Na przyktad dla Riemanna takim nieredukowalnym
bytem matematycznym bylto pojecie rozmaitosci, dla Dedekinda zasada ciagto-
$ci a dla Cantora pojecie zbioru nieskonczonego. Te pojecia to jakby kanaty
laczace matematyke z innymi dziedzinami wiedzy — réwniez z filozofia.

W analizowanym w tej pracy pojeciu continuum rowniez mozemy od-
nalez¢ cechy $wiadczace o tym, Ze jest nieredukowalnym pojeciem. W miarg
prosta definicja continuum topologicznego, ktérag mozna odnalezé w podreczni-
kach topologii, ukazuje wlasnosci zwigzane z waznymi zagadnieniami filozo-
ficznymi analizowanymi praktycznie od poczatku filozofii europejskiej. Naleza
do nich, mi¢dzy innymi: stary problem arche, paradoksy Zenona z Elei, analizy
Arystotelesa dotyczace czasu i przestrzeni, problem definicji podstawowych
obiektow geometrycznych, wykorzystanie liczb do mierzenia, spor o wielkosci
nieskonczenie mate czy w koncu dyskusje dotyczace wymiaru przestrzeni,
arytmetyzacji analizy i wprowadzanie nowych liczb rzeczywistych. Okazuje sig,
ze twierdzenia, ktore pojawiajg si¢ w teorii continudéw (np. twierdzenia Cantora,
Sierpinskiego, Janiszewskiego, Mazurkiewicza) mozna traktowac¢ rowniez jako
udziat w dyskusji nad zagadnieniami filozoficznymi. Dzigki temu widoczny
staje si¢ upor w dazeniu do przeprowadzenia pewnych zdawaloby si¢ bezsen-
sownych konstrukcji generujacych wiele paradoksow (paradoksalnos¢ byta
wynikiem trwania w intuicjach wypracowanych w oparciu o wczesniejsze teorie
matematyczne). Jednak to wlasnie te konstrukcje staly si¢ zrodlem nowych
pomystow i podstawg dalszego rozwoju matematyki.
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Summary

The study discusses the concept of continuum, as it has appeared in topol-
ogy. The first subsection concentrates on the different methodological approaches
to the history of mathematics. Special attention is paid to Vetter’s conception of
genetic history, stressing the fact that the history of mathematics has its specific
tasks and its own context.

Subsection 2 analyses the context of the history of science. The author
shows that the history of science makes sense only when it refers to ,.the logic of
development” of scientific theories, which is independent (at least to a certain de-
gree) of the developed theory. Lakatos’ conception has been quoted as an example
of a search for internal logic in the development of mathematics. It explains the
possibility of considering the context of the history of science without making the
science relative or dependent on changeable historical circumstances.

The method of Lakatos is thoroughly discussed in subsection 3, based on
analyses included in the book Proofs and Refutations. When discussing the discov-
ery of the concept of uniform convergence (Lakatos neither actually discover it nor
time its appearance), the mechanism known as the method of proofs and refuta-
tions, i.e. the logic of development responsible for its origin, is set out. The method
of proofs and refutations is a general pattern of mathematical discovery or deve-
lopment of mathematical theories. It concentrates on three strictly interconnected
elements: the proof of a theorem, the refutation to the theorem, and the definitions
of concepts applied to the theorem. It appears that none of diese elements makes
sense in its own right, and only the system of these elements exists as a mathemati-
cal object, endowed with its own identity.

Further, the chapter concentrates on the generalisation of Lakatos’ pattern
referring to the logic of discovery and the development of mathematical concepts,
and to the attempt to observe, in this pattern, research on the history of mathemat-
ics. The main tools of such a generalisation are Tarski’s theorems, referring to his
definition of truth, to the deduction theorem and to the conception of truthfulness of
Frege’s statements. In subsection 6 the author, following the observations made
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above, discusses the pattern used in the analysis of the history of mathematical

structures, such as concepts and proofs. The analyses, included in the study, follow
this pattern.

The historical research pattern, presented in the first chapter, serves as the
basis for the analysis concerning the concept of continuum, presented in Chapter II.
The intuition of continuum is based on two properties: infinite divisibility and con-
tiguity of neighbouring parts. Following a brief description of the general charac-
teristics, the author presents the relationship between the problem of continuum and
the search for arche.

In order to ,,reinforce” primitive intuitions, in subsection 2 the author de-
fines the concept of (topological) continuum from the topological perspective. He
explains the way constituents of a topological concept of continuum (compactness
and connectedness) respond to the intuitive understanding of this concept.

In subsection 3, the ,,technical” problem of Demiurg, i.e. how to connect
the idea and matter is an opportunity to present the significance of mathematical
structures, and to understand the problem of continuum. Particularly, the Eudoksian
theory of proportions throws light upon the method of connecting naturally sepa-
rated objects by means of appropriate mathematical structures. How to assemble
numbers in one continuum? How to use numbers to measure geometrical quanti-
ties? Is it enough to say that, in a sequence of rational numbers, there are no con-
secutive numbers? Is passing between two arbitrary numbers possible?

The problem became crucial when some geometrical quantities, which
could not have been described by means of a ratio of numbers, were discovered,
mainly the ratio of'the length of a square diagonal to the length ofits side. It seemed
that there was no ,,contiguity” in rational numbers. The Archimedean principle ap-
peared to be the only tool to give contiguity to rational numbers. However, the
situation gets complicated when some philosophical questions are posed in refer-
ence to the problem of continuum. Here, Aristotle’s analyses (presented in subsec-
tion 4) and Zeno of Elea’s paradoxes (subsection 5) show the difficulties in under-
standing the concept of continuum and seem to be especially topical and outstand-
ing. Aristotle’s considerations result in the following characteristics of continuum;

L It can be divided an infinite number of times, and at every stage of this divi-
sion we receive continuum,

II. It is not composed of separate elements; all elements are coherent to one
another;

111 Each point of a continuum is characterised by such a property that there are

different elements of continuum close to it.
In subsection 5, in an attempt to describe the major difficulties in under-
standing and use of the notion of continuum, the author presents the analysis of
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Eleatic paradoxes, which attack the reality of continuum. Many key issues under-
taken by the ancient philosophers seem to be focused on the concept in question.
The assumption that continuum really exists seems to be necessary in order to un-
derstand, or solve, the problems being discussed. The discrepancies we meet while
analysing continuum prove that we do not understand some evident issues but it
does not mean that continuum is irrational in any way. It appears that neither formal
nor intuitive reasoning is sufficient to explain this problem. Thus, there appears a pri-
mitive hypothesis as a comment to the Eleatic paradoxes.

The considerations included in the third chapter create a philosophical cli-
mate, which will dominate further discussion. The concepts of ,,a philosophical
fact” and ,,cognitive absolute” and examples of their appearance in the work of
various philosophers (subsection | - subsection 11), will be used in the last Chapter
in order to show the influence of mathematics on the theory of recognition in phi-
losophy. In Pythagorean and Platonic philosophical reflections, this influence, as
well the problem of a contradiction between clarity and unambiguity of mathemati-
cal truths and the character of reality to which these truths apply, effected in creat-
ing the idea of mathematics as mathesis universalis. It was to be the source of all
true knowledge and the foundation of other sciences. Only mathematics set a range
for truth and all reality. Aristotle’s conception opposed such an understanding of
mathematics. He solved the above problem by the distribution of competence and
tasks of various sciences. The method described by Archimedes referred to the idea
of mathesis universalis. However, it was different from botti the Pythagorean and
Platonic conceptions and, in a competent way, it opposed the ,,distribution of roles”
proposed by Aristotle.

These views on mathesis universalis are analysed in the second part of the
chapter (subsection 12 - 15). The author presents three approaches to mathematics
as mathesis universalis: Platonic, Pythagorean and Archimedean. In contrast to Ar-
istotle’s conception, where reality is divided into separate spheres subordinated to
certain sciences, the three approaches mentioned above assume that the knowledge
forms a unity.

Apart from the main similarities, there are important differences between
these approaches. Thus, we can talk about three different ancient models of mathe-
sis universalis:

1. Pythagorean model. In this model, at the beginning of development of
knowledge we have an entity (experienced as the only and true reality), which is the
support of information. At every stage of development, contact with this informa-
tion is necessary. Scientific methods constitute a way of processing the primitive
truth into knowledge, which always results in some destruction of the truth. Truth is
given at the beginning, at the primitive insight. Historical research within the scope
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of this model consists in the attempt to move back in order to reach the original
truth, which - absorbed by the constructed knowledge - was transformed and
ceased to be fully available to our mind.

2. Platonic model. Reality cognised in a mon-mathematical way does not
have any information value for a human mind because our mind originally recog-
nises reality as a Dyad, which includes contradictory elements. Only scientific
(mathematical) methods extract the truth from reality; they devoid the cognised re-
ality of contradictions and make it capable of carrying information. The truth is
visible to human minds only through constructed science. Within tins model, his-
torical research looks for such places in research development where (by means of
scientific methods) il lumination” of reality, originally veiled, has happened.

3. Archimedean model. Truth has not been given at the beginning, nor is it
a result of a mathematical method. A mathematical proofincludes only certain truth
in the structures of mathematics and shows a mathematical sense of this truth. We
reach truth by means of other realms of knowledge and we are able to reach it by
using research methods worked out there. This model shows that, in historical re-
search, it is reasonable to follow the moments of interaction between various
spheres of knowledge because it is when the ,,transfer” of truth happens.

In modern times, two new visions of mathesis universalis were formulated:
Cartesian and Leibnizian. They referred to the great visions of ancient philosophers.
They also stressed the importance of the role of mathematics that was additionally
supported by rapidly developing science. As far as the construction of mathesis uni-
versalis was concerned, the theories worked out by Descartes and Leibniz were dif-
ferent in their approach to substance. Matter, as an extended substance, infinitely
divisible, could not be used as the basis for knowledge construction in the case of
Descartes. A given part of matter, divided into smaller parts, will never give a ,,sim-
pler” part. For Descartes, the whole construction was based on pure, simple meth-
ods, derived from the mathematics of his times, i.c. algebra and geometry. How-
ever, rational passes between the elements of a given sequence of reasoning were of
a discrete nature because there was a leap between various elements of reality (sub-
stances). Therefore, the structure of reasoning had to be discrete.

At first we define two different fields, then we discover whether we create
the methods allowing the transition from one field to another. The methods result in
the appearance of primitive elements of every field. By means of methods con-
necting the elements in question, we are able to comprehend new entities and con-
cepts, the process itself being a gradual one.

Cognitive absolute plays an essential role in the conception of mathesis
universalis. For Descartes, cogito is a limit object of a radical doubt process. Only
after experiencing cogito, the cognition of reality begins. Radical doubt itself is the
essence and condition of cogito; it is the cognitive absolute. Thanks to the method
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of radical doubt, a new being — a thoughtful substance - is discovered or created.
The next generator of substance, i.e. the proof for the existence of God, allows us to
reach the extended substance. In this way, the Cartesian proof for the existence of
God becomes the next cognitive absolute. Therefore, we have two originally dis-
junctive fields, generated and connected by means of cognitive absolutes: the
method of radical doubt, the proof for the existence of God, and various scientific
methods. Cognitive absolutes play the role of supports of the concept of truth and
designate the methods of knowledge construction. Moreover, tiiey indicate the level
of development of science.

Leibniz presents this problem in a different way. The matter is also infi-
nitely divisible, however, at a certain stage of division, a new quality monad ap-
pears. For an external observer, any further division of this monad is impossible;
however, internal activity of a monad is responsible for its ability to enter the
depths of being inside. Unlike Descartes, scientific methods for Leibniz (rules of
logic, the principle of continuity, the method of exhaustion) do not result from a
certain limit process (e.g. radical doubt) but they do precede human intellectual ac-
tivity. A limit process, i.e. reduction of being to the simplest elements, provides us
with basic concepts to build the whole knowledge. We are able to understand these
concepts due to pre-mathematical intuition. For Leibniz, the general pattern of
knowledge construction is different from that of Descartes. The rules of logic, the
principle of continuity and other principles (among others the Archimedean method
of exhaustion), are cognitive absolutes; they generate all beings and, contrast to the
theory of Descartes, they are the elements of cognised reality. These principles are
dependent on one another; they are superimposed upon one another (starting with
the logical and ontological principle of identity). Due to it, the cognised reality is
perceived as oneness (there is no Cartesian tear of being).

Despite various differences, both projects of mathesis universalis (of Des-
cartes and Leibniz) are similar. Knowledge is constructed in two stages:

1. The INFINITARY stage, based on the limit process (radical doubt, or reduction
of being until the simplest element, i.e. a monad, is obtained) as a result of
which we obtain die basic elements necessary for further construction of
knowledge. Descartes chooses scientific methods, Leibniz - quasi-mathemati-
cal beings (like a differential). Both scientific methods of Descartes and the
beings of Leibniz are of universal value and they are supports of truth.

2. The FINITARY (construction) stage, where all possible knowledge is built out
of basic elements, obtained in the first stage.

In the Descartes’ theory, the first stage results in separate beings and meth-
ods permitting us to connect generated beings into one structure. Only this struc-
ture, restoring the unity of being, reflects the truth of reality. Scientific methods are
the support of truth, and they cancel contradictions of entities recognised earlier. In
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the theory of Leibniz, being is created in the first stage; it is a unity and a support of
truth. Scientific methods are not to cancel contradictions between separate beings
but only to reveal the primitive truth of a given being.

In the last two subsections of Chapter IV, the author discusses differences
between the Cartesian and Leibnizian program of mathematization of knowledge,
following the concept of a differential (and a limit) used by various mathematicians
(de 1’Hospital, Bolzano and Cauchy following the program of Leibniz and
d’Alembert; Simon Lhuilier and Lagrande following the conception of Descartes).
The concept of a differential (i.e. infinitesimal of Leibniz) served as the basis for
the definitions of a derivative and integral, at least in the case of Leibniz. This con-
cept, perceived as a metaphysical one due to its inaccuracy and mysteriousness,
evoked a very emotional response. It was possible to get rid of it, however, with
considerable complications to the calculations. On the other hand, dealing with
something elusive and incomprehensible seemed to be unworthy of mathematics.
The author explains why the inclusion of a new but inaccurate concept in mathe-
matics was something acceptable in the Leibniz' program, and unacceptable for the
program of Descartes. Discussions and analyses referring to the appropriate use of
the concept of differential helped to present all problems connected with the
mathematical interpretation of the idea of extensiveness.

In the X1X-th century, Bolzano and Riemann formulated a new program of
mathematization of knowledge. It was tlie idea of mathesis universalis, following
the mathesis universalis of Descartes or Leibniz. However, their programs were dif-
ferent from Descartes and Leibniz in some aspects. This new idea made deeper
analysis of the idea of continuum possible.

In the first part of chapter V (subsection | and subsection 2 in part) the
author concentrates on Riemann’s philosophical reflection of knowledge. It serves
as the basis for analysing the differences between the modern vision of mathesis
universalis (the differences being defined mainly by Descartes and Leibniz) and a
paradigm that emerges from the reflections of Bolzano and Riemann. Although
Bolzano did not directly influence Riemann, the ideas of the latter may be regarded
as a continuation of Bolzano’s concepts in the sphere of reconstruction of mathe-
matical foundations and building a new conception of mathesis universalis. Within
this new conception, new ideas leading to the dimension theory, Dedekind’s real
continuum and Cantor’s set theory were born. In Bolzano’s project, there clearly
appears the idea of reconstructing tlie logical foundations of mathematics. It was
important for new mathematical fields, although they were mainly Riemann’s pa-
pers that appeared to be essential. Bolzano’s idea is analysed in subsection 3 and 4.

The following subsections (4, 5, 6, 7) deal with the analysis of tlie origin of
theories formulated in the X1X-th century, extremely important for the understand-
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ing of the mathematical sense of the concept of continuum. The theories in question
are: a dimension theory (subsection 4), a real numbers theory (subsection 6), and a
set theory (subsection 7). The author also presents some ideas of Riemann’s, falling
within his manifold theory, essential for understanding the problem of continuum
(subsection 5).

Whereas, in the case of Bolzano, an attempt to define the foundations of
geometry and provide ,,proper” definitions of key geometrical concepts made him
formulate a definition of geometrical definition, the program of defining the foun-
dations of calculus and providing precise definitions of concepts such as, e.g., con-
tinuity, limit, series, integral, infinitesimal, led R. Dedekind to give the definition of
real numbers by means of algebraic methods. These efforts resulted in the formula-
tion of algebraic continuum. Dedekind noticed a similarity between the structure of
rational numbers and that of a geometrical line. It appears, however, that there are
infinitely more points on a line than rational numbers, and therefore, they have a
different kind of continuity. If we want to arithmetically express all the properties
of geometrical continuum (which was Dedekind’s wish), it is absolutely necessary
to construct ,,a tool” made up of numbers including, apart from rational numbers,
new, irrational numbers. It is to be done on the basis of rational numbers and their
properties. Only then, new numbers have the same continuity as a geometrical line.
This continuity is defined arithmetically as a special division of rational numbers
(Dedekind’s axiom). In this way, a rational number corresponds to each point on a
geometrical line (a real line is devoid of ,,gaps” and it becomes complete). Instead
of analysing a geometrical line and the points lying on it, we may consider a real
line and the numbers that constitute it. New numbers were called ,jeal”.

Cantor formulated basic topological concepts. However, in order to define
them precisely, one had to define the concept of a set and make it a mathematical
being which, in turn, required solving the problem of describing a function by
means of a trigonometric series. In consequence, Cantor introduced a definition of
real numbers, a concept of a linut point, interior, connectedness, and a perfect set.
At last there appeared a definition of continuum as a set, which is perfect and con-
nected. In the case of closed subsets of Euclidean space, Cantor’s definition corre-
sponded witli the modern understanding of topological continuum.

The above theories are the basis for geometrical topology, especially the
continuum theory, which is close to a new vision of mathesis universalis.

In subsection 8§ the author, following the considerations and scientific out-
put of Bolzano, Riemann, Dedekind and Cantor, analyses a new vision of mathesis
universalis (closest to the Archimedean conception), and formulates its basic, char-
acteristic elements. These elements are vital for the comprehension of changes that
occurred in mathematics at the turn of XIX-th and XX-th century.
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1. Introduction of the concept of set as a system of indivisibles.

2. Intuition is no longer a sufficient tool to create objects underlying the
fundamentals of mathematics (e.g. the concepts of differential, continu-
ity, limit, function in a modern scheme are seen as pre-mathematical,
intuitively understood objects).

3. Building mathematical intuition on the grounds of constructions (origi-
nally they have a paradoxical, non-intuitive character) and definitions.

4. Incorporating the objects and concepts from other sciences into mathe-
matics and preserving (at least to a certain extent) the meanings, refer-
ences and primitive intuitions (e.g. the concept of infinity, continuity,
continuum,).

5. Generating new qualities through some infinite processes and limit proc-
esses, intolerable in earlier mathematical methods. Then, certain con-
structions have the qualities, which are not possessed by the objects un-
derlying these constructions; at the same time they have many key
qualities of the objects in question which is putting together seemingly
contradictory qualities.

Chapter VI concentrates on the topological concept of continuum (and the
Continuum Theory) that appeared in mathematics. The way this concept came into
being was consistent with a new idea of mathesis universalis, created in the XIX-th
century. The papers of Brouwer and Janiszewski, written in the years 1910-1912,
were the strongest stimulus for the origin of the Continuum Theory, and they re-
sulted in receiving the first, meaningful effects.

The author starts the first subsection presenting Janiszewski’s philosophy of
mathematics and shows its conformity with a new vision of mathesis universalis.
The next subsection concentrates on the topological concepts of connectedness and
compactness, which appeared at the beginning of the XX-th century, and became
the basis for the definition of continuum. The papers of Jordan (the concept of con-
nectedness) and Frechet (the concept of compactness) were crucial.

The third subsection analyses the first indecomposable continuum, con-
structed by Brouwer. The method of universalism in mathematics worked out by
Bolzano and Riemann was boldly carried on by Brouwer. In 1909, Brouwer con-
structed the first indecomposable continuum. He analysed theorems formulated and
proved by Schoenflies concerning the fundamentals of plane topology, which were
also an attempt to characterise plane curves. Brouwer noticed their falsehood; also
the constructed continuum (indecomposable) was a counterexample for these theo-
rems. Before Brouwer, it appeared that every continuum was decomposable, i.e. it
could be presented as a sum of two proper (i.e. different from the wholeness) sub-
continua.
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Intuition, shaped upon current experience, is unable to imagine an inde-
composable continuum. Such indecomposability seems to negate the essence of
continuum as a set, which can be divided into arbitrary small parts (sub-continua).

In subsection 4, the author analyses Janiszewski’s characteristic of theo-
rems, concerning an arc and a sphere. Janiszewski, following his idea of mathe-
matical research (just as Bolzano), dealt with basic geometrical figures in order to
find the accurate fundamentals of geometry. His characteristics of an arc (each con-
tinuum locally connected and irreducible between two points is an arc) and of
a sphere (if the sum of two optional continua, whose intersection is not connected,
cuts a given space, which is additionally locally connected and without cut points,
the space in question is homeomorphic with the sphere S2) were an important step
towards understanding the mathematical aspect of the concept of continuum.
Janiszewski, while studying e.g. irreducibility, constructed (following Brouwer’s
method) a continuum (indecomposable) and showed in it three such points that,
between eacli pair of them, the continuum was irreducible. This feature appeared to
be characteristic for indecomposable continua.

Subsection 5 discusses Janiszewski's paper, read out at the Congress of
Mathematicians in Cambridge, 1912. It presents the most important results that
triggered the development of the Continuum Theory (the works of Kuratowski,
Janiszewski, Mazurkiewicz, Knaster, Bing and Moise). The second part of the pa-
per, in which Janiszewski presented an example of a continuum that did not include
any arc was of key importance. He stressed the weakness of the contemporary defi-
nitions of curves and surfaces. He wanted to construct such a continuum whose
every part would include condensation continua. Such a continuum is obtained as a
limit effect of condensation of singularities in an interval. Also, two questions,
asked by Polish mathematicians, were essential for the development of the Contin-
uum Theory. In 1920, Knaster and Kuratowski asked about the topological charac-
teristics of a simple closed curve, which corresponded to Janiszewski’s program.
The question was as follows: Does each homogeneous continuum lying on a plane
have to be a simple closed curve?

The search for the answer to this question influenced the development of
geometrical topology. New mathematical objects were created, which was a coun-
terexample of the formulated hypothesis. The question asked by Mazurkiewicz in
1921 also reflected an important problem: Does each plain continuum, homeo-
morphic with any of its undegenerated sub-continua, have to be an arc? It made
Knaster (1922) and Moise (1948) construct a continuum that was hereditarily inde-
composable, called a pseudo-arc (it was a counterexample to questions asked ear-
lier). Knaster used ,,the method of bands” to construct the first hereditarily inde-
composable continuum.
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Some years later, Mazurkiewicz proved a theorem saying that every com-
pact space of dimension greater than one included an indecomposable continuum.
Indecomposable continua, especially those hereditarily indecomposable, appeared
to be important objects of research. All geometrical constructions known before
were quite different from them, therefore, it was generally assumed that such conti-
nua appeared extremely rarely. The theorem proved by Mazurkiewicz means, ho-
wever, that indecomposable continua appear frequently in mathematics. The defini-
tion of an indecomposable continuum seems to make the properties concerning the
continuum itself quite absurd. Whereas in the case of any continuum, its decompo-
sition into a countable sum of disjoint proper sub-continua (c.f. Sierpinski’s theo-
rem, chapter II, Par.2) is not possible, for indecomposable continua such decompo-
sition is impossible in the case of any proper sub-continua. This seems to be con-
tradictory to the general idea of continuum as such being, which we can divide infi-
nitely, obtaining smaller and smaller continua, from which - at every stage - the
original continuum may be restored. This seems to support the conclusion derived
from the paradox of dichotomy of Zeno of Elea. Aristotle thought that the continu-
um cannot be restored only from points (as discrete elements); here it appears that
even undegenerated sub-continua are not fitted to this purpose.

The most important issue is to construct a hereditarily indecomposable con-
tinuum. Transferring the properties of indecomposability to any sub-continua of
a given continuum seems to deepen the problem in question. However, die possibil-
ity of constructing such a continuum shows that restoring the whole continuum out
of its particular parts does not need to have a lot in common with ,,a method of
a local sticking together of particular pieces”, but may be a kind of an instant con-
necting of all those elements. Consequently, there appears a possibility of main-
taining the philosophical importance of the concept of continuum.

Subsection 6 shows the importance of constructing indecomposable and
hereditarily indecomposable continua for taking over, by the concept of continuum,
the role of a cognitive absolute.

On the grounds of'the historical analyses presented in the previous chapters,
Chapter VII analyses a new criterion of truth that refers to the new program of
mathesis universalis. Some contemporary conceptions of truth (Pierce, Heidegger,
Frege, Lakatos, Wittgenstein) are analyzed as an example of a new criterion of
truth. The next part concentrates on the description of Robinson’s non-standard
analysis, in order to show the possibilities of further development of continuum,
within a new vision of mathesis universalis. 1t shows, among others, that comple-
menting rational numbers with irrational numbers does not remove ,,gaps” on a real
line and that there are connected sets on a line, whose sets are not intervals. This
fact may be of a great philosophical value: the lack of any kind of being may be
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caused by insufficient logical tools. Therefore, a logical apparatus should be ex-
tended in advance, without paying attention to ,,Okham’s razor”. Only then can we
obtain expected properties.

The last part presents the mon-triviality of the problem of mathematization
of nature, within a new vision of mathesis universalis. It is important to make use of
the historical analyses worked out in this paper because only a broader context al-
lows us to understand the significance of this problem. There are some arguments
underlying the theory that the problem of mathematization is a non-trivial philo-
sophical question. The most important argument claims that there are irreducible
concepts in mathematics, which correspond to other fields of knowledge. These are
channels that connect mathematics to these fields of knowledge - also to philoso-
phy. These concepts can be reduced neither to logic, nor to mental constructions nor
empirical facts. For Riemann, sucli irreducible mathematical being was the concept
of a manifold, for Dedekind - the principle of continuity, for Cantor - the concept
of an infinite set. Poincare claimed that the truth of every mathematical theorem is
based on the principle of mathematical induction. The author closes the work with
the presentation of the fact of irreducibility of the concept of continuum.
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