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WSTEP

1. Zadania statystyki. Statystyka ma za zada-
nie opis standw rzeczy na podstawie wielkiej
ilosci danych. Na przyklad ustalono pewnego razu w An-
glii na podzialce przyrzadu mierniczego polozenie jednej
z kresek pod mikroskopem. Pomiar powtorzono 40 razy i otrzy-
mano nastepujace wyniki¥y w dziesigciotysiecznych czeSciach
yarda.

368 281 548 328 3,11 465 3,76 3,78
476 327 459 322 275 4,08 2,64 398
4,15 451 298 391 508 443 421 521
295 343 523 443 635 326 445 228
3,78 248 395 410 449 484 266 4,18

Albo przy oznaczaniu liczby kwiatow w szczytowych ko-
szykach blawatka (Centaurea Cyanus) autor tej ksigzki stwier-
dzit u 40 okazéw wzietych na chybi trafi z p6l w okolicach
Zimnej Wody pod Lwowem nastepujace liczby kwiatow:

30 27 33 33 30 41 34 33 33 39
30 33 32 33 35 35 33 27 36 28
3530 27 39 37 31 36 26 26 29
25 41 41 37 35 28 30 28 35 28

Takie dane mogg mie¢ zreszta charakter jakosciowy, np.
dotyczy¢ ptci noworodkéw, barwy kwiatow itp. Jako przykiad

1) Comptes Rendus. Tom 106, str. 784 (1888).
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przytocze dane co do pici 40 dzieci ochrzczonych w rzymsko-
katolickiej parafii w Zimnej Wodzie w czasie od 3 wrze$nia
1916 do 12 maja 1918 roku:

Ilos¢ podobnych danych w ogromnej wickszosci zagadnien
jest nieograniczona — mozna przeciez te same pomiary powta-
rza¢ tyle razy, ile si¢ tylko spodoba i zbieraé btawatki bez
konca z coraz to innych pol albo ze specjalnych kultur. Jest na
og6l niemozliwoscig bra¢ pod uwage wszystkie mozliwe dane.
Wypada zadawalac¢ si¢ ich czgscia, starajac si¢ zreszta o to, by
mie¢ ich jaknajwigcej. Mowi si¢ przeto w statystyce o pro-
bach takiej czy innej populacji, rozumiejagc pod proba
zbiér danych w rodzaju przytoczonych czterdziestek a pod
populacja ogot istniejacego lub mozliwego do uzyskania mate-
rialu faktycznego. Nazwa populacji pochodzi stad, ze staty-
styka zrodzita si¢ z zagadnien spolecznych i politycznych i do-
tyczyla poczatkowo gléwnie ludnosci. Dla uniknigcia nieporo-
zumien, warto jest zaznaczy¢, ze populacja nie jest zbiorem
jakich$ cial ani zjawisk, tylko zbiorem liczb okreslajacych
cechy cial lub zjawisk albo zbiorem jakosciowych okreslen
tych cech.

Spotyka si¢ zrzadka populacje ograniczone, naprzyktad
fakty dotyczace ludnosci danego kraju w danym czasie. W ta-
kich przypadkach mozna operowaé catoscig populacji, co jednak
w praktyce jest zwykle niewykonalne. Jezeli chodzi na przy-
ktad o okreslenie wzrostu ludnosci, niepodobna wymierzy¢ go
u wszystkich ludzi danego kraju. Trzeba zadowoli¢ si¢ proba,
dotyczaca najwyzej kilkudziesieciu tysigcy osobnikow, ktorych
si¢ bierze zwykle wsrdéd poborowych.

Stwarza si¢ w ten sposob konieczno$¢ sadzenia o popu-
lacji wedlug proby, o caloSci na podstawie przypadkowej
czesci jej, ktora przy nieograniczonym zakresie populacji jest
znikomo mata, a nawet przy ograniczonym zakresie nigdy nie
stanowi powazniejszej jej czesci. Charakter proby zalezy



zawsze w pewnej mierze od przypadku. Pociaga to za soba
szerokie zastosowanie nauki o prawdopodobienstwie w staty-
styce. Zato tez proby muszg mie¢ naprawde
przypadkowy charakter. Wszelkie dobieranie
ich. nieswiadome c¢zy rozmyslne, prowadzi
zawsze do falszywych wnioskow.

Trzeba jeszcze do tych ogoélnych uwag o statystyce dodac
wyjasnienie wartosci jej wynikow. Pod tym wzgledem zacho-
dza nieraz nieporozumienia. Chodzi o to, ze wyniki badan
statystycznych charakteryzuja populacje,
opisuja je, ale nie dajg nic ponadto. Szczegélnie
ciekawe nieporozumienie zachodzi pod tym wzgledem odnos$nie
do doktadnos$ci pomiaréw. Przyjmuje si¢ powszechnie, ze Sred-
nia arytmetyczna obliczona z wynikow pomiaréw zbliza si¢
nieograniczenie do mierzonej wielkosci w miarge zwigkszenia
ilosci pomiaréw. Otéz tak nie jest. Srednia obliczana z co-
raz liczniejszych pomiardw zbliza si¢ istotnie do prawdziwej
$redniej charakteryzujacej populacje zlozong z wynikéw po-
miaré6w wykonanych i niewykonanych, ale mozliwych do wy-
konania. Nie wynika jednak z tego bynajmniej, by S$rednia
tej populacji byla identyczna z mierzong wielkoscig. Jest to
zatozenie niczem nieuzasadnione. Prawdziwa warto$¢ mierzo-
nej wielkosci nie moze by¢ ta droga ustalona i zdaje si¢ nie
da wogodle ustali¢. Na ten temat prowadzili dyskusje ludzie tej
miary co Laplace i Gauss ale bezskutecznie. Ciekawe
uwagi w tej kwestii znajdzie czytelnik w rozprawie szwedz-
kiego astronoma Charliera pt. ,lieber das Fehlergesetz”
(Meddelanden fran Lunds Astronomiska Observatorium N 24).
Obszernie referuje odnosne dyskusje Czuber w ksigzce pt.
,Theorie der Beobachtungsfehler” (Lipsk 1891), w ktorej jest
podana zrédlowa literatura.

W koncu trzeba omowi¢ podziat zajmujgcej nas nauki.
Mozna w niej wyr6ézni¢ dwa dziaty. Jeden zajmuje si¢ pojedyn-
cza populacja. Przedmiotem drugiego sa zwiagzki zachodzace
miedzy populacjami, na przyklad zwiazek miedzy wzrostem
synow a wzrostem ojcow, zwigzek miedzy barwa wlosow a bar-



wa oczu. Zwigzki te sg uyymowane jako zaleznosci funkcjonalne,
nie przyczynowe. Dlatego tez z dwoch populacji, pozostaja-
cych ze sobg w zwiazku, uwaza si¢ bez roznicy jedng lub druga
za zmienng niezalezng. Na przyklad, jak chodzi o zwigzek mie-
dzy wzrostem synéw a wzrostem ojcéw, rozpatruje si¢ rdwno-
czesnie zalezno$¢ wzrostu synéw od wzrostu ojcOdw 1 zaleznosé
wzrostu ojcow od wzrostu synow, jakkolwiek z pewnoscia
w tym drugim przypadku nie zachodzi zwigzek przyczynowy.
Mowi sie przeto w statystyce nie o zaleznosci, lecz o wspot-
zaleznosci miegdzy populacjami. W tym zagadnieniu sta-
tystycznym, tak samo jak we wszystkich innych, chodzi tylko
0 Opis.

2. Materialy statystyczne. Moga one mie¢ tres¢ bardzo rozna.
Poczatkowo stosowano metody statystyczne tylko do zagadnien
spotecznych i politycznych (sktad ludnosci, rozdzial majatku,
podatki itp.). Sama nazwa statystyki stad pochodzi. Wywodzi
si¢ ona z tacinskiego wyrazu status, ktoremu w Sredniowie-
czu nadano sens réwnoznaczny z wyrazem panstwo — stad
w jezyku angielskim panstwo oznacza si¢ wyrazem state,
w niemieckim przez Staat, we francuskim przez ¢&tat.
Statystg dawniej nazywano me¢za stanu, co np. mozna
widzie¢ w tekscie ,,Hamleta” pochodzacym z roku 1602. Pierw-
szym, ktéry uzyt wyrazu ,statystyka” w obecnym jego zna-
czeniu, mial by¢ Gotfryd Achenwall, profesor nauk
politycznych w Getyndze, autor dziela ,,Abriss der Staats-
wissenschaft der europidischen Reiche” (1749). Nie jest to
pewne, niektoérzy autorowie twierdza, ze nazwa ta byla przed
Achenwallem uzywana przez Schmeitzelal).

Nastepnie juz w wieku XIX., za inicjatywa Belga J axo6b a
Queteleta (1796—1874) i zwlaszcza Anglikow Fran-
ciszka Galtona (1822—1911) i Karola Pearsona
(1857—1936) wprowadzono metody statystyczne w szerokiej
mierze do nauk biologicznych. Wyrazem tej pracy angielskich
badaczy jest czasopismo ,Biometrika”, wychodzace od ro-

9 Zob. André Liesse. La statistique. 5 wyd. Paryz 1933, str. 2.



ku 1902. Biometria nazwano statystyke biologiczng. Jed-
noczesnie metody statystyczne zastosowano w szerokiej mierze
do zagadnien kinetycznej teorii materii i nawet do zagadnien
dotyczacych gwiazd stalych, nie liczac zastosowania tych me-
tod do okreslenia bledéw obserwacyjnych.

Te réznice w tre$ci materialbw maja jednak mate znacze-
nie, — stosuje si¢ w nich zawsze te same metody. Na przy-
ktad zagadnienie iloSci ptatkéw w kwiatach jaskrowatych jest
opracowywane tg samg metoda, co czestos¢ wypadkow $mierci
w armii od kopni¢cia konia (zob. ust. 37). Natomiast powazne
znaczenie majg roznice w jednolitosci mate-
riatlow.

Mozna wogole postawi¢ na czele metodyki statystycznej
Wymaganie, by materiat byt jednolity. Nie nalezy tego rozu-
mie¢ dostownie, bo w przyrodzie niema dwoch rzeczy i zdarzen
w zupelnosci do siebie podobnych. Nie tylko organizmy tej
samej rasy nie sg jednakowe, ale prawdopodobnie nawet atomy
tego samego pierwiastka i zawarte w nich elektrony. A co do-
piero moéwi¢ o zdarzeniach, jak pomiary, obserwacje i stany
pogody. Chodzi tu o jednolitos¢ wzgledng. Trzeba natomiast
zdawaé sobie sprawe z jej stopnia, ktory zreszta moze by¢é
rozny, zaleznie od charakteru zagadnien.

Uchybienia zasadzie jednolitosci mogg doprowadzi¢ do naj-
bardziej niedorzecznych wnioskow. Na przyktad w okresie czasu
okoto roku 1938 pewien odtam prasy francuskiej podniost alarm
z powodu rzekomo wielkiej przestgpczosci wsrod cudzoziemcow
mieszkajacych we Francji, m.i. wsérod Polakéw. Wniosek ten
byl oparty na stosunku liczby wigzniéw danej narodowosci do
jej ogolnej liczebnosci we Francji. Okazato si¢ jednak, ze wielu
cudzoziemcdéw przebywa w wigzieniu za przewinienia, ktoérych
Francuz we Francji popetni¢ nie moze, a mianowicie za nie-
legalny pobyt na francuskim terytorium. Po odrzuceniu tych
przypadkéw, ktore nie majg nic wspolnego z przestgpczoscia,
okazato si¢, ze stosunkowa liczba wigzniow cudzoziemcoéw nie-
wiele si¢ r6zni od odnosnej liczby wiezniow Francuzow i o wy-



jatkowej przestepczosci wsrdod cudzoziemcoOw we Francji nie
moze by¢ mowy.

Zasada jednolitosci materiatu statystycznego nie pozwala
m. i. na lgczenie w jedng populacje wynikow obserwacyj wy-
konanych przez rézne osoby, gdyz kazdy cztowiek ma swoiste
sktonnosci do popelniania btedow. Nie pozwala ona traktowac
tacznie dochodowos¢ inwestycji w roznych czg¢sciach kraju
z uwagi na roézne warunki ekonomiczne. Nie pozwala na do-
ktadniejsze poroéwnanie obserwacyj meteorologicznych wyko-
nanych w réznych miejscach, jezeli pochodza one z réznych
okresow itd.

Najwigksze bodaj znaczenie posiada omawiana zasada dla
nauk biologicznych, a to z powodu istnienia w obrebie nieomal
kazdego gatunku, rozumianego w zwyklym tego slowa znacze-
nia, licznych nieraz gatunkéw elementarnych, zwanych od-
mianami, rasami, czystymi liniami itp. Sa one nieraz do siebie
bardzo podobne i rdéznig si¢ tylko cechami ilo$ciowymi. Ma-
teriat wtedy wydaje si¢ jednolitym, co w istocie nie ma miejsca
Taki przypadek zachodzi np. u fasoli. Stwierdzil to Johann-
senl) mierzac i wazac osobno nasiona pochodzace od roéznych
jej osobnikow. Wynik tych pomiaréw byt nastepujacy: mozna
osobniki tej rosliny podzieli¢ na grupy takie, ze w obrebie
kazdej grupy $rednia waga i wymiary nasion beda jednakowe,
natomiast r6zne w roznych grupach. Te $rednie warto$ci utrzy-
muja si¢ bez zmiany w dalszych pokoleniach, wobec czego
kazda taka grupa stanowi odr¢gbny elementarny gatunek, na-
zwany przez Johannsena czystg linig. Pomieszane ze
sobg osobniki roznych czystych linij fasoli nie dajg si¢ roz-
pozna¢ przez wazenie i pomiary nasion, bo odno$ne wielkosci
wykazuja odchylenia od $redniej tego samego rzedu wielkosci
co roznica migdzy $rednimi, charakteryzujacymi dane linie
Naprzyktad czysta linia B ma srednig wage nasion 520 mg. za$
linia O — 310 mg, ale jednoczesnie w obu tych liniach sg na-
siona o wadze 250—520 mg.1

) W. Johannsen. Ueber Erblichkeit in Populationen und in
reinen Linien — Jena (1903).



U fasoli wyrdznienie gatunkow elementarnych bylo sto-
sunkowo tatwe, gdyz mozna bylo otrzymac bez trudu potom-
stwo kazdego osobnika oddzielnie bez udziatu innych osobni-
kéw, a to skutkiem samozapylenia wlasciwego tej roslinie.
Gorzej jest, jezeli roslina rozmnaza si¢ przez krzyzowanie, jako
to zwykle bywa. Wtedy para osobnikéw, biorgca udziat w roz-
mnazaniu, moze naleze¢ do réznych gatunkow elementarnych
Skutkiem tego gatunek bedzie mieszaning nie tylko gatunkéw
elementarnych, ale jeszcze i mieszancOw miedzy nimi. Otrzy-
manie jednolitego materiatu statystycznego staje si¢ wtedy da-
leko trudniejsze.

Material biologiczny moze by¢ niejednolity jeszcze z inne-
go powodu. W réznych warunkach bytowania iloSciowe cechy
organizmoéw zwykle wyksztatcajg si¢ r6znie, na przyklad wzrost
ludzi wyraznie .maleje przy niedostatecznym odzywianiu. Naj-
silniejsze zmiany tego rodzaju wykazuja ro$liny. Szczegdlnie
jaskrawym przykladem jest mak, ktérego liczne znamiona s3
nieraz przedmiotem rozwazan statystycznych. Jest ich naj-
czgsciej 13, ale to tylko w dobrych warunkach wegetacji. Nie-
korzystne warunki pomniejszaja ich ilo§¢ i to tak dalece, ze
w krancowych wypadkach tworza si¢ kwiaty z dwoma tylko
znamionami. Jezeli zatem chcemy stwierdzi¢, jaki jest wymiar
cechy wilasciwy danemu gatunkowi, trzeba bra¢ osobniki, ktore
wyrosly w jednakowych warunkach otoczenia. Otrzymany wy-
nik bedzie przytem wazny tylko dla danych warunkow. Nato-
miast material pochodzacy z réznego otoczenia nie bedzie jed-
nolity i da wyniki chwiejne.

Jezeli chodzi o ustalenie cech gatunkowych metodami
statystycznymi, trzeba nastgpnie mie¢ na uwadze, ze kazda
liczba w odno$nym materiale powinna odnosi¢ si¢ do innego
osobnika. Jest to szczegblnie wazne przy badaniu roslin, u kto-
rych widzi si¢ czgsto narzady pozornie jednakowe, np. kwiaty.
Dla uproszczenia pracy badacze sg sklonni traktowac réwno-
rzednie cechy takich narzadow bez wzgledu na ich przyna-
lezno$¢ do tych czy innych osobnikow. Na przyktad przy zli-
czaniach znamion w kwiatach maku brano wszystkie kwiaty.



Tymczasem kwiaty wykazuja wyrazne réznice zaleznie od po-
loZenia ich na roslinie. I tak autor tej ksigzki otrzymat dla
liczby znamion maku nastepujgce srednie u 100 osobnikow
wzigtych z pewnej kultury Ogrodu Botanicznego w Dublanach:

kwiaty szczytowe 12.80
kwiaty gornej galezi 12.14
kwiaty drugiej gatezi 12.61
kwiaty trzeciej galezi 13.05

Zatem gdyby si¢ wzigto wszystkie kwiaty maku bez wzgledu
na ich potozenie na roslinie, miatoby si¢ materiatl niejednolity.
Trzeba bra¢ tylko kwiaty szczytowe albo z pewnej okreslonej
gatezi, po jednemu z kazdego osobnika.

Na tym jeszcze nie koniec. Oddzielne ro$liny, ktore si¢
widzi w przyrodzie albo w kulturach, nie zawsze stanowia od-
rgbne osobniki — moga one by¢ odrgbnie Zyjacymi czg$ciami
tego samego osobnika. Nie dotyczy to maku, ktory jest jedno-
roczng ro$ling. Kazdy jego okaz wyrasta z osobnego nasienia
i jest odrebnym osobnikiem. Jezeli jednak wezmiemy trwate
rosliny rozmnazajace si¢ wegetatywnie, jak poziomki albo
ziemniaki, mozemy mie¢ mnostwo pozornie odrgbnych rolin,
bedacych tylko czesciami tego samego osobnika — cale pole
ziemniakéw moze stanowi¢ jeden osobnik! Takie pozornie od-
rebne osobniki noszag nazwe klonow. Otdéz roznice migdzy
klonami, pochodzacymi od tego samego osobnika, sa znacznie
mniejsze niz mi¢dzy naprawde¢ odrebnymi osobnikami. Przeto
zaliczanie do tej samej populacji cech klondéw, pochodzacych
od réznych osobnikow, da material niejednolity. W dziedzinie
zoologii ma si¢ takie trudnosci tylko u nizszych zwierzat.

3. Metody statystyki. Mnogos¢ materialu, ktorym operuje
statystyka, powoduje to. ze musi ona postugiwaé si¢ liczbami
nawet wtedy, kiedy material opracowywany ma charakter ja-
ko$ciowy. W tym ostatnim przypadku ustala si¢ ilo§¢ danych
dla tej lub innej cechy. Na przyktad w trzecim przykladzie
ust. 1| mamy 18 chlopcow i 22 dziewczyny. Z koniecznosci tedy
metody statystyki majag charakter materna-



tyczny. Statystyka jednak nie jest dzialem
matematyki.

Jest to kwestia zasadnicza nie tylko dla statystyki, lecz dla
wszystkich nauk zajmujacych si¢ badaniem rzeczywistosci, czy
to w dziedzinie przyrody, czy w zakresie nauk spotecznych
Zachodzi bowiem zasadnicza roznica migdzy wspomnianymi
naukami, ktore mozna nazwacé ,realistycznymi”, a naukami
matematycznymi. Mianowicie, podczas gdy w matematyce
zalozenia moga by¢ dowolne, w naukach reali-
stycznych muszg one wytrzymac probe spraw-
dzania. Sprawdzanie polega na poroOwnywaniu wnioskow
wyprowadzonych z zalozen z obserwowanymi faktami. Wyma-
gana jest zgodno$¢ jednych z drugimi, podczas gdy w matema-
tyce wystarcza logiczna konsekwencja przy wyprowadzaniu
wnioskow.

W stosowaniu metod matematycznych do zagadnien staty-
stycznych spotykamy si¢ z niemala trudnos$cia, wynikajaca
z charakteru danych statystycznych. Mianowicie liczby
materialodw, ktoérymi operuje statystyka sg
zawsze calkowite. Jest to oczywiste w przypadkach,
kiedy materiat otrzymuje si¢ przez zliczanie — kwiatow
w kwiatostanach, chtopcéw wsrod dzieci itp. Mniej oczywiste
sa przypadki, w ktéorych dokonuje si¢ pomiarow. Ma si¢ wtedy
liczby pozornie utamkowe, jak te, ktére zostaly przytoczone
w pierwszym przyktadzie ust. 1. Sa to jednak ulamki z tym
samym mianownikiem, a wi¢c wilasciwie liczby calkowite, po-
dajace ilos¢ jednostek miary uzytej przy pomiarach. We
wspomnianym przykltadzie taka jednostka jest milionowa
czg$¢ yarda. Dopiero opracowanie materialow daje liczby na-
prawde utamkowe, kiedy si¢ oblicza z rozng dokladnoscia
Srednie arytmetyczne, prawdopodobienstwa btedow i inne wiel-
kosci charakteryzujace populacje.

Niema przeto ciagltosci w materiatach statystycznych, pod-
czas gdy matematyka operuje przewaznie zmiennymi cigglymi.
Ten brak ciaglosci jest spowodowany w pewnej mierze szero-
kim rozpowszechnieniem niecigglosci w przyrodzie, daleko



szerszym niz si¢ to wydaje na pierwszy rzut oka. Pozornie
ciggta materia okazata si¢ zbiorem odrebnych czasteczek —
drobin, drobiny — zbiorem atomow, atomy — zbiorem pro-
tondow, neutronow i elektronéw. Ostatnio ,,zatomizowano” na-
wet energie, przynajmniej promienista, na kwanty i fotony.
Skutkiem tego ,,atomizowania” przyrody pomiary coraz czesciej
sa zastepowane przez zliczania. Naprzyktad dla charakterystyki
pierwiastkéw chemicznych uzywa si¢ obecnie numerow zamiast
ciezarow atomowych. Te numery sg to liczby elementarnych
dodatnich tadunkéw w jadrach atomowych. I tak wodér, ze
swoim cigzarem atomowym 1.008, jest okreslany jako pierwia-
stek numer pierwszy i to wraz ze swoimi dwoma odmia-
nami (izotopami), z ktorym jeden ma atomy dwa razy, a drugi
trzy razy cigzsze. Chlor, posiadajgcy ciezar atomowy 34.45, stal
sie¢ ze swoimi dwoma izotopami o ciezarach atomowych 35 i 37
pierwiastkiem numer siedemmnasty itd. Trzeba przy tym
jednak mie¢ na uwadze, ze gdyby nawet cigglo$¢ panowala
w przyrodzie, to nicuniknione uzycie jednostek w pomiarach
spowodowaloby zawsze rozbicie jej na wielokrotnosci uzytych
jednostek.

Matematyczne metody statystyki sg bardzo zawile i wy-
magajg dobrej znajomos$ci rachunku nieskonczono$ciowego i na-
uki o prawdopodobienstwie. Chcac umozliwi¢ korzystanie z tej
ksigzki mozliwie szerokim kolom czytelnikéw, nie bede mogt
poda¢ pelnego uzasadnienia omawianych metod. Natomiast
bede si¢ staral na przykladach z mozliwie réznych dziedzin
wyjasni¢ ich znaczenie dla nalezytego zobrazowania rzeczy-
wistosci.

Opracowanie metod statystycznych jest gldéwnie zastuga
angielskich badaczy, w szczegdlnosci Pearsona, Fishera
oraz Gosseta, ktory niewiadomo dlaczego ukrywal si¢ pod
pseudonimem Studenta. Nastgpnie duzo wniesli do tej
dziedziny pracy naukowej Skandynawowie, zwlaszcza szwedzki
astronom Charlier, oraz Rosjanie: Czebyszew, Czu-
prow. Powazny jest udzial polski, zwlaszcza dzieki pracom
S p. Wiladystawa Bortkiewicza.



Co si¢ tyczy nauki o prawdopodobienstwie, ktora odgrywa
wielka role w metodach statystycznych, to dzieje jej siggaja
bardziej odleglych czasow niz dzieje statystyki, czasow Bta-
zeja Pascala (1623—1662) i Jakoba Bernou lliego
(1654—1705).

W formie wspodlczesnej zostala ona ugruntowana przez
Laplace’a (1749—1827) w dziele pt. ,,Théorie analytique
des probabilités” ogloszonym w ostatecznej formie jako 3 wy-
danie w r 1820. Paryska Akademia Nauk wydata je ponownie
w roku 1886.

4. Literatura i pomoce. W jezyku polskim mamy trzy pod-
reczniki statystyki. Dwa sg oryginalne: J. Czekano w-
skiego ,Zarys metod statystycznych w zastosowaniu do an-
tropologii” (Warszawa 1913) oraz S. Moszczenskiego
,»,Metody statystyczne w zastosowaniu do organizacji gospo-
darstw rolniczych, ogrodniczych i lesnych” (Warszawa 1924).
Obie te ksigzki; mimo swojego specjalnego zadania, dajg dobry
przeglad metod statystyki.

Trzecim podrecznikiem w jezyku polskim jest thumaczenie
ksigzki angielskiego badacza Yule'a ,,Wstep do teorii staty-
styki” (Warszawa 1921). Jest pisany przystepnie, ale nieco
zawile.

Pozyteczne sa wreszcie artykuly A. L.ommnickiego,
drukowane w ,,Kosmosie, Seria B” z lat 1928 i1 1930 pt. ,,Za-
gadnienia statystyki matematycznej”.

W literaturze obcojezycznej najbardziej przystgpny wyktad
metod statystycznych znajdzie czytelnik w ksigzce dunskiego
botanika W. Johannsena ,FElemente der exacten Erblich-
keitslehre” (Jena 3 wyd. 1926).

Bardzo cenne s3 dalej dwa przystgpnie pisane podreczniki.
Jeden C. V. L. Charliera ,,Vorlesungen iiber die Grundziige
der matematischen Statistik” (Lund 1920). Drugi rosyjski B. U.
Romanowskiego ,Elementarnyj kurs matematiczeskoj
Statistik!” (Moskwa — Leningrad 1939).

Wymienione powyzej ksigzki nie wymagaja znajomosci ra-
chunku nieskonczonosciowego. Dla czytelnikow majgcych na-



lezyte przygotowanie matematyczne mozna poleci¢ dwa pod-
reczniki. Szczegolnie cenna jest ksigzka szwedzkiego statystyka
OskaraN. Andersona ,,Einfiihrung in die mathematische
Statistik” (Wieden 1935). Pisana jest z werwa i humorem, co
kontrastuje osobliwie z wielkim aparatem matematycznym.
Z koniecznosci trudna w czytaniu, przedstawia jasno omawiane
zagadnienia. Autor sprzeciwia si¢ stanowczo traktowaniu staty-
styki, nawet tzw. matematycznej, jako dzialu matematyki, co
znalazto swoj wyraz na wstgpie w podaniu motta z dziet Czu-
prow a: ,Statistik spielende Mathematiker konnen nur durch
mathematisch ausgeriistete Statistiker iiberwunden werden”.
Ciekawa jest osoba Andersona — Szwed podajacy si¢ za
za ucznia Rosjanina Czuprowa i Polaka Bortkiewicza,
uwzgledniajacy skrupulatnie dorobek polski, podajacy tytuly
prac polskich z dokladng pisownig, zatrudniony w Sofji jako
dyrektor Instytutu Statystycznego do badan gospodarczych na
Uniwersytecie.

Nie mniej cenna jest ksigzka R. A. Fishera, najwy-
bitniejszego obecnie angielskiego statystyka, pt. ,,Statistical
methods for research workers” (Edymburg Londyn, 6 wyd.
1936). Niestety, pisana stylem telegraficznym, jest zbiorem ta-
miglowek, pomimo licznych przykladow.

Zrodlowa literatura teoretycznej statystyki jest silnie roz-
proszona. S3 jednak dwa czasopisma specjalnie jej poswiecone:
wspomniana powyzej w ust. 2 angielska ,,Biometrika” oraz
mi¢dzynarodowe czasopismo ,,Metron” wychodzace we Wilo-
szech.

Co si¢ tyczy nauki o prawdopodobienstwie, mamy w jezyku
polskim jeden tylko podrecznik W. Gosiewskiego: ,Za-
sady rachunku prawdopodobienstwa” (Warszawa 1906). Z licz-
nych ksigzek w obcych jezykach mozna poleci¢ poza podstawo-
wym dzietem L.aplace’a zbiorowe dzielo wychodzace pod
redakcja Emila Borela od r. 1925 pt. ,,Traité de calcul des
probabilités”. Teoria statystyki jest nim objgta rowniez.

Do wykonania rachunkéw bardzo pozyteczne sg maszyny
do rachowania (arytmometry). Miedzy innymi bardzo wygodna




jest szwedzka maszyna systemu O d hn er. Niemiecka Brun-
s Vig a jest nieznaczng odmiang tej szwedzkiej maszyny o nieco
gorszym wykonaniu. Niestety, te maszyny sg drogie i nie kaz-
demu dostegpne.

Mozna jednak i bez nich prowadzi¢ badania statystyczne.
Trzeba w tym celu zaopatrzy¢ si¢ w tabele iloczynoéw, np. ,,Re-
chentafeln” Zimmermanna (Berlin 1918), ktore daja ilo-
czyny liczb trzycyfrowych przez dwucyfrowe i w znacznej mie-
rze zastgpuja maszyne do rachowania, o ile chodzi o mnozenie.
Daja one takze kwadraty, szesciany i pierwiastki kwadratowe
liczb trzycyfrowych. Jezeli jednak chodzi o dodawanie i odej-
mowanie, nic nie moze =zastapi¢ maszyny do rachowania.
W braku jej trzeba uzbroi¢ si¢ w cierpliwo$¢ i z rezygnacja
przyja¢ nieunikniong strat¢ czasu.

Tablice logarytmiczne sa oczywiscie niezbedne, ale te mo-
zna zawsze mie¢. Wystarczg S5-cyfrowe.



CZESC PIERWSZA
STATYSTYKA POJEDYNCZYCH POPULACJI

ROZDZIAL 1
SZEREGI ROZDZIELCZE

5. Ukladanie szeregu rozdzielczego. Pierwszym krokiem
w opracowaniu kazdego jako tako licznego materiatu statystycz-
nego, majacego posta¢ zobrazowang przykladami ust. 1, jest
ulozenie szeregu rozdzielczego. Poszczegdlne dane
w takim materiale noszag nazw¢ wariantow. Takie warianty
sg czesciowo jednakowe, czesciowo rézne. Trzebapoliczy ¢
ile razy powtarza si¢ kazdy rodzaj wariantow
i zestawié¢ ich czestosci. Takie zestawienie
nazywa si¢ szeregiem rozdzielczym.

Najprosciej przedstawia si¢ onjawiane zadanie, jezeli ma-
terial statystyczny sktada si¢ z danych jakosciowych. Ma si¢
wtedy do czynienia z niewielkg iloécig rodzajow wariantow
[ tak w trzecim przyktadzie ust. | mamy tylko chlopcow
i dziewczynki, pierwszych jest 18, drugich 22. Bardziej zawite
jest to zadanie w przypadkach materialu ilo§ciowego — jest
wtedy wigce] réznych wariantow. A wigc w przykladzie 2
ustgpu | mamy dla liczby kwiatdw w szczytowych koszykach
blawatka 15 réznych wartosci od 25—41. Napiszmy w jednym
wierszu te liczby we wzrastajacym porzadku ich wielkosci, nie
pomijajac tych, ktore nie sa wcale reprezentowane. Pod nimi
umiescimy ich czestosci, przyczem czesto$¢ nieobecnych war-
to$ci oznaczymy przez zero.

25 260 27 28 29 30 31 32 33 34
1 2 3 4 1 5 1 1 7 1

35 36 37 38 39 40 41
5 2 2 0 2 0 3

1)



UlozyliSmy w ten sposob szereg rozdzielczy dla danego ma-
teriatu.

Wartoéci wariantdow w takim szeregu mozna uwazaé za
warto$ci pewnego rodzaju zmiennej niezaleznej, tzw. zmien-
nej ewentualnej. Roézni si¢ ona od zmiennych niezalez-
nych rozpatrywanych w matematyce tym, ze przybiera tylko
wartosci catkowite, a wiec jest nieciggla. Odnosne czestosci mo-
zemy uwazac¢ za pewnego rodzaju funkcje takiej zmiennej nie-
zaleznej. Beda one zawsze dodatnie i catkowite albo réwne zeru,
zatem ta funkcja bedzie si¢ odznaczala réwniez brakiem cig-
glosci.

Forma otrzymanego szeregu (1) jest prowizoryczna i w dal-
szym ciggu trzeba bedzie jg ulepszy¢, ale juz teraz uzyskujemy
pewne informacje o badanej populacji. Przede wszystkim wi-
dzimy, w jakich granicach sg zawarte liczbowe wartosci wa-
riantdw, inaczej mowigc okreslamy zakres zmiennosSci
wariantow. Nastepnie stwierdzamy, ze posrednie wartosci wa-
riantow wystapily na ogét w wickszej ilosci, sa czgstsze, nato-
miast krancowe — zar6wno najmniejsze jak i najwicksze — sg
w mniejszej ilosci, sg rzadsze.

Rzucajaca si¢ w oczy wada rozpatrywanej formy szeregu
sg gwaltowne przeskoki w ciagu czestosci, spowodowane przez
przypadkowos¢ proby, np. 34 wystgpuje raz jeden, podczas gdy
sgsiednie warto$ci wariantow — 33 i 35— 7 1 5 razy. Tak jest
zawsze, kiedy wielko$¢ proby jest mala w poréwnaniu z wiel-
koscig wariantow. Lepiej to wypada, jezeli warianty sg mniej-
sze. Naprzyklad jezeli wezmiemy liczbg platkow u przylaszczki
(Anemone Hepatica), ktora to liczba waha si¢ w granicach od
6 do 11, to proba tej wielkosci, jaka byla wzieta u btawatka,
juz moze da¢ szereg wyréwnany. | tak naprzyktad préba:
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daje szereg rozdzielczy bez przeskokéw w czestosciach

6 7 8 9 10
19 12 7 1 1

Zwigkszenie proby wyroéwnuje stopniowo omawiane nie-
prawidtowosci szeregu rozdzielczego. Trzeba jednak duzego
materiatu, by osiagnaé ten cel bodaj w czesci, jezeli wartosci
wariantOw s3 znaczne. Na przyklad jezeli do czterdziestkowe;j
proby blawatka dodamy 260 wariantdw z tego samego mate-
riatu. by mie¢ probe z 300, otrzymamy szereg nastepujacy:

210 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 1 3 2 4 5 7 19 12 12

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
9 30 22 18 23 15 15 19 16 6

2
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 @

15 13 5 4 0 4 | 0 3 1
5152 53 54 55 56 57 58 59 60

3 0 0 1 0 0 0 0 0 0
61 62

1

W nowej formie szereg wykazuje w $rodkowej czesci
mniejsze przeskoki. Zupelne ich usunigcie jest niemozliwe na-
wet w wielotysigcznych probach — prawie zawsze zostaja one,
co prawda tylko na koncach szeregu.

Przytoczony powyzej wickszy materiat wykazuje rozsze-
rzenie zakresu zmienno$ci — wartosci wariantOw s3 teraz
w granicach od 21—62, zamiast 25 i 41. Dalsze powigkszenie
proby daloby prawdopodobnie dalsze rozszerzenie, zresztg tylko
do pewnej granicy. Widzimy zatem, ze zakres zmienno-

Sci zalezy nietylko od materialu, lecz od
wielkos$ci proby.



PRZEDMOWA.

Sprawa rozpowszechnienia, a zwlaszcza poglebienia znajo-
mosci metod statystyki matematycznej jest obecnie bardzo aktu-
alnym zagadnieniem nauki polskiej. Dotychczas nie posiadamy
bowiem w kraju osrodka gromadzacego teoretykow-specjalistow
pracujacych tworczo w tym dziale wiedzy, jakkolwiek w dzie-
dzinie jej zastosowan praktycznych mozemy si¢ wykazaé po-
waznym dorobkiem. Metody statystyki matematycznej zdobyly
sobie bowiem u nas prawa obywatelstwa nie tylko w réznych
dziatach nauk biologicznych, a przede wszystkiem w antropolo-
gii, lecz siegnety tez i do dziedziny nauk humanistycznych. Za-
rowno w etnologii jak i w jezykoznastwie, inicjatywa wyszla
przy tym ze strony nauki polskiej, rozwijajacej i unowoczesnia-
jacej prawie zupelnie zapomniane poczynania znakomitego
angielskiego etnologa E. B. TYLOR’a.

Zesrodkowanie si¢ na zastosowaniach angielskiej statystyki
matematycznej i na oryginalnym rozwinigciu aparatu indukcyj-
nego umozliwito stworzenie polskiej szkoty antropologicznej,
przeciwstawiajacej si¢ angielskiemu kierunkowi biometryczne-
mu swoimi mendelistycznymi zatozeniami, i pozwolilo na iloscio-
we uzasadnienie polskiej syntezy slawistycznej. Ponadto prze-
niesienie tych osiagnig¢ metodologicznych do dziedziny botani-
ki, stworzylo podstawy obiektywnego ustosunkowania si¢ do
zagadnien fitosocjologii, a w dziedzinie jezykoznastwa umozli-
wito nawet uporanie si¢ z zagadnieniem systematyki jezykow
australijskich.

Mimo tak powaznych osiggni¢é¢ zastosowan nowoczesnej
statystyki matematycznej w réznych dziedzinach wiedzy w bie-
zacym stuleciu i przy posiadaniu tak wybitnego teoretyka, ja-
kim w poprzedniej generacji byt $p. Wiadystaw BORTKIEWICZ,



a obecnie jest Jerzy Sptawa-NEYMAN, profesor Uniwersytetu
Berkeley w Kalifornii, nie posiadamy dotychczas uniwersytec-
kiego kompendium tej dziedziny wiedzy.

Sp. Dezydery SZYMKIEWICZ byt tak wyjatkowym biolo-
giem, ze posiadane wyksztalcenie matematyczne pozwalato mu
na podjecie trudu opracowania tego rodzaju podrecznika, jednak
byt on tak przecigzony swoimi zajeciami zawodowymi, ze spra-
wa poszta w odwloke. Dopiero czgSciowa przymusowa bezczyn-
no$¢ spowodowana przez wypadki wojenne i w tej dziedzinie
zaktualizowala prace nad podrecznikami uniwersyteckimi.
W tym dopiero okresie zostal napisany ten na znacznie skrom-
niejszg miare zakrojony podrecznik. Byl on planowany jako za-
rys elementarny, umozliwiajacy osiagniecie orjentacji ogolnej
i praktyczne stosowanie metod statystycznych. Stanowi on wy-
nik prac przygotowawczych do oddawna planowanego kompen-
dium, nieukonczonego wskutek przedwczesnej $mierci wielce
zastuzonego uczonego.

W Poznaniu, dnia 23. VIII. 1948 r.

Jan Czekanowski



Obecnos¢ przeskokow w czestosciach powoduje, ze szeregi
rozdzielcze poddaje si¢ przeksztalceniom. Mianowicie taczy sie
warto$ci wariantow w grupy rownej wielkosci, tzw. klasy,
i oblicza si¢ czestosci dla tych klas przez sumowanie czgstosci
zawartych w nich wartosci wariantéw. Ilo$¢ taczonych wartosci
nalezy wybra¢ o tyle duza, zeby czgstosci obliczone dla klas
zmienialy si¢ stopniowo. Jezeli w naszym materiale btawatka
utworzymy klasy po dwie wartosci, tego celu nie osiggniemy —
przeskoki wprawdzie zlagodnieja, ale zostana. Widoczne to jest
Z nastgpujacego zestawienia:

2122 23—24 25—26 27—28 29—30 3132
2 5 9 26 24 49

33—34 35—36 37—38 39—40 41—42 43—44
40 38 34 22 28 9

3
45—46 47—48 49—50 51—52 53—54 5556 G)

4 1 4 3 1 0

57—58 59—60 61—62
0 0 1

Trzeba wobec tego uzy¢ podziatdow klasowych wigkszych
Sproébujmy taczy¢é wartosci wariantéw po trzy. Mozemy to
uczyni¢ w trojaki sposéb, poczynajac od wartosci 19, 20 albo
21. W ogole jest tyle sposoboéw taczenia wariantow w klasy,
ile jest wartosci w klasie. Dla btawatka wobec tego bedziemy
mieli do wyboru trzy rézne formy szeregu (4), (5) i (6).

19—21 22—24 2527 2830 31—33 3436
1 6 16 43 71 56

37—39 40—42 43—45 46—48 49—51 52—54
50 34 9 5 7 1

)
55--57 58—60 61--63

0 0 1

Zasady i metody statystyki 2



20—22 23—25 26—28 29—31 32—34 3537
2 9 31 43 70 53

38—40 41—43 44—46 47—49 50—52 53—55
41 33 8 4 4 1
©)
56—58 59—61 62—64
0 0 1

21—23  24—26 27—29 30—32 33—35 36—38
5 11 38 51 63 49

39—41 4244 4547 48—50 51—53 5456
37 2 5 4 3 I
b (6)
57—59  60—62
0 1

Najlepiej wyréwnang formag szeregu jest trzecia (6). We
wszystkich trzech bardzo nieprzyjemnie zaznacza si¢ skrajny
wariant 62, odlegly od wszystkich innych. Takie skrajne wa-
rianty czasem si¢ odrzuca, czasem przeciwnie nadaje si¢ im
szczegblne znaczenie. Kwestia ta bedzie osobno omodwiona
w ust. 32. Wogole w wyborze przedzialow klasowych nalezy
kierowa¢ si¢ tym, by czgstosci zmienialy si¢ stopniowo. Poza
tym dobrze jest zwroci¢ uwage na to, by warianty o ile moz-
nosci byly skupione w $rodkach klas.

Szeroko$¢ klas nie powinna by¢ zbyt duza, bo wtedy sze-
reg wypadnie za krotki. Najdogodniejsza jest liczba klas migdzy
15 a 25. Nasz szereg jest wlasciwie troche za krotki, bo wpraw-
dzie w pierwszych dwoch formach ma 15 wyrazow (w trzeciej
14), ale ostatni wyraz jest oddzielony od reszty dwiema (w trze-
ciej formie jedna) pustymi klasami.

Dalej wazng rzecza przy opracowaniu szeregow rozdziel-
czych jest ustalenie granic klas i ich wartosci srod-



Ko wych. Granicami klasy nie sa jej krancowe warto$ci wa-
riantow. Na przyktad dla klasy 31—33 ani 31 nie jest granica,
ani 33. Granice klas wytycza si¢ posrodku mig-
dzy ostatniag wartoscia jednej klasy a pierw-
sza nastepnej. W ten sposéb granicami klasy 31—33 beda
liczby 30V2 i 33V2. Beda to fikcyjne warto$ci zmiennej ewen-
tualnej, zaden bowiem wariant nie ma utamkowych wartosSci.
Jest to jednak konieczne dla poréwnywania szeregdw rozdziel-
czych z cigglymi funkcjami, co bedzie rozpatrywane w rozdzia-
fach IV i VL

Wyznaczanie $rodkowej wartosci klasy, nazywanej takze
po prostu $rodkiem klasy, nie przedstawia zadnych trudnosci,
jezeli klasy zawieraja nieparzysta ilo§¢ wartoSci wariantow.
Tak jest z formami (4), (5) i (6) naszego szeregu, gdzie na przy-
ktad dla klasy 31—33 s$rodkowa wartos$cia bedzie 32. Zadanie
jest bardziej zawite, jezeli ilos¢ wartosci wariantow w klasach
jest parzysta, jak w formie (3). Wtedy trzeba przyjac¢ jako war-
tos¢ s$rodkowa fikcyjng warto§¢ zmiennej ewentualnej po
srodku klasowego podziatu. I tak w formie (3) dla klasy 31—32
wartoscig srodkowa bedzie liczba 3IV2.

Wartosci srodkowe sa niezbedne dla rachunkowego opra-
cowywania szeregéw rozdzielczych. Wtedy, jak to zobaczymy
w nastgpnym rozdziale, sluza one do wyznaczania numerow
klas. Te numery oblicza si¢, dzielac wartosci
srodkowe przez szerokos¢ klas, to znaczy
przez liczbe wartosci wariantow w klasie.
Otrzymuje si¢ liczby catkowite, albo mieszane, np. w formie
(5) otrzymamy numery 7, 8, 9, . . ., w formie za$ (4) 6%, 7%,
8%, . . . Liczby mieszane jako numery wygladajg troch¢ gro-
teskowo, ale to nic nie szkodzi. Chodzi bowiem o to, ze przez
wprowadzenie ich mozna opracowywac szeregi tak, jakgdyby
warianty nie byly zgrupowane i jakgdyby w kazdej klasie
mialy jednakowg warto$¢, rownag numerowi, danej klasy. N u-
mery w ten sposéb bgdag niczy.m innym jak oso-
bliwa forma zmiennej ewentualnej. Ze zwyklymi
zmiennymi ewentualnymi maja one t¢ wilasciwo$¢ wspodlna, ze



w ciggach przez nie zlozonych sgsiednie wyrazy roznig si¢ o je-
dynke, tak samo jak w ciggach wartosci zwyktych zmiennych
ewentualnych.

Jednoczesnie z wprowadzeniem numerdéw klas trzeba zmie-
ni¢ liczbowe warto$ci granic, dzielac je takze przez szerokos¢
klas. A wigc granice dla szeregu formy (5) beda 6VZ
71-, 8%,..., dla formy za§ (4) 6lk, 7l», 8l/«,... Znowu otrzy-
mujemy ciagi, ktérych wyrazy roznia si¢ o jedynke.

Jest czesto rzecza korzystng podawaé dla warto$ci warian-
tow czestosci wzgledne, ktore otrzymuje si¢ dzielac
czestosci przez liczbe wariantéw. W zwigzku z tym dla unik-
nigcia nieporozumien, czesto$ci nazywa si¢ nieraz czesto-
Sciami bezwzglednymi. CzestoSci wzgledne sa ulam-
kami, ktorych suma powinna by¢ rowna jednosci. W praktyce
rozni si¢ ona zwykle cokolwiek od jednosci z powodu odrzu-
cania dalszych dziesigtnych.

Takie przeliczenia sa pozyteczne migdzy innymi przy po-
réwnywaniu podobnych materialéw, zwlaszcza przy poréwny-
waniu réznych prob tej samej populacji. Naprzyktad dla liczby
kwiatow w szczytowych koszykach btawatka mozna przytoczy¢
oprocz podanego powyzej materiatu z pdél Zimnej] Wody ma-
terial pochodzacy z pewnej kultury Ogrodu Botanicznego
w Dublanach (tabela 5,1) a liczacy 200 wariantow. W tej tabeli
ciagi wartosci zmiennej ewentualnej i ich czestosci sa wypisane
w pionowych szeregach a nie poziomych, jak dotad. Jest to
zwykle wygodniejsze.

Zgrupujemy te dane w klasy po trzy, poczynajac od war-
tosci 19 jak w zestawieniu (4). Przeliczajac otrzymane czestosci
na czestosci wzgledne 1 zestawiajac je z czestoSciami wzgled-
nymi z materialu z Zimnej Wody, otrzymamy nastepujace po-
réwnanie (tab. 5,2).

Bardzo pozyteczne jest graficzne przedstawianie szeregdow
rozdzielczych. Sg na to dwa sposoby. W pierwszym z nich na
osi odcigtych oznacza si¢ warto$ci zmiennej ewentualnej albo
dla materialow grupowanych numery klas.
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Tabela 5,1

Liczby kwiatow w szczytowych koszykach blawatka z kultury
Nr 149 Ogrodu Botanicznego w Dublanach

Liczby Ich czg- Liczby Ich czg- Liczby Ich cze-
kwiatow stosci kwiatow stosci kwiatow stosci
19 1 30 11 41 4
20 3 31 14 42 2
21 1 32 19 45 2
22 1 33 14 51 1
23 4 34 13
24 2 35 14
25 6 36 11
26 5 37 1
27 12 38 11
28 17 39 5
29 23 40 3
Tabela 5,2

Zestawienie czestosci wzglednych liczb kwiatow w szczytowych
koszykach btawatka z Dublan i Zimnej | fody

Zakres klas Dublany Zimna Wod
19—21 0,025 0,003
22—24 0,035 0,020
25—27 0,115 0,053
28—30 0,255 0,143
31—33 0,235 0,237
34—36 0,190 0,187
37—39 0,085 0,167
40—42 0,045 0,113
43—45 0,010 0,030
46—48 0,000 0,017
49—351 0,005 0,023
52—54 0,000 0,003
55—57 0,000 0,000
58—60 0,000 0,000
61—63 0,000 0,003

Sumy 1,000 0,999



Z tych punktéw rysuje si¢ rzedne o dlugoscach proporcjo-
nalnych do odno$nych czgstosci. Laczac wierzcholki rzednych,
otrzymuje si¢ lini¢ tamanag (rye. 1).

Dla materialu btawatka wznosi si¢ ona i po osiagni¢ciu
pewnego szczytu, odpowiadajacego najczestszej wartosci, opada.
W innych przypadkach moze ta linia mie¢ inny ksztalt, np.

Rye. 1. — Wykres zmienno$ci dla liczby kwiatow w szczytowych

koszykach btawatka z Zimnej Wody. Wedlug drugiego sposobu

grupowania materiatu w klasy. Liczby u dolu oznaczaja nu-

mery klas, liczby u géry — czestosci wariantow w odno$nych
klasach.

posiada¢ kilka wierzcholkow itp. Nazywa si¢ ja krzywa
zmiennosSci, jakkolwiek nie jest to krzywa.

Daleko wazniejsza jest druga forma omawianych wykre-
sow. Na osi odcictych zaznaczamy teraz granice klas. Robimy
to nawet wtedy, kiedy warianty nie sg grupowane. Wowczas te
granice wytyczamy po $rodku miedzy warto$ciami wariantow.
Na zaznaczonych w ten sposob odcinkach o dlugo$ciach réw-



nych jedno$ci budujemy prostokaty o wysokosciach rownych
odnosnym czgstosciom. Otrzymamy ,,schodkowang” figuie
o formie w ogolnych zarysach podobnej do ,.krzywej” pierw-
szego sposobu (ryc. 2).

Takie figury nosza nazwe ,histogramow” wedlug terminu
wprowadzonego przez Pearson a.

Ryc. 2. — Histogram dla tego samego materiatu staty-
stycznego co w rys. .

Histogramy sa mato estetyczne. Ich warto$¢ ujawnia si¢
dopiero przy porownywaniu szeregow rozdzielczych z ciaglymi
funkcjami, ale juz teraz warto jest zaznaczyC, ze pola prosto-
katow w histogramach sg rowne odno$nym czesto$ciom, gdyz
podstawy prostokatow sg rowne jednosci. Suma tych pol rowna
si¢ liczebnosci wariantdow, w razie za$ uzycia cz¢stosci wzgled-
nych, rowne sa jednosci.

Skale odcietych i rzednych W obu rodzajach wykresow
moga by¢ rézne, gdyz chodzi tu o rézne rodzaje wielkosci, od-
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ciete bowiem przedstawiaja warto$ci zmiennej ewentualnej lub
numery klas, rzedne zas ich czestosci.

Dotychczasowe wywody o szeregach rozdzielczych doty-
czyly materialow otrzymywanych przez zliczenia. W przypadku
materialu pomiarowego opracowanie jego przedstawia si¢ tak
samo, gdyz ulamki figurujace w takich materialach maja ten
sam mianownik i sg wlasciwie liczbami calkowitymi. Roéznica
polega na tym, ze bedziemy tu mieli liczby tak duze i przeto
tak rézne, ze grupowanie wariantow w klasy bedzie zawsze
konieczne, podczas gdy przy materiale zliczeniowym moze by¢
zbyteczne, jak w przytoczonym powyzej materiale przylaszczki.
| tak w pierwszym przykladzie ust. | mamy milionowe czg¢sci
yarda, wahajace si¢ w granicach od 228 do 635. Jest tu w pro-
bie ztozonej tak samo z 40 wariantow nie 15 jak w przypadku
btawatka, lecz az 38 réznych wariantow, z ktorych powtarzaja
si¢ tylko dwa: 378 i 443.

Szerokosci klas w materiatach pomiarowych bierze si¢
zwykle w wymiarze 10 lub wielokrotnosci tej liczby. Jako
pierwszy wariant kazdej klasy bierze si¢ liczby wielokrotne 10.
Od tego prawidla odst¢puje si¢ tylko wtedy, jezeli te wielokrot-
nosci wystepuja szczegolnie czesto, co jest skutkiem zaokragla-
nia liczb. Dla pierwszego przykladu ust. | trzeba bedzie wzigé
szeroko$¢ klas w wymiarze stu jednostek pomiarowych i sze-
reg bedzie miat forme:

200—299 300—399 400—499 500—599 600—699
8 13 14 4 1

Trzeba przytern pamieta¢, ze jednostka pomiarowa dla zmien-
nej ewentualnej jest w nim milionowa czg¢$¢ yarda.

W tej formie szereg jest calkowicie wyréwnany. Wada
jego jest*to, ze ma za malo wyrazéw, co jest nieuniknione wo-
bec szczuptosci materiatu. Zaréwno granice klas, jak i wartosci
srodkowe beda reprezentowane przez fikcyjne warto$ci zmien-
nej ewentualnej. Naprzyktad dla klasy 400—499 granicami



beda liczby 3991/ i 4991/], srodkiem za$ liczba 449,5 (nie 450!).
Numerami klas beda liczby mieszane, naprzyktad dla przyto-
czonej klasy bedzie to liczba 4.495.

Dla skrocenia mozna klasy oznaczaé¢ przez same tylko po-
czatkowe wartosci wariantow w klasach z dodaniem kreski.
Naprzyklad omawiany szereg pomiarowy mozna napisaé
w formie:

200 — 8
300 —- 13
400 — 14
500 — 4
600 — 1

6. Formy prostych szeregéw rozdzielczyen. Juz z przy-
toczonych w poprzednim ustegpie przykladéw widoczne sg dwie
rozne formy szeregow rozdzielczych: dwuboczna, jak
w przyktadach blawatka i1 pomiaréw podziatki, i jedno-
boczna, jak u przylaszczki. Jest jeszcze trzecia bardzo
rzadka forma — szeregu wklestego. Inne jeszcze for-
my powstaja, jezeli materiat sktada si¢ z dwéch lub kilku roz-
nych materiatlow zestawionych razem. Bedzie o tym mowa oso-
bno w ust. 7.

Przyjrzyjmy si¢ formie obu przytoczonych dwubocznych
szeregow. Widzimy, ze w $rodkowej ich czesci jedna z klas ma
wieksza czesto$¢, niz inne. Reprezentuje ona t. zw. modalng
wartos¢ wariantow, bardzo wazng dla charakterystyki ma-
teriatow statystycznych. Porownujac ze soba czgstosci klas po-
lozonych na jednakowej odleglo$ci po obu stronach klasy mo-
dalnej, widzimy, ze s3 one nierOwne: w przypadku btawatka
wigksze sa czesto$ci wariantow wiekszych od warto$ci modal-
nej, w przypadku pomiaré6w podzialki przeciwnie, wicksza
jest czesto$¢ wariantOw mniejszych. Oba szeregi wykazuja za-
tem wyrazng asymetrig, inaczej] mowigc sKo$nos ¢



Mozna powiedzie¢, ze w pierwszym z tych szeregéw jest ona
dodatnia, w drugim ujemn a.

Tak jest zazwyczaj. Szeregi symetryczne sg rzadkie.
Klasycznym ich przykladem s szeregi rozdzielcze wzrostu lu-
dzi. Najlepszym znanym autorowi materialem tego rodzaju
jest ' zestawienie, ogloszone przez Lin dersa’) (tab. 6,1).
Dotyczy ono 46981 me¢zczyzn w wieku miedzy 20 a 22 lat z armii
i floty szwedzkiej. Wartosci wzrostu sg podane w przedziatacn
centymetrowych. Trzeba je wobec tego traktowac tak, jak gdy-
by byly wykonane w milimetrach.

Przykladem symetrycznej krzywej moze stuzy¢ takze
otrzymany przez autora szereg rozdzielczy dla liczby kwiatow
w koszykach salatnicy (Aposeris foetida) (tab. 6,2) zebranej
w lesie Suchowoli pod Lwowem. Z kazdego okazu byl wziety
jeden koszyk. Koszyki u tej rosliny sa pojedyncze, ale todyg
kwiatowych wyrasta u tego samego okazu zwykle wigksza
ilos¢. Warto jest zaznaczy¢, ze tak samo w tym przyktadzie,
jak i poprzednim, sa pewne odchylenia od symetrii — bez tego
nigdy si¢ nie obchodzi.

W przeciwienstwie do liczby kwiatow w koszykach ilos¢
wewnetrznych listkOw okrywy u tej samej rosliny dala szereg
z wyrazng symetrig dodatnig (por. druga cz¢$é tejze tabeli 6,2).
Nie jest to bynajmniej fakt odosobniony, ze rézne cechy tego
samego organizmu daja szeregi rozdzielcze o réznym charak-
terze. 1 tak podczas gdy wzrost ludzi ukltada si¢ w szeregi
symetryczne, ich waga daje szeregi asymetryczne. Jako przy-
klad przytaczam za Y ule'm dane angielskie. Wage noto-
wano w okraglych funtach (tab. 6,3). Asymetria jest tu silna
i wybitnie dodatnia.

Odnosnie do listkéw okrywy u salatnicy warto jeszcze do-
h F. J. Linders. Contributions to the knowledge of the stature

and its variation within different social strata in Sweden. — Geogra-
fiska Annaler. 1930.



da¢ jedna wazng uwage. Wyroznia si¢ ten material poza asy-
metrig jeszcze jedng wazna cechg, mianowicie tym, ze modal-
na warto§¢ ma czestoS¢ znacznie wicksza od sgsiednch.

Tabela 6,1
Wzrost 46981 Szweddow.

Wazrost w Wzrost w

mm Czgstosc mm Czgstosc

1510— 8 1740— 2788
1520— J 1750— 2732
1530— 6 1760— 2332
1540— 13 1770— 2161
1550— 43 1780— 1726
1560— 69 1790— 1532
1570— 110 1800— 1153
1580— 179 1810— 926
1590— 292 1820— 719
1600— 450 1830— 535
1610— 607 1840— 385
1620— 851 1850— 277
1630— 1121 1860— 199
1640— 1359 1870— 143
1650— 1672 1880— 80
1660— 2146 1890— 56
1630— 2337 1910— 33
1690— 2865 1920— 17
1700— 3031 1930— 13
1710— 3115 1940— 9
1720— 3084 1950— 4
1730— ,3093 1960— 3

1970— 1



Tabela 6,2
Satatnica (Aposeris foetida)

Liczby osob-

oy TR, e
w koszykach kwiatow okrywy mi okrywami
2 11
12 6 1
IG 13 7 10
29 14 8 42
42 15 9 234
45 16 10 10
54 17 11 |
46 18
43 19
36 20
19 21
15 22
1 23
2 24
1 25
Ogotem 359 Ogotem 300

Tego rodzaju szeregi rozdzielcze s3 czgste u roslin, m. i
kiedy chodzi o liczbe kwiatow jezyczkowych w koszykach zlo-
zonych. Jako przyktad podam materiat dla Senecio fluviatilis
wedhug kultury Ogrodu Botanicznego w Dublanach (tab. 6,4).
W ust. 7 beda podane dwa podobr ¢ zliczenia dla Chrysanthe-
mum segetum (tab. 7,9). U v-, ierza| takie zjawiska sga rzadkie.
Warto jest przytoczy¢ w tym wzgledzie zliczenie A. G.
Mayera odnosnie do liczby promieni u meduzy Pseudoclytia
peritata (tab. 6,5).



Tabela 6,3
Waga dorostych Anglikow.

Waga w fun- Ilo§¢ osob
tach angielskich o takiej wadze
90— 2
100— 34
110— 152
120— 390
130— 867
140— 1623
150— 1559
160— 1326
170— 787
180— 476
190— 263
200— 107
210— 85
220— 41
230— 16
240— 11
250— 8
260— 1
270— 0
280— 1
Ogolem 7749
Tabela 6,4 Tabela 6,5
Liczby kwiatow jezyczko- Liczby promieni u meduzy
wych w szczytowych koszy- Pseudoclytia pentata.
kach Senecio fluviatilis.
Liczby Ich
Liczby Ich promieni czestosci
kwiatow czgstosci ) |
5 1 3 8
6 14 4 56
7 43 5 860
8 113 6 64
9 4 7 6
10 I 8 1

Ogotem 176 Ogotem 996



Podam jeszcze kilka przyktadow dwubocznych szeregoéw
z r6znych dziedzin. Bardzo ciekawe sa m. i. materialy meteoro-
logiczne a to przez swdj rozmaity charakter. Daja one krzywe
zmienno$ci symetryczne, skosne, jednoboczne i wkleste. 1 tak
srednie temperatury powietrza w Krakowie w lipcu dajg szereg
symetryczny, natomiast temperatury styczniowe — szereg bar-
dzo silnie skos$ny (tab. 6,6 i 7). W obu przypadkach zliczenia
opierajg si¢ na 25-letnich obserwacjach z lat 1886—1910. Tem-
peratury sa w nich zaokraglone do calych stopni, zatem klasa x
obejmuje temperatury od x — 0.4° do x + 0.5°. Inne przyktady
materialbw meteorologicznych beda przytoczone w dalszych
czesciach tego ustepu.

Tabela 6,6
Srednie temperatury dobowe lipca w Krakowie
(1886—1910)

Czgstosci zgrupo-

Temperatury  Ich czestosci
wane w klasy po 3°

12 7 35
13 27
14 38
15 66 194
16 90
17 97
18 95 211
19 109
20 90
21 66 197
22 41
23 21
24 14 45
25 10
26 2 3
27 1

Ogoélem 775 775



Tabela 6,7

Srednie dobowe temperatury stycznia w Krakowie
(1886—1910)

Czgstosci

T t Ich tosci
emperatury ch CzZgStoscC1 zgrupowane po 30

— 28 l
—27 0 1
— 26 0
— 25 0
— 24 1 |
—23 0
— 2 2
—21 | 6
—20 3
— 19 6
— 18 4 12
— 17 2
-16 8
— 15 9 23
— 14 6
— 13 13
— 12 18 50
-11 19
— 10 18
— 9 28 69
— 8 23
— 7 43
— 6 28 110
— 5 39
— 4 45
— 3 42 131
2 44
| 63
0 52 195
—+ 1 80
+ 2 82
+ 3 41 153
+ 4 30
+ 5 15
+ 6 7 23
4- 17 |
+ 8 |
—+ 9 0 1
-+ 10 0

Ogotem 775



Bardzo ciekawy szereg rozdzielczy zestawil J. Witkow-
ski dla bledow obserwacyj astronomicznych *). Sa to rdéznice
miedzy kolejnymi obserwacjami rektascencji gwiazd, dokona-
nymi przez J. Kowalczyka w Warszawie. Material zostat
zgrupowany w klasy szeroko$ci 0.15 sekundy (tab. 6,8). Dzigki
temu, ze liczba warto$ci wariantdbw w klasach jest nieparzysta,
srodkowe wartosci w tym przyktadzie przypadaja na realne, nie
fikcyjne wartosci zmiennej ewentualne;j.

Tabela 6,8
Roéznice migdzy kolejnymi obserwacjami rektascencji gwiazd.

Srodki klas Tlosci przypadkow
—0,90 0
—0,75 55
—0,60 245
— 0,45 854
—0,30 1358
—0,15 1948
—0,00 2297
=+0,15 2052
+'0,30 1582
+'0,45 1020
+ 0,60 351
+ 0,75 70
+ 0,90 13

Ogodtem 11854

Przytaczam dalej przyktad z dziedziny zoologii. Dotyczy on
liczby promieni w pletwach ogonowych fladry (Pleuronectes),
zlowionych koto Skagen i zbadanych przez C. G. Petersena
(tab. 6,9). Zapozyczam go z ksigzki Johannsen a. Asymetria
szeregu jest dodatnia.

H J. Witkowski. An astronomical example of a non-Gaus-
sian frequency curve. — Bull Acad. Polon. Sc. et L. Série A. 1923.



Tabela 6,9
Liczby promieni w pletwach ogonowych fladry.

Liczby promieni Tlosci osobnikow
47 5
48 2
49 13
50 23
51 58
52 96
53 134
54 127
55 111
56 74
57 37
58 16
59 4
60 2
61 1

Ogotem 703

Przechodzimy do szeregow jednobocznych. Juz w ust. §
przytoczytem przyktad takiego szeregu dla liczby ptatkow
u przylaszczki (Anemone Hepatica), oparty na czterdziestkowej
probie. Podaje ponizej zestawienie obfitszego materiatu (tab.
6, 10). W tej tabeli podaj¢ takze podobne dane dla jaskrow
(Ranunculus) wedlug moich obserwacyj w okolicach Zimnej
Wody i Suchowoli pod Lwowem. Zbieratem kwiaty w odleglosci
kilku metréw jeden od drugiego, azeby w miar¢ moznos$ci re-
prezentowaly inne osobniki a nie klony. Z kazdego osobnika
bratem jeden kwiat. Z jaskréw bratem tylko kwiaty szczytowe,
gdyz u nich zaznacza si¢ podobna réznica migdzy rdéznie po-
lozonymi kwiatami, jak u maku (por. ust. 2). Z przylaszczka nie
byto tego klopotu, bo kwiaty sa pojedyncze.

Zasady i metody statystyki 3



Tabela 6,10
Czestos¢ ilosci platkow u jaskrowatych.

Togé Ilosci ptatkow
Nazwa ro$liny obser-

wacyj 5 6 78 9 10 11

Anemone hepatica 439  — 204 139 61 24 9 2
Ranunculus poly-

anthemos 428 410 16 | — 1 — —
R. acer 518 458 47 T 3 2 — —
R. repens 413 314 56 26 13 3 1 —
R. flammula 145 111 24 g 2 — — —

Co do jaskrow warto jest zaznaczy¢, ze w ich kwiatach
zmiennos$¢ liczby owockow jest' zgota inna niz platkow: otrzy-
muje si¢ dwuboczne szeregi symetryczne. Naprzyklad dla
R. acer otrzymatem w Krynicy wynik zliczen zestawiony
w tab. 6,11.

Tabela 6,11
Liczby owockéw w szczytowych kwiatach Ranunculus acer.

Liczby Ich czg-

owockow stosci
15— 1
20 — 12 Roznica w zmiennoéci roznych cech
%(5)_ tego samego organizmu jest tu
35 __ gg jaskrawa, o wiele silniejsza niz
40 — 18 w omoOwionym poprzednio przy-
45 — 2 padku wzrostu i wagi ludzi.
50 — 3
55— 2

Ogotem 157



Jednoboczne krzywe zmiennosci nie sg rzadkie w meteoro-
logii. Naprzyktad Charlier podat bardzo cickawy przyktad
odno$nie do ilosci dni z burzami (wyladowaniami elektrycz-
nymi) dla Lundu za okres 105-letni (1753-1857). Liczby tabeli
6,12 podaja, ile bylo lat, w ktorych dany miesiac wykazywat
tyle a tyle dni z burzami.

Tabela 6,12
Ilosci lat w ktorych poszczegdlne miesigce miaty
tyle a tyle dni z burzami. Obserwacje w Lund z lat

1753—1857.

Dni
IZ“ZEII:I?II:{ | nm m v Vv VI vl Vii X X X Xl
0 105 105 101 82 48 27 12 24 62 93 102 105
| — 4 17 36 36 25 26 24 11 3 —
2 - - 6 14 26 24 19 9 1 — —
3 — — 5 9 15 13 5 — — —
4 — - — 2 5 14 9 5 — — —
5 - = = — 2 9 6 — — — —
6 e 2 5 - —
7 - — - — — — | 2 -
8 _ - - - — — /! - = = = —
9 - - - — — !l - - = = —
o - - - - — — 1 — —_ = —

—_—
—_

J— 1 — — _

Podaje wreszcie stawny przyktad Bortkiewicza, do-
tyczacy czestosci wypadkow $mierci od kopniecia konia
w 10 korpusach armii pruskiej w poszczegolnych latach
20-letniego okresu (tab. 6,13). Liczby tej tabeli podaja, ile bylo
korpuséw, w ktorych zdarzylo sie tyle a tyle przypadkow
$mierci w ciagu roku.



Tabela 6,13
Wypadki $mierci od kopnigcia konia.

Ilosci wypadkow

. Ich czgstosci
w ciggu roku

0 190
I 65
2 22
3 3
4 |
Ogotem 200

W koncu trzeba omoéwi¢ szeregi rozdzielcze wkleste.
W nich najczestsze sa skrajne warto$ci wariantow: najmniej-
sze 1 najwicksze. Tylko stopnie zachmurzenia dajg wyrazne
szeregi tego rodzaju. Na przyktad dla Bazylei otrzymano naste-
pujacy szereg wedlug obserwacyj z okresu 1907—10 (tab. 6, 14).

Yule podaje jeszcze przyklad ze statystyki amerykan-*
skiej, dotyczacy ilosci ghuchoniemych ws$rdéd dzieci rodzicow,
z ktéorych przynajmniej jedno bylo dotkniete tym kalectwem,
ale sam przyznaje, ze material jest zbyt szczuply, by zapewnié
szeregowi wyrazng form¢. To tez pomijam ten przykiad.

Tabela 6,14
Czestosci stopni zachmurzenia w Bazylei dla lat 1907—1910.

Stopnie Ich czestosci
zachmurzenia wzgledne
0,0 ° 0,138
0,1 0,062
0,2 0,051
03 0,047
0,4 0,039
0,5 0,034
0,6 0,033
0,7 0,048
0,8 0,052
0,9 0,078
1,0 0,418

Suma 1,000



7. Szeregi rozdzielcze zlozone. Ma si¢ je wtedy, kiedy ma-
terial statystyczny jest mieszaning wariantow, pochodzacych
z dwu albo kilku roéznych populacyj. Jest to zjawisko bardzo
nieprzyjemne, bo nieraz zlozono$¢ szeregu nie przejawia si¢
w jego charakterze. Tak si¢ dzieje, kiedy sa zmieszane dwa
materialy symetryczne mniej wigcej jednakowo liczne o po-
dobnym charakterze, ale z czgstosciami przesunigtymi w strong
mniejszych lub wigkszych warto$ci wariantow. Naprzyktad
mamy w tabeli 7,1 zestawione takie dwa fikcyjne szeregi (1)
i (2), z ktorych drugi ma czestosci przesunigte o 2 wyrazy
w stron¢ wickszych warto$ci wariantéw. Podaj¢ tu, tak samo
jak w dalszych zestawieniach, tylko ciggi czestosci z pominie-
ciem warto$ci wariantow, ktore sa obojgtne.

Tabela 7,1
1 § 280 56 70 56 28 8 - — )
— . — 1 8 280 56 70 56 28 8 1 ()
1 8 29 64 98 112 98 64 29 8 | (3)

Czestosci wartosci modalnych sg zaznaczone tlustym dru-
kiem. Zlaczone ze sobg, te dwa materiatly daja szereg (3) tak
samo symetryczny.

Jezeli jeden z takich szeregow bedzie bardziej liczny,
powstanie szereg skosny. Tak wypadnie naprzyklad, jezeli
drugi ze skladanych szeregow bedzie trzy razy liczniejszy

(tab. 7,2).
Tabela 7,2

1 8 280 56 70 56 28 8 1 — —
— — 324 84 168 210 168 84 24 3

| 8 31 80 154 224 238 176 8 24 3

Tym bardziej tak bedzie, jezeli sktadane szeregi maja nie-
tylko r6zna liczebno$¢, ale takze roézne stosunki czestosci, po-



zostajac zreszta symetryczne. Naprzyklad tak bedzie w zesta-
wieniu tabeli 7,3.

Tabela 7,3

| § 28 56 70 56 28 8 1
— — 1 6 15 20 15 6 1

| 8 29 62 8 76 43 14 2

Niewatpliwie nie jeden skos$ny szereg zawdzigcza te ceche
swojej ztozonosci. Nie mozna tego jednak twierdzi¢ napewno.
Natomiast jezeli szereg ma dwie albo wigcej warto$ci warian-
tow o czestosciach wigkszych niz sgsiednie, jezeli innymi
stowami ma dwa lub wiecej ,,szczytow”, to jego zlozonos$¢ nie
ulega watpliwosci. Musi to by¢ zreszta szereg o duzej liczeb-
nosci, bo przeskoki w czestosciach, o ktérych byla mowa
w ust. 4, mogg tworzy¢ szczyty iluzoryczne.

Tego rodzaju szereg otrzymamy naprzyktad, jezeli do
szeregu (1) dodamy drugi o czestosciach przesunietych nie
0 2 wyrazy, lecz o 4 (tab. 74).

Tabela 7,4

| 82 56 70 56 28 8§ 1| — — — —
- — 1 8 28 5 70 56 28 8 1

] 828 56 71 64 56 64 71 56 28 8 1

Przytocze w dalszym ciggu realne przyktady zlozonych
szeregow. 1 tak L.udwigl) oglosit nastepujace zestawienie
liczb promieni w szczytowych baldachach podagrycznika
VAcgopodium Podagrand), rosliny z rodziny baldaszkowych
(tab 7,5). Wystgpito tu zjawisko bardzo ciekawe: szczyty od-
dalone od siebie o trzy wyrazy szeregu. Autor tej ksigzki wyka-

¥) F. Ludwig. Ueber Variationskurven und Variationsflichen
der Pflanzen. — Botan. Centralbl. Vol. 64 (1895).



zal, ze to zjawisko jest bardzo rozpowszechnione w rodzinie bal-
daszkowatychr).

Tabela 7,5

Liczby promieni w szczytowych baldachach podagrycznika.

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
8§ 13 22 34 40 46 92 126 120 127

8 19 20 21 22 23 24 25 26 27
168 120 119 136 85 47 32 34 21 8

28029 30 31 32
4 2 1 1 1

Nie mniej ciekawy jest przykltad drugi, ktéry zawdzig-
czarny réwniez Ludwigow ) Dotyczy on liczby kwiatow
w kwiatostanach pierwiosnka (Primula officinalis). Szczytow
jest az pie¢! (tab. 7,6).

Tabela 7,6
Liczby kwiatow w kwiatostanach pierwiosnka.
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 13 78 54 237 173 116 188 76 108 56 19 21 10 6

16 17 18 19 20 21 22
4 5 32 0 0 1

Cztery z pomigdzy tych szczytOw a mianowicie 3, 5, 8 1 13
sa reprezentowane przez tzw. szereg Fibonacci'ego na-
zwany tak na cze$¢ wloskiego matematyka z XIII wieku. Sze-

0 D. Szymkiewicz. Observations biométriques. 1. — Acta
Soc. Bot. Polon. Vol. 9 (1932).
)) F- Ludwig. Eine fiinfgipfelige Variationskurve. — Ber.

Deutsch. Botan. Ges. Vol. 14 (1896).



reg ten zaczyna si¢ od jedynki i dwodjki a jego dalsze wyrazy
tworza si¢ przez dodawanie dwoch poprzednich. Pigty szczyt
ma warto$¢ takze jednej z liczb Fibonacci'ego, ale po-
mnozonej przez dwa: 10= 5X2. Tego rodzaju liczby bardzo
czegsto charakteryzuja wartosci modalne u ro$lin. Juz po-
przednio mieli$my 8 jako wartos¢ modalng w okrywie satatnicy
(tab. 6,2) i dla kwiatow jezyczkowych Senecio fluviatilis (tab.
6,4). Zjawisko to nosi miano prawa Ludwiga.

Jako przyklad szeregu wieloszczytowego z dziedziny zoolo-
gii przytocze pomiary wyrostkow odwloka u skorka (Forficula)
wykonane przez Batesona’) (tab. 7,7).

Tabela 7,7

Czestos¢ dhugosci wyrostkéw odwloka u skorka,
wymierzonych w mm.

30 35 40 45 50 55 60 65 70
64 125 52 7 12 24 42 42 90

75 80 85 9.0
68 44 8 6

Roéznice w biologicznych materiatach, powodujace wytwo-
rzenie wieloszczytowych szeregow rozdzielczych, moga wyni-
ka¢ ze zrdéznicowania organizméw na gatunki elementarne.
| tak de Vries} zbadat jednoroczng rosling z rodziny zlo-
zonych Chrysanthemum segetum. Data ona dla liczby kwia-
tow jezyczkowych w szczytowych koszykach krzywa zmien-
nos$ci ze szczytami przy 13 i 21 liczbach Fibonacciego
(tab. 7,8).

b Bateson. Materials for the study of variations — Lon-
don. 1894.

)) H. de Vries, lieber Curvenselection bei Chrysanthemum se-
getum. — Ber. Deutsch. Botan. Ges. Vol. 17 (1899).



Tabela 7,8
Kwiaty jezyczkowe u Chrysathemum segetum.

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
7 3 3 50 14 153 77 60 55 31

18 19 20 21 22 23 24 25 26
3339 4 56 10 1 0 0 1

Przez selekcje udato si¢ temu badaczowi wyosobni¢ dwa
gatunki elementarne o jednoszczytowych krzywych zmiennosci
dla liczby kwiatow jezyczkowych. Jeden z nich dat szereg ze
szczytem przy 13, drugi przy 21 (tab. 7,9).

Tabela 7,9
Kwiaty jezyczkowe u Chrysanthemum segetum

9 0o M 12 13 14 15 16 17 18
1 3 § 31 221 50 8 5 4 3

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
| 3 0 3 7 14 43 142 43 21

24 25 26 27 32
11 5 3 1 1



ROZDZIAL IL
PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI MATERIALOW
STATYSTYCZNYCH

8. Wstepne uwagi. Zgodnie z ogdlnym zadaniem
statystyki najwazniejszym zagadnieniem ba-
dania populacyj jest wyszukanie mozliwie
mato licznych wielkosci, ktoreby je charakte-
ryzowaly w sposOb mozliwie najbardziej po-
gladowy i dokladny zarazem. Sg to tzw. cha-
rakterystyki. Zadaniem tego rozdzialu jest omowienie
podstawowych wielko$ci tego rodzaju, mianowicie wartos$ci
modalnej, Sredniej arytmetycznej i obliczo-
nych wzgledem niej momentow.

Z tych charakterystyk podstawowych wypadnie wypro-
wadzi¢ jeszcze dalsze, pochodne jak to si¢ méwi: odchyle-
nie przeci¢tne i $rednie, sko$nos¢ i inne, co bedzie przedmio-
tem nastgpnego rozdziatu.

9. Warto$¢ modalna. Jest to najczestsza wartose
wariantow, o ktérej juz byla mowa w poprzednim roz-
dziale. Najlatwiej daje si¢ ona ustali¢c dla szeregéw rozdziel-
czych o niegrupowanych warto$ciach wariantéw. I tak w ust. 6
mieliSmy liczne przyktady: dla liczby kwiatow w koszykach
satatnicy warto$¢ modalna byla 17, dla liczby wewnetrznych
listkow okrywy u tejze rosliny 8 (tab. 6,2), dla liczby promieni
u meduzy Pseudoclytia peritata 5 (tab. 65), dla liczby promieni
w pletwach ogonowych fladry 53 (tab. 6,9) itd. U roslin ta
warto$¢ bardzo czgsto rowna si¢ liczbom szeregu Fibonac-
ci'ego, o czym juz byla mowa w ust. 6.



Ustalenie wartosci modalnej dla szeregéw o zgrupowa-
nych wariantach jest o wiele trudniejsze. Latwo jest wpraw-
dzie wskaza¢ klase o najwigkszej czgstosci, ale to nie daje za-
dnej okreslonej liczby, co najwyzej okresla granice, w ktorych
si¢ ona miesci. Chcac w tym przypadku wyznaczy¢ okreslong
wartos¢, trzeba wyznaczy¢ czestosci wartosci wariantow za
pomoca ciaglej funkcji i wybra¢ najwiecksza warto$¢ tej funk-
cji z pomiedzy jej wartosci dla poszczegdlnych warto$ci wa-
riantow. Odpowiadajagca jej warto§¢ zmiennej ewentualnej
bedzie warto$cia modalng. Zadanie to begdzie rozpatrzone
w rozdziale VI. Tam w ust. 36 tab. 4 bedzie tytutem przykltadu
wyznaczona warto$¢ modalna dla liczby kwiatéw w szczyto-
wych koszykach btawatka. Wypada ona rowna 34, liczbie
z szeregu Fibonacci®ego.

Wyznaczenie warto$ci modalnej wymaga duzego mate-
rialu, tym wigkszego im wigksza jest ta warto$¢. Wobec tego
na przyklad warto§¢ modalna 34 dla btawatka przy 300 wa-
riantach jest niepewna, tak samo warto$s¢ modalna 53 dla fladry
przy 703 wariantach, natomiast warto$¢ 8 dla kwiatow jezycz-
kowych w koszykach Senecio fluviatilis jest ustalona pomimo
176 zaledwie wariantow (tab. 6,4).

Jezeli szereg jest wieloszczytowy, szczytowe wartosci wa-
riantObw moga by¢ uwazane za pewnego rodzaju wartosci mo-
dalne.

10. Srednia arytmetyczna i geometryczna. Srednia arytme-
tyczna, od ktorej zaczniemy, jest w zespole charakterystyk
wielko$cia podstawowsg, bo prawie wszystkie charakterystyki
s3 z nia w ten czy inny sposob zwigzane. Jak to powszechnie
jest wiadome, S$rednia arytmetyczina jest ilora-
zem od podzielenia sumy wariantdbw przez
ich liczbe. Jezeli zatem oznaczymy warianty przez symbole
ut, u,, u3, . . . un, gdzie n jest ich liczba,-to mozemy napisac
ze ich $rednia arytmetyczna m réwna si¢

— U +U+ ... +Un
m—u— — P




OznaczyliSmy tu $rednig arytmetyczng symbolem u, to
znaczy symbolem wariantow z kreska u gory. Takie znako-
wanie jest bardzo wygodne, bo wskazuje odrazu z jakich wiel-
kosci $rednia arytmetyczna zostala wyprowadzona.

Bedziemy w tym zagadnieniu, jak i w wielu dalszych, po-
stugiwali si¢ symbolem I. Oznacza on sume¢ wielkosci, sta-
nowigcych pewien zespot albo sume wartosci jakiej§ funkcji
takich wielkosci. Wielkosci te oznacza si¢ pewna literg z do-
daniem u dolu litery i, zaznaczajacej numeracj¢ rozpatrywa-
nych wielkosci. Po znaku 5 pisze si¢ symbol danych wiel-
kosci albo symbol funkcji. W ten sposdéb sumowanie warian-
tow dla obliczenia $redniej arytmetycznej moze by¢ oznaczone
przez wyrazenie Suy. Dla blizszego okreslenia, ktére wielkosci sg
sumowane, pisze si¢ u dotu litery ~ numer pierwszej z nich,
u gbéry za§ numer ostatniej. Naprzyktad gdyby chodzito o zsu-
mowanie wariantbw od drugiego do Osmego, napisaliby$my

Vu. Dla obliczenia $redniej arytmetycznej sumuje si¢ wszyst-

kie n wariantow. Wobec tego wzor dla tej charakterystyki
bedzie

S ut
m-—u = —|--—- (1)

n
W zwiazku z uzyciem symbolu S, nalezy pamigtac
0 tym, ze sumowanie moze by¢ algebraiczne i arytmetyczne.
Pierwsze wykonuje si¢ w ten sposob, ze dodaje si¢ osobno do-
datnie i ujemne sktadniki i od sumy dodatnich odejmuje si¢
sum¢ ujemnych. Wynik moze wypas¢ dodatni lub ujemny.
Przy sumowaniu algebraicznym symbole sumowanych wielko-
sci wpisuje si¢ za znakiem 5 bez zadnych szczegdlnych od-
znak. Inaczej jest przy sumowaniu arytmetycznym — tu
dodaje si¢ razem wszystkie liczby bez wzgledu na znak, uwa-
zajac je wszystkie za dodatnie. Innymi stowami sumuje si¢
absolutne wartos$ci liczb. W tym przypadku symbol
sumowanych wielko$ci za znakiem 2 ujmuje si¢ w nawias



ztozony z pionowych kresek, np. w wust. 17 spotkamy si¢
z wyrazeniem Ui — @' Taki nawias oznacza absolutng

warto$¢ danej wielkosci. Jezeli nie bedzie to spe-
cjalnie zaznaczone, wszystkie sumy w tej
ksiazce nalezy rozumieé¢ jako algebraiczne.

Warto$¢ $redniej arytmetycznej jest posrednia miedzy
warto§ciami wariantow. Stanowi ona pewnego rodzaju osro-
dek w ich zbiorze. Nazwa jej podkresla t¢ wlasciwosé. Dla
skrocenia nazywa si¢ ja nieraz po prostu $rednig.

Jezeli material statystyczny jest niewielki, obliczenie $re -
dniej arytmetycznej nie sprawia zadnych trudnosci. Moze
tylko chodzi¢ o dokladno$¢ wynikow. OtO6Z mozna przy-
ja¢ za zasade przy wszelkich obliczeniach, ze
wynik nie powinien zawieraC wigcej niz cztery
cyfry. Zwykle wystarczaja nawet trzy. W tym prawidle zera
przed znaczacymi cyframi nie licza si¢, licza si¢ natomiast je-
zeli wystepuja na koncu. Naprzyklad liczba 0.02750 ma cztery
cyfry, nie sze$¢, zreszta takze nie trzy. Powyzsze prawidto do-
tyczy tylko ostatecznego wyniku. Natomiast obliczenia trzeba
nieraz przeprowadzi¢ z wigksza iloScig znakow dziesigtnych. Na
ogo6l trzeba mie¢ o dwa wigcej niz ich ma by¢ w wyniku osta-
tecznym, by otrzyma¢ dokladna cyfre dla ostatniego znaku.

Warto jest jeszcze przy rachunkach zwroci¢ uwage na na-
stepujacy szczegél. "Wypada czesto w wynikach odrzucaé¢ dal-
sze znaki dziesi¢tne. Przyjeto powszechnie, ze jezeli odrzucone
cyfry daja liczb¢ mniejsza od potowy jednostki ostatniej zacho-
wanej cyfry albo réwna polowie, to t¢ cyfre zostawia si¢ bez
zmiany, w przeciwnym za$§ razie powicksza si¢ ja o jedynke.
Ustalony w ten sposob wynik jest zatem nieco mniejszy albo
nieco wigkszy od doktadnej wartosci. Otéz dobrze jest wie-
dzie¢, czy jest on mniejszy od niej, czy wigkszy. W tym celu
nalezy ostatnig cyfr¢ wyniku podkreslac, jezeli jest on wigk-
szy. | tak, naprzyklad, jezeli zamiast 5.286 wezmiemy 5.29, to
nalezy 9 podkreslic.



Uzyteczno$¢ takiego znakowania ujawnia si¢ nieraz, jezeli
wynik podlega dalszym rachunkom. Przypu$émy, ze podanag
powyzej liczbg 5.29 trzeba podzieli¢ przez dwa z zachowaniem
tej samej liczby znakéw dziesietnych. Bedziemy wtedy w klo-
pocie, czy mamy wzigé 2.64 czy 2.65, jezeli nie bedziemy wie-
dzieli, czy ta liczba 5.29 byla obliczona z nadmiarem, czy z nie-
dostatkiem. W pierwszym przypadku iloraz bedzie 2.64,
w drugim 2.65.

Uzyteczno$¢ omawianego znakowania ujawnia si¢ takze
wtedy, kiedy trzeba odrzuci¢ ostatnia cyfre a nig jest 5, na-
przyktad gdy chodzi o liczbg 7.385. Czy wzig¢ 7.38 czy 7.39?
Oczywiscie jezeli to bedzie 7.385, trzeba bedzie wzigé 7.38, je-
zeli zas 7.385 bez podkre$lenia — to 7.39. Takie piatki na
koncu liczb sg bardzo nieprzyjemne i zmuszaja nieraz do obli-
czania dalszych znakéw dziesietnych.

Jezeli material statystyczny jest duzy, obliczanie $redniej
arytmetycznej jest bardziej zawite. Material ma wtedy forme
-szeregu rozdzielczego. Przypusémy, ze warto$ci wariantow s3
w liczbie [ :oce, x.2l a)3,.., xi. Stanowia one zmienng ewentu-
alng, o ktorej byla mowa w ust. 5. Niech ich czgstosci beda
odpowiednio fn f2, 13, , ft, przy czym suma tych czestosci
rowna si¢ my liczbie wariantow. Wtedy srednia arytmetyczna
zostanie okre§lona rownaniem:

_ fiXr = x24- ..+ fixt

ALI+ ... +f 2)

m=1u

Srednig arytmetyczng wariantdw mozna uwaza¢ za $re-
dnig arytmetyczna wartosci wariantow, ale z tym zastrzeze-
niem, ze to begdzie $rednia wazona. Tak nazywa si¢ $rednia
arytmetyczna liczb, r6znigcych si¢ miedzy soba pod wzgledem
swojego znaczenia w danym zagadnieniu. Wtedy kazda taka
liczba ma swoja ,,wage”, okreslajacg to znaczenie, a $rednig
arytmetyczng otrzymuje si¢, mnozac kazda liczbe przez jej wage
i dzielagc sume takich iloczyndéw przez sume¢ wag. Tak wlasnie
przedstawia si¢ wzor (2) podany powyzej. W nim rol¢ wag dla



warto$ci zmiennej ewentualnej x odgrywaja czestosci f tych
wartoéci. Srednia wazona oznacza si¢ podobnie jak zwykla
srednig przez symbol skladnikéw z kreskg u gory, ale po-
dwodjng. Mozna wigc napisac:

m=u=Xx

Ze $rednig arytmetyczng wazong ma si¢ do czynienia m. i.
wtedy, kiedy trzeba przeprowadzi¢ obliczenia, nie majac bez-
posrednio wariantéw, majac tylko czgsciowe srednie arytme-
tyczne, to znaczy jezeli zbior wariantow zostal podzielony na
czesei 1 dla kazdej czesci z osobna byta obliczona srednia. Waga
kazdej takiej czg$ciowej Sredniej bedzie liczba wariantow,
z ktorych ona byla obliczona. 1 tak przypusémy, ze mamy do
dyspozycji trzy srednie czesciowe: jedng o wartosci 5.2 dla
12 wariantow, drugg 7.1 dla 20 wariantow i trzecig 9.0 dla 5
wariantow. Sredniag arytmetyczng wazona obliczymy wedhg
wzoru

5.2X12+7.1X20 + 9.0X5
12 + 20 + 5

=6.7

Byloby natomiast blgdnym obliczanie $redniej arytmetycznej
w tym przypadku wedlug wzoru

52+ 71 +'9.0

gdyz omawiane wielkosci, dla ktorych ma by¢ znaleziona $re-
dnia, nie s3 roOwnowazne: najwigksze znaczenie ma 7.1 repre-
zentujagca 20 wariantdow, najmniejsze 9.0, reprezentujgca
tylko 3.

Roéwnania (1) i (2) moga stuzy¢ do obliczenia $redniej aryt-
metycznej. Lepiej jest jednak przy duzej ilosci wariantow
upros$ci¢ sobie, zadanie przez zastosowanie metody warto-
Sci wyjsciowej. Metoda ta opiera si¢ na podstawowej
wlasnosci sredniej arytmetycznej, ktéora mozna sformutowaé
W sposob nastepujacy: suma algebraiczna odchylen



wariantdw od ich sredniej rowna si¢ zeru. Od-
chyleniami nazywamy ro6znice mig¢dzy wariantami a jakas
statg wielkoscig. Jezeli t¢ wielko$¢, oznaczymy przez a, wzor
na odchylenie bedzie ut — a.

Dla przeprowadzenia dowodu wezmiemy zasadnicze row-
nanie

Przeksztalcajac je kolejno otrzymujemy :

nn==vu_ iYu=ZYu., viu —u) =0
Ostatnia forma rownania jest matematycznym wyrazem oma-
wianej wlasnosci $redniej arytmetycznej.

Tylko $rednia arytmetyczna ma taka wilasno$¢. Suma al-
gebraiczna odchylen od kazdej innej liczby nie jest réwna
zeru. W istocie, niech bedzie a jakakolwiek liczba. Bedziemy
mieli

n n n n

vu.—a) =V —ii+u—a = v(u.—u) +v(@u— o\
Pierwsza z otrzymanych dwoch sum jest sumg odchylen od
$redniej i przeto roOwna zeru. Druga za$ roOwna si¢ n (u—a).
Wobec tego otrzymamy réwnanie

X(u,—a) —7(u— a\

ktére jest dowodem rozpatrywanego twierdzenia.
Z powyzszego roéwnania mozna dla $redniej arytmetycz-
nej otrzymaé wzor:

Xu <
U—a-+ (3)

n

ktory jest podstawa metody wartosci wyjsciowej dla oblicza-
nia tej charakterystyki. W nim a jest warto$cia wyjsciowa.



Te wielko§¢ mozna obra¢ dowolnie. Dla uproszczenia bierze
si¢ liczbe catkowita posrednia miedzy warto$ciami wariantow.
Wtedy w obliczeniach bedziemy mieli do czynienia z liczbami
stosunkowo matymi.

Metody warto$ci wyjsciowej mozna uzywaé przy kazdej
formie materialu statystycznego. Najwazniejsze jest jednak
jej zastosowanie do szeregébw rozdzielczych. Wtedy wy-
biera si¢ jako wartos¢ wyjsciowg najczestszg
wartos¢ wariantdw, przez co liczne odchyle-
nia stang si¢ rOwne zeru.

Glownym zadaniem jest teraz obliczenie sumy odchylen
wariantéw od warto$ci wyjsciowej czyli sumy )l((u.— a)

w rownaniu (3). Be¢dzie ona rowna sumie
fi —a+rafR—a+ . filk—a=1fi(x—o0)

i rbwnanie (3) przybierze forme:

W nim ostatni wyraz przyjeto oznaczaé przez b:

I1f(r—a Xfi(x—o)
bH=x—t

Sft,

Dodawanie wielkosci b do warto$ci wyjsciowej daje Sre-
dnig arytmetyczng : u = a 4-/b.

Obliczanie $redniej arytmetrycznej dla szeregu rozdziel-
czego nalezy przeprowadza¢ wedlug schematu, ktory pokaze
na przyktadzie liczby kwiatow w koszykach satatnicy (tab. 6,2).

Zasady i metody statystyki 4



Obieramy jako warto$¢ wyjsciowa wartos¢ modalng 17. Otrzy -
mamy wtedy (tab. 10,1)

Tabela 10,1

Liczby kwiatow w koszykach satatnicy

@ Vi X—a f(2l—a)
11 2 —5b —12
12 7 —S5 —35
13 16 —4 —64
14 29 —3 —87
15 42 —2 —84
16 45 —I —45
17 54 0 —327
18 46 4-2 4-46
19 43 +.2 4-86
20 36 +3 4-108
21 19 +4 4-76
22 15 +5 4-75
23 1 +6 4-6
24 2 4-7 4-il4
25 1 4-8 4-16
L 359 +427
. ) _ 427 — 327
Wielko$¢ b wypadnie rowna 35—9 ----- =0.279 a $rednia

arytmetyczna m =u =a 4- b=17 + 0.279 = 17.279. Wystarczy
wzig¢ cztery cyfry i przyjaé m = 17.28.

W podobny sposob przeprowadza si¢ obliczenia dla sze-
regow rozdzielczych z wariantami zgrupowanymi w klasy.



§ 10

Traktuje si¢ wtedy material statystyczny,
jak gdyby warianty kazdej klasy miaty jed-
nakowag warto$¢, rownag numerowi danej
klasy. Numery te, bedace nowa forma zmiennej ewentual-
nej, oznacza si¢ dla odrdznienia od wartosci pierwotnej zmien-
nej ewentualnej symbolem c¢d zamiast o i operuje si¢ nimi zu-
pelie tak samo jak poprzednio z niezmienionymi warto$ciami
wariantow. Tak samo czestosci klas oznacza si¢ przez £

Wyniki otrzymuje si¢ wyrazone w szerokosci klas jako
jednostce pomiarowej. Nie sa one ostateczne. Dla oznaczenia
ich uzywa si¢ tych samych symboléw co poprzednio, ale z do-
daniem u gory przecinka, tak samo, jak dla oznaczenia nowej
formy zmiennej ewentualnej, a wigc przez b’ zamiast b, m'
zamiast m. Ostateczne wyniki otrzymuje si¢, mnozac tymcza-
sowe przez szeroko$¢ Kklas.

Tytulem przyktadu obliczymy $rednig arytmetyczna liczby
kwiatow w szczytowych koszykach blawatka z Zimnej Wody.
Wlezmiemy do tego zadania z ust. 5 wszystkie trzy formy (4),
(5) 1 (6) materialu zgrupowanego po trzy warto$ci wariantow.
Zrobimy to dlatego, zeby wykaza¢ wplyw roéznego grupowania
na wynik obliczen. Wyniki bowiem sa obcigzone bledami, gdyz
warianty zawarte w tej samej klasie maja czeSciowo rdzne
wartosci. Bledy te sa nieuniknione i nieraz bardzo przykre.
Chcac ich unikngé, trzeba oprze¢ sie¢ na pierwotnym materiale,
co pociaga za soba wielkie utrudnienie w rachunkach. Korzysci,
ktore sie osiagnie, sa zwykle zbyt mate, by warto bylo sobie
ten trud zadawac. Trzeba jednak zawsze zdawacé sobie sprawe
z wnelkosci btedow powodowanych przez grupowania warian-
tow. Wilasnie dla zobrazowania tego zagadnienia przerobimy
wszystkie trzy formy naszego szeregu i nadto poréwnamy
otrzymane przyblizone wyniki z doktadnymi, wyprowadzony-
mi z pierwotnej (2) formy szeregu.

Dla pierwszej formy szeregu obieramy jako warto$¢ wyj-
Sciowa al, dla najliczniejszej (modalnej) klasy 31—33, a wiec
a — 10%. Otrzymamy wyniki zestawione w tabeli 10,2.



Tabela 10,2

v Liczby kwiatow w koszykach blawatka. Pierwszy sposob

grupowania.
Zakresy klas ~ Wartosci x’ [ X—a fix'—a)
srodkowe

19 —21 20 6 s 1 —4 —4
22—24 23 7% 6 —3 — 18
25 —27 26 8% 16 2 =3
28— 30 29 973 43 —1 —43
31 —33 32 1023 71 0 —97
34 —136 35 7z 56 + 1 56
37—139 38 123 50 +2 100
40 —42 41 13% 34 +3 102
43 —45 44 141/3 9 +4 36
46 —48 47 15 V3 5 +5 25
49 —51 50 16 2/3 7 + 6 42
52—54 53 17% 1 + 7 7
55 —57 56 18 /3 0 + 8 0
58 — 60 59 19 % 0 +9 0
61 — 63 62 20% 1 + 10 10

300 + 378

Otrzymujemy b = +-7~-=+ 0,937 i m =1023 + 0,937 =
= 10.667 + 0.937 = 11.604 w przedziatach klasowych. Ostatecz-

nie wypada: m =3 X 11.604 = 34.812. Mozna przyja¢ m = 34.81.
Dla drugiej formy szeregu, biorac a=11, otrzymamy na-

stepujace wyniki (tab. 10,3): b'= 0,623, m' — 11 -

-1: 0,623 = 11,623, zatem m = 34,869. Mozna wzig¢ m = 34,87.
Wreszcie trzecia forma szeregu da nam przy a=1173

(tab. 104): b=+ 1>— =4 0243, m =117 + 0243 =

— 11,333 + 0.243 =11 576. Stad m = 34.728. Mozna przyjaé
m =34.73.



Obliczajagc doktadng warto$¢ $redniej arytmetycznej na
podstawie szeregu (2) ust. 5, otrzymuje si¢ liczbe 34,77. Zesta-
wiajac ja z przyblizonymi wynikami, znajdziemy btedy: dla
pierwszej formy szeregu + 0.40, dla drugiej + 0.10, dla trze-
ciej — 0.04. Najlepiej wypadly wyniki dla pierwszej i trzeciej
formy szeregu. Pochodzi to stad, ze w pierwszej formie szeregu
czestosci zgrupowaly si¢ najbardziej w $rodkach klas, a trzecia
forma jest najlepiej wyroOwnana. Roznice sg zresztg wszystkie
niewielkie. Tak jest zawsze dla szeregdw mniej wigcej syme-
trycznych, takich jak rozpatrywany szereg blawatka, bo wtedy
bledy pochodzace od mniejszych wariantObw rownowazg sig¢
mniej wigcej przez bledy od wigkszych. Dla szeregow bardzo
skosnych i jednobocznych bledy moga wypas¢ duze.

Tabela 10,3

Liczby kwiatow w koszykach btawatka.
Drugi sposéb grupowania.

Zakresy ~ Wartosci  oc' r e—a f(x'—a

klas srodkowe
20—22 21 7 2 —4 —38
23—25 24 8 9 —3 —27
26—28 27 9 31 —2 —62
39—31 30 10 43 —1 —43
32—34 33 11 70 0 [ —140
3537 36 12 53 +.1 53 4
38—40 39 13 41 +2 82
41—43 42 14 33 +3 99
44—46 45 15 8 T-4 32

47—49 48 16 4
50—52 51 17 4 .
53—55 54 18 1 +7 7
56—358 57 19 0
59—61 60 20 0
|

62—o64 63 21 +10 10

300 +327



Tabela 10,4

Liczby kwiatow w koszykach blawatka.
Trzeci sposob grupowania.

Zakresy Wartosci gy /' oc'—a f(ce-a)
klas  $rodkowe
21—23 22 7Y3 5 —4 —20
24—26 25 8V3 11 —3 —33
27—29 28 9V3 38 —2 —76
30—32 31 103 61 —1 —61
33—33 34 I1ys 63 0 | —190
36—18 37 123 49 +1 49
39—41 40 13V3 37 +2 74
42—44 43 14V3 22 +3 66
45—47 46 15V3 5 o4 20
48—50 49 16V3 4 +15 20
51—53 52 17V3 3 +6 18
54—56 55 18Y3 1 +7 7
57—59 58 19V3 0 +38 0
60—62 61 203 1 +9 9
300 1263

Dla lepszego wyjasnienia metody obliczen S$redniej aryt-
metyczne] przytaczam jeszcze jeden przyktad szeregu zgrupo-
wanego, mianowicie szereg otrzymany z pomiarOw wagi doro-
stych Anglikoéw (tabi. 6,3). Znaczenie tego przykladu polega
na doktadnym wyjasnieniu pojecia wartosci srodkowej. Szero-
ko$¢ klas jest tu, tak jak to si¢ czgsto robi przy pomiarach,
réwna 10 i poczatkowe wartosci wariantow w klasach sg wie-
lokrotne 10. Zdawaloby si¢, ze wartosci srodkowe powinny by¢
wielokrotne 5. Otéz tak nie jest. Latwo jest przekonac sig, ze
beda one utamkowe, fikcyjne — zakonczone cyframi 4.5, na-
przyktad dla klasy 90—99 warto$¢ srodkowa nie bedzie 95,
lecz 94.5.



Tabela 10,5
Waga dorostych Anglikow.

Podziat Wartosci U r_
klasowg srodkowe g A J(e—a)]
90 —99 94,5 9,45 2 —35 — 10
100 —109 104,5 10,45 34 —4 — 136
110— 119 114,5 11,45 152 —3 —456
120—129 124,5 12,45 390 —2 — 780
130— 139 134,5 13,45 867 —1 — 867
140 — 149 144,5 14,45 1623 0 —2249
150 — 159 154,5 15,45 1559 + 1 1559

160 — 169 164,5 16,45 1326 +2 2652
170— 179 174,5 17,45 787 +3 2361

180 — 189 184,5 18,45 476 +4 1904
190 — 199 194,5 19,45 263 +5 1315
200—209 204,5 20,45 107 +6 642
210—219 214,5 21,45 85 +7 595
220 —229 224.5 22,45 41 + 8 328
230—239 2345 23,45 16 +9 144
240 —249 2445 24,45 11 +10 110
250 —259 2545 25,45 8 + 11 88
260 — 269 264,5 26,45 1 +12 12
270—279 274,5 27,45 0 +13 0
280 —289 2845 28,45 1 +14 14

7749 + 11724

Wypada zatem (tabi. 10.5) b’=+%* =+ 1.223,

m' = 14.5 + 1.223 = 14.673, skad m = 146.7.

Jeszcze jedng rzecz trzeba podaé o Sredniej arytmetyczne;j.
PoznaliSmy juz jej podstawowa wtasno$¢, ze suma algebraiczna
odchylen wariantow od niej jest rowna zeru. Otdéz posiada
ona jeszcze jedng wazng wilasno$¢: suma kwadratow od-
chylen od $redniej arytmetycznej jest mnicj-
sza od kazdej innej liczby. Istotnie niech bedzie



a dowolna liczba. Suma kwadratow odchylen od niej bedzie
i(ul —o0))  Wstawmy do tego wzoru a = u— b, gdzie b jest
1

znang juz nam wielkoscig. Bedziemy mieli:

2Cu, —ay —S(u —u.'4- b) = 5(a ui—u))+2 2b (ut—nu) +.

w492 bl = 2(u — uY + '2b2(u. — u) + nbl

W otrzymanym tréjmianie drugi wyraz zawiera jako czynnik
sume¢ odchylen od $redniej, bedzie zatem rowny zeru. Osta-
tecznie wypadnie rownanie

I(u—ay=~(L—uY+ nbl

ktore stanowi dowdd omawianej wlasnosci Sredniej arytme-
tyczne;j.

Przechodzimy wreszcie do $redniej geometrycznej. Sred-
nia geometryczna danych wielkos$ci jest
pierwiastkiem z iloczynu tych wielkosci.
Stopien tego pierwiastka rowna si¢ ich licz-

bie. W ten sposob $rednia geometryczna wielko$ci a i b jest
2 3
v Srednia geometryczna wielkosci a, b i ¢ jest  abc itd.

Srednia geometryczna ma mniejsze znaczenie od $redniej
arytmetycznej, ale czasem jest niezb¢dna, mianowicie wtedy,
kiedy jaki$ stan rzeczy trzeba scharakteryzowaé za pomocag
jednej liczby na podstawie dwoch albo kilku réznych cech.
Naprzyktad gdyby$my chcieli scharakteryzowaé wartos¢ kie-
bow ziemniaczanych na podstawie ich wielkosci i zawartosci
skrobii, to $rednia arytmetyczna nie moglaby by¢ uzytg, gdyz
dodawa¢ mozna tylko wielko$ci tego samego rodzaju. Nato-
miast nic nie stoi na przeszkodzie wzig¢ $rednig geometryczna
z wagi i zawarto$¢ w nich skrobii. Podobnie ,,dorodno$¢ ludzi
moznaby scharakteryzowac przez $rednig geometryczng z ich
wagi i wzrostu. Z tego rodzaju s$redniej zrobimy uzytek
w ust. 40 przy omawianiu charakterystyk korelacji.



Dodatkowo trzeba wspomnie¢ o tym, ze czasem — bardzo
rzadko — uzywany jest jeszcze jeden rodzaj $rednich — $re-
dnia harmoniczna. Nie ma ona powaznigjszego znacze-
nia i omawiac jej nie bedg.

11. Pojecie momentéw. Srednia arytmetyczna, mimo pod-
stawowego jej znaczenia, nie wystarcza do scharakteryzowania
materiatu statystycznego. Stanowi ona pewnego rodzaju osro-
dek w zbiorze wariantow, nie okre$la jednak, jak sa one w nim
rozmieszczone. Do tego sg potrzebne odchylenia wariantow
od niej, z ktéorymi juz mieliSmy do czynienia w poprzednim
ustepie. Poniewaz odchylenia sg rozne, trzeba ich zbiér scha-
rakteryzowa¢ za pomoca odpowiednich wielkosci. Jest rzecza
zupelnie naturalng wzigé w tym celu ich $rednig arytmetyczna.
Jest to jednak niewystarczajace.

Spotkamy si¢ przede wszystkim z trudno$ciag wynikajacg
z natury odchylen w $redniej arytmetycznej: ich suma alge-
braiczna jest zawsze roOwna zeru i Srednia przeto takze roéwna
si¢ zeru. Mozna temu coprawda zaradzi¢, traktujac osobno od-
chylenia dodatnie i ujemne albo biorgc ich warto$ci absolutne.
Glowna rzecz jest jednak w czym innym: rézne zbiory
liczb moga da¢ t¢ samg $§redia arytmetyczna.
Przeto $rednia arytmetyczna odchylen od sredniej, gdyby sie
nawet nie rOwnala zeru, nie wystarcza dla charakterystyki ich
zbioru, bo moze si¢ znalez¢ inny material, ktéry da dla zbioru
odchylen od $redniej taka sama $rednig. Trzeba wobec tego
wyszuka¢ inne jeszcze charakterystyki tego zbioru, ktoreby
byly rézne dla ré6znych materiatow.

Dla rozwiazania takiego zagadnienia niema innego $rodka,
jak uzycie obok odchylen jeszcze ich poteg: kwadratow, sze-
$cianow itd. .Naturalnie dla otrzymanych ta droga zbioréw
trzeba bedzie znowu oblicza¢ $rednie arytmetyczne. W ten
sposob dochodzimy do pojecia momentow.

Momentem k -ego stopnia wzgledem jakiejs
wielkos$ci ¢ nazywamy Sredniag arytmetyczna
k-ych poteg odchylen wariantobw od tej wiel-



kosci. Z tego okreSlenia wyprowadzamy ogolny wzor dla
momentow

Z tego rodzaju wielkoSciami juz mieliSmy do czynienia
przy obliczaniu S$redniej arytmetycznej. 1 tak wielko$¢ b,
ktora tam wystgpowala, jest niczym innym jak momentem
pierwszego stopnia wzgledem wartosci wyjsciowej | mozna
napisac:

- (u, — ¢
1

Sama $rednia arytmetyczna jest momentem pierwszego sto-
pnia a mianowicie wzgledem zera:

T (ui—a)
4 B T —
m

Zgodnie z poprzednimi wywodami dla charakterystyki
materialéw statystycznych wezmiemy momenty wzgledem
sredniej arytmetycznej. Bedziemy je nazywali po
prostu momentami i bedziemy oznaczali literg m z od-
powiednig liczba wskaznikowa:

Przy obliczaniu ich wypadnie postugiwa¢ si¢ momentami
wzgledem wartosci wyjsciowej. Bedziemy je nazywali
momentami pomocniczymi 1 oznaczali literg w.
Wielkos¢ b jest pierwszym takim momentem.

Ile trzeba wziag¢é momentéw dla nalezytej charakterystyki
materialu statystycznego? WidzieliSmy, ze moment pierwszego



stopnia nie wystarcza, nawet jezeli go wezmiemy osobno dla
dodatnich i ujemnych odchylen. Trzeba do niego doda¢ mo-
ment drugiego stopnia. Charakterystyka materialu bedzie
lepsza, bo jezeli jest duzo r6znych materiatdbw o tym samym
momencie pierwszego stopnia, to jest mniej takich, co majg te
same momenty i pierwszego i drugiego sopnia. Jeszcze mnigj
bedzie takich, co majg te same momenty pierwszego, drugiego
i trzeciego stopnia itd.

Jak daleko nalezy i$¢ ta droga? Oczywiscie nie za daleko,
bo wtedy dla charakterystyki zbioru liczb, jakim jest material
statystyczny, mielibySmy nowy zbior innych liczb, ktéry tez
wymagalby charakterystyki. Niektorzy badacze, szczegélnie
meteorologowie, zadowalaja si¢ momentem pierwszego sto-
pnia, odpowiednio zmienionym, tak zeby nie réwnat si¢ zawsze
zeru. Wigkszo$¢ zatrzymuje si¢ na momencie drugiego stopnia.
Mniej liczni idg dalej. Poza czwarty stopien i$¢ nie warto, bo
jak to zobaczymy w dalszym ciggu, za pomoca pierwszych
czterech momentdow mozna dostatecznie doktadnie scharakte-
ryzowaé¢ kazdy materiat statystyczny.

12. Momenty pierwszego stopnia. Sa one, jak to widzieliSmy
w ust. 10 i 11, rowne zeru dla kazdego materiatu. Nic jednak
nie stoi na przeszkodzie, by obliczy¢ taki moment osobno dla
wariantow mniejszych od S$redniej i osobno dla wariantow
wigkszych do niej. Warianty mniejsze od Sredniej
nosza nazwe¢ minus wariantow, wieksze od niej
— nazwe plus wariantdw. Te nazwy czesto uzywane
i wygodne maja niestety te¢ wade, ze uzywa si¢ ich takze w in-
nym znaczeniu: minus wariantami nazywa si¢
nieraz warianty mniejsze od wartosci modal-
nej, plus wariantami — warianty wigksze od
niej.

Z powyzszego wynika, ze wypada rozpatrywaé dwa cze-
Sciowe momenty pierwszego stopnia. Pierwszy
z nich obliczony dla minus wariantow jest ujemny, drugi zas
obliczony dla plus wariantow jest dodatni. Dla obliczenia



trzeba najpierw podzieli¢ szereg rozdzielczy na dwie czgsci.

Przypu$émy, ze pierwsza czg§¢ — zlozona z minus warian-
tow — obejmuje wyrazy szeregu od | do x z wariantami,
druga za§ — zlozona z plus wariantow — wyrazy od x + |

do n z n} wariantami.

Dla pierwszego czesciowego momentu pierwszego stopnia,
ktory oznaczamy symbolem mw bedziemy mieli wzor:

S, —w)+Bxo—u)+ . fk(xk—u
m,1= 7.,+/-T..:+/;

Wstawiamy do niego u= a+.b, gdzie a i b s3 znanymi
juz nam wielko$ciami. Wstawiamy nadto: ja + /7 + .. + f =
= nv Otrzymamy
SftUi—a— +flU —a—b)+. +fiUk—a—1b

/i

my

V(_o)-B(N =" )

77
, [ ) f ;
1xaa = 1 (a—x;) + iil
= C“l é J( )_ . (i)
77, M

Dla drugiego czg$ciowego momentu pierwszego stopnia,
ktory oznaczymy symbolem mi2 w podobny sposdéb wypro-
wadzimy wzor:

Za pomocg powyzszych wzord6w mozna przeprowadzac
obliczenia tych momentoéw metoda wartosci wyjsciowej. Przy
tym trzeba mie¢ na uwadze, ze licznik w réwnaniu (1) jest ab-
solutng wartoscig sumy ujemnych odchylen od $redniej, a licz-
nik w rownaniu (2) jest sumg dodatnich odchylen. Poniewaz
suma algebraiczna wszystkich takich odchylen jest réwna



zeru, oba liczniki powinny by¢ sobie rowne. Ewentualne roz-
nice pochodza z odrzucania dalszych znakéw dziesigtnych.
Zastosujemy te wzory do liczby kwiatow w koszykach sa-
latnicy. Bedziemy tu mogli skorzysta¢ z rachunkéw ust. 10.
Minus warianty beda mialy wartosci od 11 do 17, plus wa-
rianty — od 18 do 25. Pierwszych jest 195, drugich 164. Wez-
miemy t¢ samg warto$¢ wyjsciowa .a = 17. Otrzymamy:

e 327+195X 0279 327 + 544 3814
195 195 195

— —1,96

o 427 —11;4 X0279 427458 13812 4

W podobny sposéb przeprowadza si¢ obliczenia dla mate-
rialéw zgrupowanych w klasy. Dla trzech form szeregu roz-
dzielczego liczby kwiatdw w koszykach blawatka bedziemy
mieli wartos$ci (tab. 12,1). W tej tabeli sg podane wartosci mo-
mentow w przedziatach klasowych, oznaczone symbolami
i m’l2, oraz ostateczne ich warto$ci otrzymane przez pomno-
zenie przez szeroko$¢ klas, to znaczy przez trzy. Doktadne
wartosci sg mIT ——4,473 1 ml2 = +4.782.

Tabela 12,1

Momenty pierwszego stopnia dla trzech form zgrupowanego
szeregu liczby kwiatow w koszykach btawatka.

Formy szeregu

Momenty
| I I
m'lx —1.645 — 1.526 — 1.310
mn —4.935 —4.578 —3.930
m'l] + 1.382 + 1.632 + 1.913

mi. + 4.146 + 5.739 + 5.739



Btedy powodowane przez grupowanie wypadly tu daleko
wigksze niz dla $redniej artymetycznej. Nie jest to wcale
dziwne wobec tego, ze przy obliczaniu momentdw pierwszego
stopnia btedy pochodzace od minus i plus wariantbw nie row-
nowazg sig.

Momenty pierwszego stopnia s3 bardzo cenne, gdyz daja
wymiar odchylen wariantéw od $redniej, okres§laja stopien
rozsiewu wariantow, jak si¢ to mowi.

13. Momenty drugiego stopnia. S3 one oczywiscie zawsze
dodatnie. Obliczenie ich mozna oprze¢ na réwnaniu, wypro-
wadzonym w koncu ust. 10. Napiszmy je w formie

T—w=T@—ap—ib

Wystarczy to roOwnanie podzieli¢ przez n, by otrzymaé¢ od
nos$ny podstawowy wzor

DL, =" i - 0°

Przez wprowadzenia pojgcia pomocniczych momentéw wzgle-
dem warto$ci wyjsSciowe] powyzszy wzér przyjmie forme:
77lo — /"2 /™M

Dla szeregow rozdzielczych pomocniczy moment /z2 oblicza si¢
na podstawie wzoru:

1f. (or; — a)l
[12 =—
n

Obliczenie przeprowadza si¢ wedlug schematu, ktory przed-
stawie dla liczb kwiatéw w koszykach satatnicy (tab. 13,1). Zo-
stala wzigta ta sama wartos¢ a — 17.



Tabela 13,1
Liczby kwiatow w koszykach satatnicy

oc f (c—a) floc—a)l

11 2 36 72
12 7 25 175
13 1G 16 256
14 29 9 261
15 42 4 168
16 45 1 45
17 54 0 0
18 46 1 46
19 43 4 172
20 36 9 324
21 19 16 304
22 15 25 375
23 1 36 36
24 2 49 98
25 2 64 128

359 2460

Otrzymujemy ji) = 359-= 6-652, m) = 6.852— 0.279) =
= 6.852 —0.078 = 6.774.

Z materialem zgrupowanym w klasy obliczenia prowadzi
si¢ tak samo, traktujac numery klas jako wartosci wariantow.
Otrzymany prowizoryczny wynik mnozy si¢ przez kwadrat
szerokosci klas. Wezmiemy znowu material btawatka. Obli-
czenia przeprowadzimy osobno dla wszystkich trzech form
grupowania i dla materialu niegrupowanego, tak samo jak to
zrobiliSmy dla $redniej arytmetyczne;j.



Dla pierwszej formy szeregu (tab. 13,2) otrzymujemy przy

a=10% :/22="3"'3' =4,667, m'. =4.697 —0.937« = 4.697 —

— 0.878 = 3.819.

Mnozac przez kwadrat szerokosci klas, otrzymamy ostatecznie
ml = 34.371. Mozna przyja¢ ml = 34.37.

Tabela 13,2

Liczby kwiatow w koszykach btawatka
Pierwszy sposob grupowania.

Zakresy klas X' f (X —a)2 f(x —a)'

19— 6% 1 16 16
22— 7% 6 9 54
25— 8% 16 4 64
28— 9% 43 1 43
31— 10% 71 0 0
34— 11% 56 I 56
37— 12% 50 4 200
40— 13% 34 9 306
43— 14273 9 16 144
46— 152/r 5 25 125
49— 162/s 7 36 252
52— 17213 1 49 49
55— 18213 0 64 0
58— 1923 0 81 0
61— 202/3 1 100 100

300 1409



SPIS RZECZY:

Strona

Przedmowa - — I
Spis rzeczy - - - - - - = = = \Y
Poprawki i uzupeienia - - - - - = VII

WSTEP 1 4- 14

. Zadania statystyki. — 2. Materialy statystyczne.
3. Metody statystyki. — 4. Literatura i pomoce.

CZESC 1. STATYSTYKA POJEDYNCZYCH POPULACJI:
ROZDZIAL 1. SZEREGI ROZDZIELCZE . . . . 144- 41

5. Uktadanie szeregu rozdzielczego. — 6. Formy pro-
stych szeregdw rozdzielczych. — 7. Szeregi rozdzielcze
ztozone.

ROZDZIAL 1II. PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI
MATERIALOW STATYSTYCZNYCH 42— N

8. Wstepne uwagi. — 9. Warto§¢ modalna. — 10. Sie-
nig arytmetyczna i geometryczna. — 11. Pojecie mo-
mentow. — 12. Momenty pierwszego stopnia. —
13. Momenty drugiego stopnia. — 14, Momenty trze-
ciego stopnia. — 15 Momenty czwartego stopnia.

ROZDZIAL 1II. POCHODNE CHARAKTERYSTYKI MATE-
RIALOW STATYSTYCZNYCH 734- 87
16. Wstepne uwagi. — 17. Przecietne i $rednie odchy-
lenie. — 18. Wskaznik zmienno$ci. — 19. Wskaznik
sko$nosci. —  20. Wskaznik skupienia wariantow
i eksces.

ROZDZIAL 1V. NIEZBEDNE DLA STATYSTYKI WIADO-
MOSCI Z NAUKI O PRAWDOPODOBIENSTWIE 88-:- 130

21. Pojecie prawdopodobienstwa. — 22. Prawdopodo-
bienstwo .catkowite i ztozone. — 23. Prawdopodobien-
stwo powtarzania si¢ zdarzen. Szereg dwumianowy. —
24. Charakterystyki szeregu dwumianowego. — 25. Nor-
malna funkcja prawdopodobienstwa. — 26. Szereg
Poissona 1 jego charakterystyki.



ROZDZIAL V. WIARYGODNOSC CHARAKTERYSTYKI
MATERIALOW STATYSTYCZNYCH
27. Istota zagadnienia wiarygodnosci charakterystyk.
28. Populacje charakterystyk. — 29. Nadzieja matema-
tyczna. — 30. Blad $redni i prawdopodobny. — 31. Wia-
rygodnos$¢ charakterystyk matych prob. — 32. Kran-
cowe warianty.

ROZDZIAL VI. WYROWNANIE SZEREGOW ROZDZIEL-
CZYCH
33. Ogodlne zasady. — 34. Szereg dwumianowy. —
35. Wyrdwnanie szeregéw rozdzielczych za pomoca
normalnej funkcji prawdopodobienstwa. — 36. Funk-
cje typu A. — 37. Funkcje typu B.

CZESC II. WSPOLZALEZNOSC MIEDZY POPULACJAMI:

ROZDZIAL VII. KORELACJA - - = - =
38. Pojecie korelacji. — 39. Wyznaczanie stalych row-
nania regresji. — 40. Charakterystyki korelacji. —
41. Wiarygodno$§¢ charakterystyk korelacji. — 42. Ta-
bele korelacyjne.

ROZDZIAL Vili. KONTYNGENCJA

43. Pojecie kontyngencji.
Tabele - - - - - = = =

Strona

131 4-167

168-1-200

201'-7-230

231 -2-235

236 -r- 242



Strona

49

50
55
55

56

80
80
91

102

110

117

127

Poprawki i uzupelnienia

Wiersz: Zamiast: Ma by¢:
— SE,(F,-<)
16 od géry u —a+ — b U— O+ !
Hi K
15 " —+ 2 =+ 1
4 -4-0,40 +0,04
7 0od dotu m'= 14,5+ 1,225 = 14,675,

skad m' = 146,7.

m'= 14,45+1,223= 15,675,
skad nr = 156,7.

nl \2 n

4 od gory .= "£flaui—u) +.,. .. =2 —uj + ..
4 $ledzony sledziony
5 , sledzony sledziony
4 » Jadba Jakéba

0 1 0 1

r233¥3210X— AB583210X —
10 od dotu ...npVI7+] (o — ... np[qRl (n— -

#2fc+1 &2fc+l
1 ' 20/(2k+ 1) 24k (2k+1)
AL b rglebar 74 idod

5 2

1Gg4-1 rJ + 14-TJ 4- ..+ A4 4,1

e\ 26 24 120 /






Dla drugiej formy szeregu przy a =11 wypada:
1315 =4.383, m’1=4.383 —0.6231=4.383 —0.388= .995,

m? =9 X 3,995 — 35.995. Mozna przyja¢ m2 — 35.99. Szczegotow
obliczen dla tej formy i dla trzeciej nie podaje, pozostawiajac
czytelnikowi przeprowadzenie rachunkow.

Wreszcie dla trzeciej formy szeregu przy a = 111§ wypada:
,,13%)%5 _4.017, m\=4.017—0.2431=4.017 — 0.059 = 3.958.
Stad m2 = 35.622. Mozna przyja¢ m2 = 35.62.

Niegrupowana forma omawianego materialu daje ml =
= 34.704. Wobec tego pierwsza forma szeregu data wynik za
maty, dwie pozostale — za duzy. Roznice wynosza kolejno:
—0.33, +, 1,29, + 0.92. Sa one wigksze niz dla Sredniej arytme-
tycznej, bo bledy pochodzgce z minus i plus wariantow nie
réwnowaza sie.

Angielski statystyk Sheppard zaproponowal uzycie
poprawki, ktora czesciowo wyrownuje btedy, jakie wystepuja
przy obliczeniu momentu drugiego stopnia skutkiem grupowa-
nia wariantow. Wynik wypada mianowicie z reguly za duzy.

Poprawke przeto odejmuje si¢. Wynosi ona—/9"" gdziez

jest szeroko$cig klas. Ta poprawka nie zawsze poprawia wy-
nik. Warunkiem powodzenia jest przede wszystkim stopnio-
wo$¢ w zmianach czestosci w przej$ciu od jednego wyrazu do
drugiego w pierwotnej formie szeregu. Nastepnie forma sze-
regu powinna by¢ nietylko symetryczna, ale jeszcze zblizona
do normalnej krzywej prawdopodobienstwa, o ktérej bedzie
mowa w ust. 25.

W naszym przyktadzie mamy szereg nie odbiegajacy zbyt-
nio od normalnej krzywej prawdopodobienstwa, ale pierwotna
jego forma wykazuje silne przeskoki w czesto$ciach. To tez
poprawka Shepparda do pierwszej formy szeregu nie da
si¢ wogole zastosowaé, bo wynik i tak wypadl za maty. Drobne

Zadania : metody statystyki 3



wyroéwnanie otrzymuje si¢ tylko dla trzeciej formy szeregu,
dla ktérej po wprowadzeniu poprawki wypada warto$¢ mo-
mentu réwna 34.87.

Trzecia forma szeregu btawatka, ogolnie biorac, wypada
wiec najlepsza, bo i §rednia arytmetyczna byta bliska prawdzi-
wej. Byla to forma szeregu najlepiej wyré6wnana. Mozna przy-
ja¢ zatem za prawidlo ogdlne, by wybiera¢ formy szeregdw
mozliwie najbardziej wyréwnane. Mozna zaleci¢ stosowanie
do nich poprawki Sheppard a, trzeba jednak zawsze miec¢
na uwadze podane powyze] zastrzezenia.

Momenty drugiego stopnia maja wigksze znaczenie od
wszystkich innych, a mianowicie o tyle, ze oprocz charaktery-
styki materialu statystycznego, majgcego prawie zawsze cha-
rakter proby, odgrywaja one powazng role¢ przy ocenie stop-
nia, w jakim dana proba charakteryzuje cato$¢ populacji. Be-
dzie o tym mowa w rozdziale V.

14. Momenty trzeciego stopnia. Wstawiajac do zasadniczego
wzoru

- (u, —uy

L. =”

u-ma+'b, otrzymujemy wzoér roboczy dla tego rodzaju mo-
mentow

-(ik—a—bY -(uw—¢&@—3b-(@IL—ay

—)-- — =3 —3b/z) +' 2b3/23 — 3/Z] Lo + 2/zy
ii
Widzimy, ze do obliczenia momentu trzeciego stopnia trze-
ba oprdcz pomocniczego momentu  obliczy¢ jeszcze dwa po-
przednie momenty tego rodzaju: /23 1 "2,



Tabela 14,1

Liczby kwiatow w koszykach salatnicy.

® f
1 2
12 7
13 16
14 29
15 42
16 45
17 54
18 46
19 43
20 36
21 19
2 15
23 1
24 2
25 2

359

Dla szeregow rozdzielczych mamy wzor na pomocniczy mo-

ment /z3:

M-§ —

Wedlug tego wzoru mozemy tytulem przykltadu przepro-

wadzi¢ obliczenia dla liczby kwiatéw w koszykach satatnicy

+ 8.034.
Poprzednio otrzymali$my:

/A =0279 1 "2 =6.852. Wypadnie wigc 3/£.zz2 = 5.735 1 2/z\=

(@—a)

— 216
— 125
— 64
—27
—38
—1

0

+ 1

+ 8

+ 27
+ 64
+ 125
+ 216
-L 343
+ 512

?_’]f’\x—a)

2884

¥
(tab. 14,1). Otrzymamy /z3 = —+ 35

==(.044. Ostateczny wynik bedzie:
mj ==+ 8.034 +—5.735 + 0.044 = 2.343.

f®@—+

— 432
— 875
— 1024
— 783
—336
— 45
"A_3495

46
344
972

1216
1875
216
686
1024

+ 6379



Jezeli warianty sa zgrupowane w klasy, obliczenia prze-
prowadza si¢ z poczatku tak samo. Potem mnozy si¢ wynik
przez trzecia potege szerokosci klas. Jako przyktad wezmie-
my material btawatka zgrupowany trzecim sposobem (tab.
14,2). Ta forma szeregu wypadia bowiem najlepsza. Otrzymamy:

"3 2497 + 8.323.
300

Poprzednio mielismy: p\—+ 0.243, p 2 =4.017. Wobec tego
m’3=8323—3X0.243 X 4.017 +2 X 0.243;=28.323 — 2.928 +
0.029 = + 5424, Ten wynik jest wyrazony w przedzialach
klasowych. Mnozac go przez szes$cian szerokosci klas, to zna-
czy przez 27, otrzymamy ostatecznie mi = 146.448. Mozna
przyjac: mj = 146.4.

Tabela 14,2
Liczba kwiatdow w koszykach blawatka.

Trzecia forma szeregu.

Zakres klas oc’ £ (ay —a) f<'—a)
21— Th 5 —64 —320
24— 81/3 11 —27 —297
27— 91/3 38 —8 —304
30— 10173 61 —1 —61
33— 1113 63 0 | —982
36— 121 49 +1 49
39— 13173 37 +38 296
42— 1413 22 A27 594
45— 15173 5 + 64 320
46— 1673 4 +125 500
51— 1715 3 +216 648
54— 1873 1 +343 343
57— 191/3 0 +512 0
60— 2014 1 +729 729

300 +3479



Dla tego materialu zgrupowanego pierwszym 1 drugim
sposobem otrzymamy dla momentu trzeciego stopnia wartosci
140.9 1 136.5. Przeprowadzenie rachunkow pozostawiam czytel-
nikowi. Doktadna wartos¢ wynosi m3 = 149.4. Widzimy, ze
i w tym przypadku trzeci sposoéb grupowania jest najlepszy.
Przy obliczaniu momentdéw trzeciego stopnia bledy wynikajace
z grupowania nie powinny by¢ duze, gdyz wplywy minus i plus
wariantOw czesciowo znoszg si¢. W naszym przykltadzie te
bledy sa jednak znaczne, co wyptywa z charakteru materiatu,
przez silne przeskoki w czgsto$ciach w pierwotnej jego formie.
Przyjete jest przy obliczaniu momentoéw trzeciego stopnia nie
stosowa¢ zadnej poprawki na grupowanie.

Momenty trzeciego stopnia mogg mie¢ wartosci dodatnie
i ujemne. Stoi to w zwigzku z charakterem skos$no$ci. Szeregi
zupelnie symetryczne dalyby warto$¢ réwnag zeru. Wartosé
absolutna wypada tym wigksza, im szereg jest bardziej skosny.

15. Momenty czwartego stopnia. Dla obliczenia tych mo-
mentéw wstawiamy, jak zwykle, do wzoru zasadniczego

I (izz— u)
m T T
n
u=a+ b Otrzymamy:
S(wi—a— by B
mi = = = I1 (zz,— o) — 4b){ (uz]— a)l —
+ 6b~ S(zm— a) — 4b" S(m—a)+ I bd = pb — + 6f12[x) —
i i
— 3fcd = — 4tijpig + 6p.21p3 — 3pA

Dla szeregébw rozdzielczych mamy wzor roboczy:



Wedlug niego tytulem przykladu obliczymy moment
czwartego stopnia dla liczby kwiatow w koszykach satatnicy
(tab. 15,1).

Tabela 15,1

Liczba kwiatow w koszykach satatnicy.

0 f foc — a) J (oc—a)*
11 2 1296 2592
12 7 625 4375
13 16 256 4096
14 29 81 2349
15 42 16 672
16 45 | 45
17 54 0 0
18 46 | 46
19 43 16 688
20 36 81 2916
21 19 256 4864
22 15 625 9375
23 | 1296 1296
24 2 2401 4802
25 2 4096 8192

359 46308

Bedziemy mieli
46308 15599
300
Poprzednio otrzymalisSmy: /zI =b = 0.279 /z) = 6.852 = 8.034.

Wobec tego otrzymamy:

m4 = 12899 — 4 X 0.279 X 8.034 + 6 X 0.279] X 6.852 —
— 3 X 02794 = 128.99 — 8.95 41 3.19 — 0.02 = 123.2.

Obliczanie momentoéw czwartego stopnia dla materiatow
zgrupowanych w klasy przeprowadza si¢ tak samo, traktujgc



numery klas jako wartosci wariantow. Wynik otrzymuje si¢
w przedzialach klasowych jako jednostce pomiarowej. Osta-
teczng warto$¢ otrzymuje si¢, mnozac przez czwarta potege
szerokosci klas.

Jako przyktad przeprowadzimy rachunki dla btawatka
wedlug materiatu zgrupowanego trzecim sposobem (tab. 15,2).
Otrzymamy.

="2.98,m'4 = 66.30. Mnozac go przez 3{= 81 otrzy-
mujemy mé = 5370.

Tabela 15,2
Liczby kwiatow w szczytowych koszykach blawatka.

Trzecia forma szeregu.

¥ Zakres klas | X r  G—al f@—a)
21— 7Vs 5 256 1280
24— 84 u 81 891
27— 9y 38 16 608
30— 10V3 61 | 61
33— 11V3 63 0 0
36— 12y3 49 1 49
39— 13Y3 37 16 592
4— 14Y3 2 1 1782
45— 15V3 5 256 1280
48— 16% 4 625 2500
51— 17y3 3 1296 3888
54— 18Y3 1 2401 2401
57— 193 0 4096 0

|

60— 203 6561 6561



Dla pierwszego i drugiego sposobu grupowania wypadaja
warto$ci 4981 1 5582. Dokladna warto$¢ wynosi 5915. Najlepiej
wypadia w tym przypadku druga forma grupowania, nie trze-
cia jak dotad. Roznice sg znaczne, bo niema wyrdwnania dzia-
laniem plus 1 minus wariantow.

Przy obliczaniu momentéw czwartego stopnia uzywa si¢
poprawki, ktéra wynosi:

*

1 1
_XC<2 ) SO"

gdzie 2 jest -szeroko$¢ klas. Poprawke trzeba odejmowac.
Zastosowanie jej dla trzech form szeregu daje wartosci: 4828,
5423 1 5212. W naszym przypadku poprawka wywoluje po-
gorszenie wynikow.

Momenty czwartego stopnia sg naturalnie zawsze dodat-
nie. Znaczenie ich polega na tym, ze okre$lajg one, w jakim
stopniu warianty sa skupione przy $redniej arytmetycznej.
Im bardziej warianty sg skupione przy S$redniej, tym mniejszy
wypada moment czwartego stopnia — mniejszy nie wickszy,
jak by si¢ mozna bylo spodziewacd.



ROZDZIAL III.

POCHODNE CHARAKTERYSTYKI MATERIALOW
STATYSTYCZNYCH.

16. Wstepne uwagi. W rozdziale Il rozpatrzyliSmy pod-
stawowe charakterystyki szeregdw rozdzielczych. Trzeba te-
raz wyzyskaé¢ je dla bezposredniego, mozna powiedzie¢ pogla-
dowego, przedstawienia osobliwo$ci materiatow statystycz-
nych.

Najbardziej poglagdowa charakterystyka materialow staty-
stycznych jest warto§¢ modalna, wartos¢ wariantdw najcze-
stsza. Niestety, jak to bylo wyjasnione w ust. 9, wyznaczenie
jej jest mozliwe tylko dla obfitych materiatow statystycznych.

Srednia arytmetyczna jest mniej pogladowa charaktery-
styka. Jezeli material uklada si¢ w szereg rozdzielczy mniej
wigcej symetryczny, rézni si¢ ona nieznacznie od wartosci mo-
dalnej. Dla szeregdw jednobocznych moéwi niewiele. Tym nie
mniej jest to charakterystyka podstawowa, gdyz daje si¢ za-
wsze ustali¢ i nadto sluzy za podstawe do obliczenia innych
charakterystyk.

Bardzo cenne sa czeSciowe momenty pierwszego stopnia,
gdyz daja bezposredni wyraz rozsiewu wariantow wokol sred-
niej arytmetycznej.

Wszystko to jednak nie wystarcza i trzeba wprowadzic¢
jeszcze inne charakterystyki. Beda to funkcje charakterystyk
podstawowych i przeto moga by¢ nazwane pochodnymi.

Do rozpatrzenia ich teraz przystapimy.



17. Przecietne i S$rednie odchylenie. Trzeba przede
wszystkim ustali¢ charakterystyke, ktéra by dawata obraz
stopnia zmienno$ci wariantdw, obraz stopnia ich rozsiewu.
Zadanie to spelniajg czgSciowo momenty pierwszego stopnia.
Jest to jednak niedostateczne o tyle, ze jest ich dwa: osobny
dla minus wariantow, osobny dla plus wariantow. Trzeba mieé
jeszcze ogodlng charakterystyke rozsiewu, wspolng dla wszyst-
kich wariantow.

Do tego stuzy¢ moze przecietne odchylenie wariantow od
ich $redniej arytmetycznej, nazywane w skrocie odchyle-
niem przecictnym. Jest to Srednia arytme-
tyczna absolutnych wartosci wszystkich
odchylen wariantow od $redniej arytmetycz-
nej. Mozna jg zatem okres$li¢ przez rownanie:

STui—
>> T — -
n
Obliczenie tej wielko$ci przeprowadza si¢ za pomocg cze-
sciowych momentdéw pierwszego stopnia, gdyz jak to widzie-
lismy w ust. 12 jeden z nich okresla Srednig wielkos¢ odchy-
len ujemnych, drugi — dodatnich. Trzeba wzig¢ S$rednig
wazong ich absolutnych wartosci.

0 — mill 4l + m)) I}
nt + nl

gdzie nr jest liczba wariantow mniejszych od $Sredniej, nl liczba
wariantow wiekszych od niej. Srednia musi by¢ wazona, gdyz
te czeSciowe momenty nie s3 rOwnowazne, reprezentujac na
0got rozne liczby wariantow.

Zestawiajac wzory dla obu momentow, otrzymuje si¢ dla
wykonania obliczen roOwnanie:

-fifa— )+Sfi(ov—a)+(n +n>)b
=d N

g - ——————

n



Obliczenie tatwo jest przeprowadzi¢, wyzyskujac liczby
rachunkéw do obliczenia $redniej arytmetycznej. 1 tak dla
liczby kwiatdw w koszykach salatnicy, gdzie jest 195 minus
wariantéw 1 164 plus wariantow, bedziemy mieli:

0, 327 +427 + (195—164) X 0.279 _
359

327 + 427 + 31 X 0.279 762.65
359 395

=.2.124

Dla materiatldow zgrupowanych rachunki przeprowadza sig¢
tak samo, operujac numerami klas jak wartosciami wariantow.
Ostateczny wynik otrzymuje si¢, mnozac przez szerokos¢ klas.
Dla trzech form materiatu blawatka wypadajg warto$ci prze-
cietnego odchylenia réwne 4.993, 4.731 i 4.665. Doktadna war-
tos¢ wynosi 4.623. Trzecia forma grupowania daje zatem wynik
najlepszy, tak jak dla wszystkich innych charakterystyk z wy-
jatkiem momentu czwartego stopnia.

Odchylenie przecigtne jest najlepszym, bo najbardziej
pogladowym, przedstawieniem wielko$ci odchylen od s$redniej,
a przeto i zmienno$ci wariantow. Uzywajac tej wielkosci, na-
lezy jednoczes$nie podawacé oba czgsciowe momenty pierwszego
stopnia, charakteryzujace osobno odchylenia ujemne i dodatnie.
Jako przyktad mozna podaé¢ przeliczenia Smosarskiegol)
dla srednich dobowych temperatur Poznania w poszczeg6lnych
miesigcach lat 1848 —1922 (tab. 17,1). Ta tabela zawiera nadto

$rednie arytmetyczne temperatur (m) i wielkosci "1, o kto-
rych bedzie mowa podzniej.

Pomimo swoich zalet odchylenie przecietne rzadko jest
obliczane. Jedynie meteorologowie korzystaja stale z tej wiel-
kosci, przykltadem przytoczona praca Smosarskiego.

h W. Smosarski. Temperatura i opady w Wielkopolsce. —
Prace Komisji Matematyczno - Przyrodniczej Tow. Przyjaciét Nauk
w Poznaniu. Seria A. Tom 2 (1925).



Zwykle dla charakterystyki zmienno$ci wariantOw bierze si¢
t. zw. odchylenie $rednie, ktore jest pierwia-
stkiem kwadratowym z momentu drugiego
stopnia: a = ]/m2..

Oczywiscie ta wielko$¢ nie daje tak dobrego obrazu wiel-
kosci odchylen, jak odchylenie przecigtne. W niektorych przy-
padkach daje wregcz zte o tym pojecie, mianowicie kiedy wa-
riantow jest mato i trafig si¢ wsrod nich niektére wyjatkowo
silnie odbiegajace od $redniej arytmetycznej. Wtedy te ostatnie
warianty daja wyjatkowo duze odchylenia, ktére bedac pod-
niesione do kwadratu przy obliczeniu $redniego odchylenia
wpltywaja nadmiernie na jego warto$¢. Przy obfitych materia-
fach tak zle nie jest, bo wprawdzie moga si¢ w nich trafi¢ ta-
kie wyjatkowe warianty, ale ich liczba w stosunku do ogdlnej
ilosci wariantow nigdy nie jest duza.

Jezeli pomimo swojej mniejszej pogladowosci $rednie od-
chylenie jest powszechnie uzywane zamiast przeci¢tnego, thu-
maczy si¢ to gléwnie tym, ze przecigtne odchylenie poza przed-
stawieniem rozsiewu wariantdow nie znajduje zadnego prawie
innego zastosowania, podczas gdy odchylenie $rednie znajduje
bardzo wazne zastosowanie w ocenie wiarogodnosci charakte-
rystyk. Jak to bedzie dokladniej objasnione w rozdziale V,
materiaty statystyczne prawie zawsze s3 proébami wzigtymi
z jakiej$ populacji. Przeto obliczone na ich podstawie charakte-
rystyki tylko w przyblizeniu okreslaja osobliwosci populacji.
Okreslenie, w jakim stopniu to czynia, wymaga znajomosci
$redniego odchylenia.

Ta okoliczno$¢ jeszcze nie wystarczylaby do porzucenia
przecietnego odchylenia, ale do tego dochodzi jeszcze ta wtasci-
wo$¢ obu omawianych odchylen, ze stosunek mie¢dzy nimi jest
mato zmienny. Jak to wida¢ z tablicy 17,1, odchylenie przeciet-
ne jest mniejsze od $redniego, ale stosunek jednego do drugiego
waha si¢ dla odno$nego materialu w granicach od 0.755 do
0.858. W innych przypadkach jest mniej wigcej tak samo.
W ten sposob, majac tylko odchylenie $rednie, mozna miecé
przyblizone pojecie o rozsiewie wariantow.
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Do tego dochodzi jeszcze jedno: odchylenie przecigtne,
lepiej charakteryzujac poszczegdlne proby, nieco gorzej od
sredniego charakteryzuje popularne, z ktorej proby byly
wzigte, (por. ust. 30). Wreszcie wzor dla $redniego odchylenia
jest prostszy niz dla przecigtnego.

Dla omawianych stale przykladow satatnicy i btawatka
$rednie odchylenie wynosi: dla pierwszego z tych materiatow
o = |/ 6774 = 2.603, dla drugiego uzytego bez grupowania
o =1 3470 = 5.891. Sposodb grupowania wplywa naturalnie
na otrzymywany wynik. Dla trzech form szeregu btawatka ma-
my warto$ci F733.621 — 5.798, 1'35.245 = 5.937 il 34872 =
= 5.905.

Stosunek odchylenia przecigtnego do sredniego wypada
dla satatnicy 0.815 a dla btawatka 0.785. Sa to liczby, ktére
mieszczg si¢ w granicach wartosci, jakie dat material meteoro-
logiczny Smosar ski ego. Dla szeregow rozdzielczych formy
normalnej, ktorej istota bedzie wyjasniona w ust. 25, ten sto-

n

sunek réwna si¢ | _-=10.798. Jest to tzw. wzor Cornu.

Warto jest jeszcze poswieci¢ troche uwagi nazwom oma-
wianych w tym ustepie charakterystyk. Panuje tu wielkie za-
mieszanie. W jezyku polskim ,,przecigetny” znaczy to samo co
»Sredni”. Nalezaloby zmieni¢ te terminy. Najlepiej byloby dla
unikni¢cia nieporozumien nazywac przeci¢tne odchylenie ,,$re-
dnim liniowym” a $rednie ,,$rednim kwadratowym” tak jak
to czynig Francuzi (deviation linéaire moyenne et
quadratique moyenne). W jezyku angielskich tworcow’
wspolczesnej statystyki tych niejasnosci niema: tam odchyle-
nie przecictne nazywa si¢ mean deviation, S$rednie za$
standart deviation.



Na ostatku warto jest zaznaczy¢, ze rozsiew wariantOw
moze by¢ scharakteryzowany bez wzgledu na ich $rednig aryt-
metyczng. Wedlug propozycji jednego z wtoskich statystykow
mozna do tego celu uzy¢ $redniej arytmetycznej absolutnych
wartosci roznic migdzy wariantami, zestawiajgc je we wszelki
mozliwy sposob. Obliczenie takiej wielko$ci nie jest, zawile,
chociaz mozolne. Watpliwe jest tylko, czy taka charaktery-
styka jest lepsza od omoéwionych w tym rozdziale charakte-
rystyk zmienno$ci wariantow.

18. Wskaznik zmiennosci. Dla lepszego zobrazowania
zmienno$ci materiatu  statystycznego dobrze jest obliczy¢
wskaznik zmiennosci. Jest to stosunek miary
odchylen od S$redniej arytmetycznej. Stosownie
do tego, czy si¢ wezmie za takg- miar¢ odchylenie przecictne
czy S$rednie, bedziemy mieli 2 réwnania:

Dla liczby kwiatow w koszykach satatnicy otrzymamy:

T el P Gl LT S LT

Dla btawatka za$ bioragc doktadne wartosci charakterystyk:

= =0133i 81 _ (169

Zwykle wyraza si¢ wskaznik zmiennosci w procentach, a wiec
dla salatnicy beda wartosci 12.3% i 15.0% a dla blawatka
13.3% 1 16.9%.

Wobec powszechnego uzycia odchylenia $redniego poda-
wane w literaturze wartoSci wskaznika zmienno$ci prawie
zawsze odnoszg si¢ do wielkosci Jako przyktad mozna

przytoczy¢ nastepujace dane co do cech czlowieka wedlug zro-
det angielskich (tab. 18,1). Mamy tu wartosci bardzo roznp



Tabela 18,1

Wskaznik zmiennos$ci dla cech czlowieka w procentach.

Cechy Megzczyzni Kobiety
Waga $ledzony u zdrowych 38.2 —
Waga sledzony u chorych 50.6 —
Waga serca u chorych 384 —
Waga ciata 10.1 13.4
Sita dtoni 14.1 18.6
Waga mozgu 9.2 9.7
Wzrost 4.0 4.1
Obwdd czaszki 2.9 2.7

Przyktadow wielkosci trzeba szuka¢ u meteorologow.

Dla przytoczonych w poprzednim ustgpie danych Smosar-
sKiego o temperaturze powietrza nie mozna obliczy¢ wskaz-
nika zmiennos$ci, chybaby si¢ wziglo temperatury absolutne
za przykladem Anglikow. Ale znajdujemy w tej samej roz-
prawie dane o opadach w Poznaniu za ten sam okres
1848—1922 (tab. 18.2). Mamy tam tylko odchylenia przecigtne
i obliczone na ich podstawie wskazniki zmiennos$ci dla poszcze-
golnych miesigcy i dla calego roku. Warto jest zwroci¢ uwage
na to, o ile mniejszy jest ten wskaznik dla roku w porownaniu
do miesigcy.

19. Wskaznik skosnoséci. Z kolei trzeba zaja¢ si¢ charak-
terystyka skosnosci szeregow rozdzielczych. Jest to zadanie
dosy¢ zawilte i moze by¢ rozwigzane w dwojaki sposob.

Pierwszy sposob opiera si¢ na rozkladzie czestosci wzgle-
dem wyrazu o najwigkszej czgstosci, reprezentujgcego wartosé
modalng zmiennej ewentualnej. Jezeli wyrazy jednakowo od-
legte od wspomnianego wyrazu poréwnamy ze soba, ujawnia
sig, ze ich czestosci prawie zawsze sg nieréwne. Jezeli wyrazy
o wickszej warto$ci zmiennej ewentualnej maja czestos¢ wigk-



sza od wyrazOw mniejszej warto$ci tej zmiennej, uwaza¢ mo-
zna sko$no$¢ za dodatnia, w przeciwnym razie za ujemng. Tak
kwestia skos$no$ci szeregéw rozdzielczych byla traktowana do-
tychczas (por. ust. 6).

Takie poroéwnania musiatyby dotyczy¢ wszystkich wyra-
zOw szeregu, co jest niewygodne. Ot6z mozna je zastgpi¢ przez
jedno tylko poréwnanie — warto$ci modalnej ze $rednig aryt-
metyczng. Latwo jest bowiem zda¢ sobie sprawe, ze przy skos-
nosci dodatniej $rednia jest wicksza od wartosci modalnej,

Tabela 18,2

Opady atmosferyczne w Poznaniu w okresie 1848—1922 (w mm)

n m v Vv VI VIT vili IX X XI XII Rok

Charak-
terystyki

m 32 26 32 36 46 57 70 62 43 35 33 36 508

» 13 14 14 16 19 24 31 27 20 17 15 16 63

D, 41 54 54 44 41 42 45 44 46 48 46 43 12

przy skos$nosci ujemnej natomiast mniejsza od niej. Przy tym
odchylenie $redniej od modalnej jest tym wigksze, im sko$nos¢
jest silniejsza. W ten sposoéb powyzsze odchylenie mozna uwa-
za¢ za miar¢ skos$nosci.

Samo odchylenie od modalnej nie wystarcza jednak dla
charakterystyki skosnosci. Trzeba jeszcze wziag¢ pod uwage
rozsiew wariantow. Istotnie dwa szeregi jednakowo sko$ne, to
znaczy o jednakowych réznicach czestosci w jednakowo od
modalnej odleglych wyrazach wykaza rézne odchylenie $redniej
modalnej warto$ci, jezeli rozsiew wariantOw jest rozny: przy
wickszym rozsiewie rozpatrywane odchylenie bedzie wigksze,
Zadania i metody statystyki 6



przy mniejszym — mniejsze. Mozna coprawda rozumowac tak
tylko w odniesieniu do wyrazéw szeregu niezbyt daleko odle-
gltych od warto$ci modalnej, ale to nie zmienia zasadniczo
istoty zagadnienia. Wynika z tego rozumowania, ze
aby miie¢ miare skos$nosci, trzeba podzielié
odchylenie s$redniej od modalnej przez miare
rozsiewu wariantdw, przez przecigctne albo
Srednie odchylenie. Na tej zasadzie Pearson za-
proponowal jako miar¢ skosnosci funkcje:

gdzie A jest warto$cig modalng. T¢ funkcje bedziemy nazywali
wskaznikiem skosnosci pierwszego rodzaju.
Dla zobrazowania zagadnienia rozpatrzmy kilka przykla-
dow. Pierwszym bedzie liczba kwiatow w koszykach satatnicy.
Dla niej mieliSmy m= 17.279, A =17, a=2.603. Wobec tego
wypada a= +0.107. Jest to staba skosnos¢ dodatnia.
Nastepnie wezmiemy liczbe wewnetrznych listkow okrywy
u tej samej rosliny (tab. 6,2). Obliczamy $rednig i srednie od-
chylenie. Wypada m = 8.1967, a=10.6094. Poniewaz A4 = 3§,
otrzymujemy a=+0.323. Skosno$¢ jest tak samo dodatnia,
ale silniejsza.
Wreszcie rozpatrzymy liczbe kwiatow jezyczkowych
w szczytowych koszykach Senecio fluviatilis (tab. 6,4). Dla
niego m— 7.6114, A =18, 0= 0.7155. Wobec tego a ——0.543.
Wskaznik skos$no$ci zgodnie z charakterem szeregu wypadt
ujemny. K
Powyzszy sposob ujecia zagadnienia skos$nosci jest prosty
i jasny. Niestety, nie zawsze mozna je tak traktowaé, gdyz
wyznaczenie warto$ci modalnej jest trudne dla szeregow ze
zgrupowanymi warto$ciami wariantow i niemozliwe dla mate-
rialow mato licznych. Dla zaradzenia ztemu trzeba szuka¢ innej
drogi, mianowicie trzeba wzig¢ za punkt wyjscia moment trze-
ciego stopnia. Jest on rowny zeru dla szeregow dokladnie
symetrycznych. Dla szeregéw skosnych moze wypas¢ dodatni



lub ujemny zaleznie od rozkladu czegstosci. Trzeba przy tym na-
turalnie wyeliminowa¢, tak samo jak poprzednio, stopien roz-
siewu wariantow.
W ten sposob dochodzi si¢ do wskaznika skos$nosci
drugiego rodzaju okreslonego réwnaniem
mi
y —
1 aj
Nietrudno jest wykazaé, ze jest to osobliwego rodzaju mo-
ment trzeciego stopnia. W istocie wstawiamy w powyzsze row-
nanie wzOor momentu trzeciego stopnia

- (ut—u)
P
n
Otrzymamy
iCuaz — u)3
i
b= na

Poniewaz $rednie odchylenie jest wielkoscig stala dla danego
szeregu, mozna je wprowadzi¢ pod znak sumy:

Widzimy, ze jest to takie same rownanie jak powyzej
przytoczone dla momentu trzeciego stopnia, tylko wymiar
wielko$ci wariantow jest inny: za jednostke pomiarowg jest
przyjete $rednie odchylenie. Jest to zatem osobliwy moment
trzeciego stopnia, ktoéry mozna nazwa¢ momentem trze-
ciego stopnia drugiego rodzaju.

Zobaczmy, jakie warto$ci przybiera ten nowy wskaznik
sko$nosci w przykltadach poprzednio omoéwionych. Dla liczby
kwiatow w koszykach salatnicy mieliSmy m3 = +2.343 i przeto
wypada 7t=—+0.133. Dla listkbw okrywy tej samej rosliny



otrzymuje si¢ m3— +0.3900 i zatem A = +1.724. Wreszcie dla

liczby kwiatow jezyczkowych u Senecio fluviatilis m3 =—0.3732
i A=—1.019.

Otrzymali$my warto$ci odmienne od warto$ci wskaznika
pierwszego rodzaju. Wyjatkowo moze si¢ zdarzy¢, ze nawet
znak odwrotny. Tak jest dla materialu otrzymanego dla kwia-
tow jezyczkowych w szczytowych koszykach syberyjskiej ro-
sliny Senecio octoglossus w pewnej kulturze Ogrodu Bota-
nicznego w Dublanach (tab. 19,1). Wypadlo tam: m=7.9802,

0= 0.4445, 4 =8, m3= +0.00806. Stad wynika, ze a 0.445,
A = +0.0918.
Tabela 19,1
Liczby kwiatow jezyczkowych w koszykach
Senecio octoglossus
Liczby kwiatow: 5 6 7 8 9 10 11
Ich czgstoscei: 1 2 14 277 4 4 1

Te niezgodno$ci migdzy dwoma rodzajami wskaznika
skosnosci pochodzg stad, ze pierwszy z nich okresla
roznice rozsiewu wariantow wzgledem war-
tosci modalnej, drugi zas§ wzgledem s$redniej
arytmetycznej. Wskaznik drugiego rodzaju nie daje tak
jasnego obrazu skos$no$ci jak pierwszy, zato mozna go zawsze
obliczy¢, gdyz wartos¢ modalna jest tu niepotrzebna a mo-
menty zawsze dadzg si¢ obliczyc.

Dla materialow zgrupowanych w klasy wskaznik drugiego
rodzaju oblicza si¢ tak samo jak dla materiatow niegrupowa-
nych. Do tego nie potrzeba ostatecznych warto$ci charak-
terystyk m3 1 o, wystarczg wartoSci prowizoryczne m’3
i o' wyrazone w szeroko$ci klas. Przytem przy obliczeniu S$re-
dniego odchylenia trzeba stosowa¢ poprawke Shepparda

)

. I . .
W wymiarze = 0.0833... a nie w wymiarze 19



Wykonujac tytutem przykladu obliczenia dla trze-
ciej formy szeregu blawatka, otrzymamy: m’3 = + 5424,

o' =] 3958 —0.083 = _.73.875=1.968 i wreszcie A = +0.711.
Doktadna warto$¢ wynosi: = + 0.731.

20. Wskaznik skupienia wariantéw i eksces. Ostatnia cecha
szeregow rozdzielczych jest stopien skupienia wariantow w po-
blizu wartosci modalnej. Tu znowu wobec trudnosci w wyzna-
czaniu tej wartosci trzeba zmieni¢ punkt wyjscia i traktowac
zagadnienie jako kwesti¢ skupienia wariantéw przy Sredniej
arytmetycznej. Wtedy mozna jg rozwiazaé za pomocg mo-
mentu czwartego stopnia. Podobnie jak z momentu trzeciego
stopnia mozna wyprowadzi¢ miar¢ skosnos$ci, tak z momentu
czwartego stopnia wywodzi si¢ wskaznik skupienia wariantow,
okreslony przez rownanie:

Jedt to moment czwartego stopnia drugiego rodzaju, gdyz
mozna napisac:

Przybiera on tym wicksze warto$ci, im bardziej skupione
sa warianty przy Sredniej. Moment czwartego stopnia wpraw-
dzie zmniejsza si¢ wtedy, ale $rednie odchylenie zmniejsza si¢
takze i to w takim stopniu, ze skutkiem podniesienia do czwar-
tej potegi zmniejszenie odchylenia wplywa silniej na wynik
obliczenia anizeli zmniejszenie momentu. Nietrudno jest to
wykaza¢ na przykladach. Wezmiemy w tym celu nastgpujace
szeregi rozdzielcze.

Rozpoczniemy od szeregow wklegstych, w ktorych wa-
rianty sa skupione nie w $rodkowej cze$ci szeregu rozdziel-
czego, lecz na obu jego koncach. Wypadna przeto szczegolnie
mate wartosci wskaznika skupienia wariantow. Naprzyktad za-



chmurzenie w Bazylei (tab. 6,14) da m4 = 0.03935, o= 0.3922
a wiec
0.03935 _
0.02365

Dalej liczby kwiatow w koszykach salatnicy (tab. 6,2) be-
dziemy mieli: md4 = 123.2, 0=2.603 i przeto B = 2.685.

Nastepnie dla liczby kwiatow jezyczkowych w koszy-
kach Senecio fluviatilis (tab. 6,4) otrzymamy: m4 = 1.0385
i a=0.7155 a wigc /5=3.962

Dla listkbw okrywy salatnicy (tab. 6,2) wypadnie
m = 1.1754, a=0.60936 i 3= 8.525.

Dla liczby promieni meduzy Pseudoclytia pentata (tab. 6,5)
otrzymuje si¢: m4 = 0.50818, 0= 0.4516 1 /5=13.40.

Wreszcie przytoczony w poprzednim ustepie Senecio octo-
glossus daje: m4 = 0.8209, 0 =0.4445 i = 21.02.

Widzimy, ze wskaznik skupienia wariantow waha sig¢
w daleko szerszych granicach niz wskaznik skos$nosci.

1.664

Ojnawiang wlasciwo$¢ szeregdbw rozdzielczych mozna
takze okreslic za pomoca innej jeszcze charakterystyki, zwa-
nej ekscesem, oznaczanej symbolem Eksces jest
to wskaznik skupie™nia wariantodw pomniej-
szony o 3. Uzycie tej charakterystyki ma swdj sens przy
porownywaniu dwubocznych szeregéw rozdzielczych z nor-
malng funkcja prawdopodobienstwa, o ktéorej bedzie mowa
w ust. 25. Dla niej wskaznik skupienia wariantObw wynosi 3.
Skutkiem tego eksces wskazuje, o ile skupienie wariantow
przy $redniej jest mniejsze lub wicksze niz w szeregach z roz-
ktadem czgstosci wedlug normalnej funkcji prawdopodobien-
stwa. Skupienie stabsze niz u takich szeregéw jest rzadkie
i przeto eksces jest przewaznie dodatni. W naszych przykla-
dach tylko dwa pierwsze maja eksces ujemny: zachmurzenie
—1.336 1 kwiaty satatnicy —0.315. Poza tym jest on dodatni:
od + 0.963 u Senecio fluviatilis do + 18.02 u S. octoglossus.

Dla materiatow zgrupowanych w klasy wskaznik skupie-
nia wariantow oblicza si¢ podobnie jak wskaznik Y4, za pomoca



charakterystyk wyrazonych w szerokosci klas. I tak dla trze-
ciej formy szeregu btawatka bedziemy mieli: 72\ = 64.35,
0'= 1968, a zatem f = 4.286. Doktadna warto$§¢ wynosi

5332
= e = 4.427

5.8914
Eksces bedzie mial odpowiednio wartosci +1.286 1 +1.427.



ROZDZIAL 1V.

NIEZBEDNE DLA STATYSTYKI WIADOMOSCI Z NAUKI
O PRAWDOPODOBIENSTWIE.

21. Pojecie prawdopodobienstwa. Zagadnienie prawdopodo-
bienstwa dotyczy czgstosci zdarzen, powodowanych przez dwa
rozne rodzaje przyczyn. Sg to z jednej strony przyczyny dajace
si¢ doktadnie ustali¢ — przyczyny okreslone, z drugiej
za$ strony takie, ktore mozna scharakteryzowac tylko ogolni-
kowo — przyczyny nieokreslone. Naprzyklad czestosé
wystgpienia czarnej karty w ciggnieniach z dobrze wymiesza-
nej talii kart zalezy od dajacego si¢ ustali¢ sktadu danej talii —
od stosunku liczby czarnych kart do ogélnej ich ilosci. Zalezy
nadto od niedajacego si¢ przewidzie¢ uktadu ich w talii i od
niedajacych si¢ przewidzie¢ tak samo ruchow reki. Naturalnie
zaklada si¢ przytem, ze szulerskie chwyty nie s3 stosowane,
w przeciwnym bowiem razie bgdg dziataty tylko przyczyny
okreslone i o prawdopodobienstwie nie bedzie mowy.

Czesto$¢ zdarzen, zgodnie z wywodami ust. 5, moze byc¢
rozumiana dwojako — jako czgstos¢ bezwzgledna, poda-
jaca liczbe danego rodzaju zdarzen, i jako czestos¢ wzgle-
dna, okreslona stosunkiem liczby zdarzen do liczby przy-
padkow, w ktorych takie zdarzenia moga wystgpic. W rozwa-
zaniach na temat prawdopodobienstwa chodzi zawsze o cze-
stos¢ wzgledna, ktora tez dla skrocenia nazywa si¢ zwykle po
prostu czestoscig. Tak rozumiana czgstos¢ wyraza si¢ liczba
mniejszg od jednosci. W krancowych przypadkach rowna si¢
ona zeru i jedno$ci: rOwna si¢ zeru — jezeli zdarzenie nie wy-
stepuje wcale, jednosci — jezeli wystagpi w kazdym mozliwym
dla niego przypadku.

Czestosci tego samego rodzaju zdarzen wypadajg roznie.
Naprzyktad francuski zoolog Buffon w r. 1777 okreslat
czesto$¢ wystepowania orta w grze w orla i reszke przy duzej
ilosci rzutéw. Bylo ich 4040. Orzel wystgpit 2048 razy, czgstos$c



zatem wypadta 0.5069. Na poczatku XIX wieku angielski ma-
tematyk de Morgan powtorzyt te zliczenia i otrzymal te
samg liczbe wystgpien orla na 4092 rzuty. Czgsto$¢ otrzymat
zatem réwng 0.5005. Belgijski astronom Quetelet, o kto-
rym byla mowa w ust. 2 jako o jednym z tworcow wspot-
czesnej statystyki, takze przeprowadzit w r. 1846 podobne zli-
czenia, wyjmujac kule z urny, zawierajacej 20 kul biatych
i 20 czarnych. Takie ciggnienia oczywiscie dajg wyniki po-
dobne do rzutow monetg. Biata kula wyszla 2066 razy na 4096
ciagnien, czyli czesto§¢ wypadta 0.5044.

Przytoczone czestosci podobnych zdarzen sa zblizone, nie
sg jednak rowne. Tylko w bardzo rzadkich przypadkach wy-
padaja one dokladnie sobie réwne, ale to nie zmienia postaci
rzeczy. Otoz fakt, ze otrzymywane w doswiadczeniu rdzne
czestosci dla tego samego rodzaju zdarzen sg zblizone, jest po-
wodowany przez dziatanie przyczyn okre$lonych — przez sy-
metrie¢ monety w grze w orla i reszke, przez rowna ilo§¢ czar-
nych i biatych kul w umie itp. Roznice za§ miedzy poszczegol-
nymi warto$ciami czesto$ci pochodza z dzialania przyczyn nie-
okreslonych, jak ruchy reki, podskoki monety przy uderzeniu
o stol, uktad kul w urnie i inne podobne okolicznosci.

Gdyby przyczyny nieokreslone nie dzia-
taty, czestos¢ danego rodzaju zdarzen wypa-
databy zawsze jednakowa. Taka stala wartosc¢
czestosci nazywamy prawdopodobienstwem.

Faktycznie obserwowane czestosci sg, poza wyjatkowymi
przypadkami, zblizone do warto$ci prawdopodobienstwa. Jest
ona w przytoczonych powyzej przyktadach, jak si¢ zaraz prze-

konamy, rowna . Zatem odchylenia czgstosci od niej w tych

przyktadach wynoszg 0.0069, 0.0005 i 0.0044.

Warto§¢ prawdopobienstwa mozna obliczy¢, jezeli si¢ zna
dokladnie przyczyny okre$lone. Wtedy, zakladajac ze przy-
czyny nieokreslone nie dziatajg, trzeba najpierw ustali¢ liczbe
jednakowo mozliwych a zarazem ro6znych
ewentualnosci, w ktorych moze wystapi¢ dane zdarze-



nie. Trzeba dalej zliczy¢ z posrod tych ewentualnosci takie,
w ktorych zdarzenie wystagpi¢ musi. Otrzyma si¢ w ten spo-
sob dwie liczby catkowite. Dzielac druga przez pierwsza, otrzy-
mamy warto$¢ liczbowa prawdopodobienstwa dla danego ro-
dzaju zdarzen.

I tak w grze w orla i reszke sg dwie ewentualnosci: moneta
spadnie ukazujac orla albo reszke. Obie sg rownie mozliwe, je-
zeli moneta jest symetryczna i nieuszkodzona. Jedna z tych
ewentualnosci daje rozpatrywane zdarzenie, jakim jest uloze-
nie si¢ monety na stole orlem do gory. Prawdopodobienstwo

wypada zatem réwne Bedzie ono inne, jezeli skutkiem

I
7
licznych uderzen o st6l moneta zostanie wykrzywiona Ilub
w inny sposob uszkodzona.

W przypadku urny z 20 biatymi i 20 czarnymi kulami
mamy 40 ewentualnosci, bo wyjecie kazdej kuli jest jedna-
kowo mozliwe, jezeli sa one jednakowej wielkosci i sa wyko-
nane z tego samego materialu. Z tych 40 ewentualno$ci wy-
stgpienie biatej kuli jest pewne w 20, mianowicie kiedy r¢ka
sieggajaca do urny natrafi kulg¢ tej barwy. Prawdopodobienstwo

J‘Ealgego zdarzenia jest 20 _ 6 .

Podobnie jest z ciggnieniem kart z talii. Wyciagniecie
kazdej karty jest jednakowo mozliwe. Zatem ilo$¢ roéznych
mozliwych ewentualnosci przy uzyciu pelnej talii bez jockera
jest rowna 52. Jezeli bedzie chodzilo o czarne karty, to tak
samo wyciagniecie kazdej z nich jest rowne mozliwe — ilos¢
odno$nych ewentualno$ci wyniesie przeto 26. Prawdopodo-

bienstwo wypadnie -9 = 9 . O ile by jednak chodzito o wy-

ciagni¢cie nie byle jakiej czarnej karty, lecz czarnego asa, to
liczba ewentualnos$ci dla takiego zdarzenia spadlaby do 2
. I
a prawdopodobienstwo do .
Ro6znica miedzy prawdopodobienstwem a faktycznie ob-
serwowanymi czgsto$ciami na ogol maleje w miar¢ zwigksze-



nia liczby przypadkow. Jest to tzw. prawo wielkich
liczb, podstawowe w nauce o prawdopodobienstwie.

Matematyczne opracowanie tego prawa jest zasluga
szwajcarskiego matematyka Jadba Bernoulli (1654 —
1705), ktory strawil nad tym zagadnieniem 20 lat zycia. Da sig
to prawo sformutowaé w sposdb nastepujacy:

Jezeli w szeregu przypadkow, w ktorych
wystepuje jakie$s zdarzenie, prawdopodobien-
stwo jego wystapienia nie ulegnie zmianie, to
przy dostatecznie wielkiej ilosci przypadkow
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jed-
nosci, to znaczy dowolnie bliskim pewnosci,
mozna spodziewacé si¢, ze czegstosS¢ danego
zdarzenia bedzie dowolnie mato réznita sie
od jego prawdopodobienstwa.

W tej formie prawo wielkich liczb zostalo przez B e r-
noulli’'ego dowiedzione w drodze rozumowan matema-
tycznych, ktorych nie przytaczam z powodu ich zawitosci. Dla
przyrodnika i wogole dla badacza faktow jest to niedosta-
teczne. Poniewaz to prawo dotyczy obserwacyj rzeczywistosci,
powinno by¢ sprawdzone przez pordéwnania z faktami. W tym
celu trzeba je uja¢ inaczej, a mianowicie W sposob naste-
pujacy.

Jezeli bedziemy brali coraz wigksze zbiory
przypadkow, w ktorych wystepuje jakies zda-
rzenie, to ze zwickszeniem tych zbioroéw ale
ciggle w tych samych warunkach coraz cze-
Sciej wystagpig czestosci tego zdarzenia, ktore
coraz mniej beda si¢ roznily od jego teoretycz-
nie obliczonego prawdopodobienstwa.

Praktycznie rzecz biorac, mozna poréwnanie tak ujetego
prawa wielkich liczb z faktami przeprowadzi¢ w sposéb naste-
pujacy. Zliczamy, ile razy wystapi dane zdarzenie w zbiorze
dziesigciu przypadkéw. Powtarzamy takie zliczenie dla wiel-
kiej liczby, powiedzmy stu, innych zbiorow, li¢zacych takze po
dziesi¢¢ przypadkoéw. Otrzymamy na ogol roézne czestosci dla



roznych zbiorow. Obliczmy, ile kazda czesto$¢ rozni sig¢ od
prawdopodobienstwa i1 jaka wypadnie $rednia tych roznic.
Nastepnie wykonajmy to samo dla coraz wigkszych zbiorow —
po 50, 100, 500, 1000 itd. przypadkow i pordOwnajmy ze sobg
otrzymane $rednie réznic miedzy czestosciami a prawdopodo-
bienstwem. Te §rednie powinny wypas¢ coraz mniejsze.

Takie zliczenia i rachunki byly niejednokrotnie wykony-
wane. Dla wigkszych zbioréw byty one jednak nieliczne, co nie
jest wcale dziwne wobec ogromnej ich ucigzliwosci. Przytocze
ponizej dane, ktore udalo mi si¢ zebra¢. Wszystkie one odnosza

si¢ do prawdopodobienstwa

Zaczng od danych ogloszonych przez Charliera w jego
podreczniku (zob. ust. 4). Ten autor przy pomocy swoich przy-
jaciol wykonat 10 tysiecy ciagnien z talii kart i notowat czarne
karty. Materiat zostal rozbity na zbiory po 10, 50 i 500 ciggnien
(tab. 22,1-3).

Tabela 22,1

Czarne karty w zbiorach po 10 ciagnien

Liczby Ilosci zbiorow, w ktérych
czarnych kart one wystapily
0 3
| 10
2 43
3 116
4 221
5 247
6 202
7 115
8 34
9 9
10 0



Tabela 21,2

Czarne karty w zbiorach po 50 ciggnien

Liczby Ilosci zbiorow, w ktorych
czarnych kart one wystapity

14 1

15 0

16 2

17 2

18 4

19 8

e 20 6
21 15

22 13

23 15

24 34

25 14

26 21

27 26

28 14

29 10

30 5

31 5

32 3

33 2
Ogoélem 200

Tabela 21,3
Czarne karty w 20 zbiorach po 500 ciagnien
252, 235, 248, 271, 260, 246, 228, 229, 234, 250,
271, 234, 258, 233, 273, 244, 249, 241, 231, 245.
Z danych tabeli 21,3 mozna utworzy¢ 10 zbioréw po 1000
ciggnien, dodajac po dwie kolejne liczby. Wypadnie: 487, 519,
506, 457, 484, 505, 491, 517, 490, 477. Oprocz tego mozna utwo-
rzy¢ 2 zbiory po 4000 ciggnien, dodajac po 8 liczb. Wypadnag
w nich liczby czarnych kart 1969 i 1975.



Podobne doswiadczenie wykonal Westergaard, ciag-
nac kule z worka, zawierajacego rowne ilosci biatych i czer-
wonych kul (cytuje za Andersonem). Ciagnien bylo tak
samo 10 tysigcy. Zostaly one zgrupowane w zbiory po sto.
Liczby biatych kul w tych zbiorach sa zestawione w tabeli 21,4.

Tabela 21,4
Liczby biatych kul w zbiorach po 100 ciggnien.

Liczby Ilosci zbiorow, w ktorych
biatych kul te liczby wystapity
34 1
39 1
40 2
41 2
42 2
43 3
44 3
45 4
46 5
47 6
48 5
49 11
50 9
51 5
52 10
53 4
54 8
55 3
56 5
57 4
58 4
61 1
62 1
63 1



Dalej mamy przytoczone na poczatku czterotysigczne
zbiory Buffon a, deMorganaiQueteleta.

Przychodza z kolei zbiory dziesigciotysieczne. Dwa takie
doswiadczenia oglosit Jevons w r. 1887 (cytuje za Roma-
nowskim). Bylo to rzucanie monet po 10240 razy. Jedno
z doswiadczen jest obcigzone bigdem (by¢ moze po prostu cho-
chlik drukarski). Drugie dalo 5222 razy orta, a wigc czestos$é
0.5100. Do tego dochodzi do$wiadczenie Charliera z kar-
tami. Dalo ono 4933 razy czarng karte na rowne 10 tysigcy
ciggnien. Wreszcie doswiadczenie Westergaarda dalo
5011 razy bialg kule takze na 10000 ciggnien.

Bardzo cickawe dane dla rozpatrywanego zagadnienia
oglosit Mar bel) odno$ne do wynikow gry w ruletke. Ru-
letka posiada, jak wiadomo, rowne ilosci pol czerwonych
i czarnych, nadto jedno pole zerowe. Prawdopodobienstwo
czerwieni wypada rowne J)> tak samo jak w grze w orla
i reszke, jezeli nie liczy¢ wystapien zera. M arb e obliczyt dla
roznych zbiordw czgstosci wystgpienia czerwieni dla ruletek
w Monte Carlo i w Baden-Baden. Wybieram z tych danych
niektore liczby

Monte Carlo 4253 Czestos¢ czerwieni  0.5079
10479 0.5050

29922 0.4991

58597 0.4984

Baden-Baden 4142 0.5171
9865 0.5122

29703 0.5070

Wreszcie Romanowski oglosit w r. 1912 w ,,Warszawskich
Uniwersitetskich Izwiestjach” wyniki swoich do$wiadczen

z 80640 rzutami monet. Orzel wystapit 39702 razy a wiec z czg-
sto$cig 0.4923.

9 Karl Marbe. Grundfragen der angewandten Wahrschein-
lichkeitsrechnung und theoretischen Statistik. — Miinchen (1934).



Obliczajac $rednie warto$ci roznic miedzy czestoSciami
a prawdopodobienstwem, otrzymujemy dla tych wszystkich da-
nych nast¢pujace zestawienie (tab. 21,5).

Tabela 21,5

Wielkosci zbiorow Ich liczby Srednie réznic miedzy
w przyblizeniu czestosciami a prawdo-
podobienstwem
10 1000 0.1107
50 200 0.0561
100 100 0.0409
500 20 0.0227
1000 10 0.0161
4000 7 0.0046
10000 5 0.0070
30000 2 0.0019
58000 1 0.0016
80000 1 0.0077

Widzimy, ze na ogoét doswiadczenie potwierdza prawo
wielkich liczb. Dla wielkich zbioréw jednak kwestia pozostaje
niewyjasniona, a to z dwoch powodéw. Po pierwsze doswiad-
czenia z takimi zbiorami sa nieliczne i przeto niemiarodajne,
bo najmniej nawet prawdopodobne zdarzenia czasem wyste-
puja. Po wtore w doswiadczeniach z wielkimi zbiorami trzeba
mie¢ na uwadze to, ze prawo wielkich liczb zachowuje swoja
warto$¢ tylko wtedy, jezeli zdarzenia wystepuja dokladnie
w tych samych warunkach. Ot6z przy wielkich zbiorach przy-
padkow jest to praktycznie niewykonalne. Jezeli zdarzenia do-
tycza wystepowania takich czy innych kart w ciagnieniach,
sposob mieszania ich powinien by¢ ciggle taki sam, co nieko-
niecznie ma miejsce. Nadto stan kart powinien by¢ ten sam,
a przeciez one S$cierajg si¢ i staja si¢ lepkie przez ciagle ze-
tkniecie si¢ z dtonmi. Podobnie jest w doswiadczeniu z rzu-
caniem monet — $cieraja si¢ one przy uderzeniach o stét itd.



22. Prawdopodobienstwo calkowite i zlozone. W poprzednim
ustepie omawialiSmy najprostszg a zarazem podstawowa forme
prawdopodobienstwa, ktore dotyczylo pojedynczego zdarzenia.
Zagadnienia prawdopodobienstwa moga oczywiscie dotyczy¢
takze dwu i1 wigcej zdarzen. Zdarzenia te moga wykluczaé sig
wzajemnie albo przeciwnie wystgpowac lacznie. Stosownie do
tego bedziemy mieli oprécz prawdopodobien-
stwa prostego — prawdopodobienstwo catko-
wite 1 prawdopodobienstwo zlozone. Trzeba
umieé oblicza¢ te bardziej zlozone formy prawdopodobienstwa
na podstawie prawdopodobienstwa prostego poszczegolnych
zdarzen.

Prawdopodobienstwo catkowite dotyczy zdarzen wyklucza-
jacych si¢ wzajemnie. Obliczenie wartosci prawdopodobienstwa
jest w tym przypadku bardzo proste. Jezeli z dwoch
rodzajow zdarzen wykluczajacych si¢ wza-
jemnie jedno ma prawdopodobienstwo p,,
a drugie p2, to prawdopodobienstwo calkowite,
ze zajdzie albo pierwsze, albo drugie zdarze-
nie, jest rowne ich sumie: p—Pi + Pr- Naprzyktad,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze z talii kart wyciggniemy
albo pika, albo czerwonego asa? Prawdopodobienstwo pierw-

szego zdarzenia jest 513 drugiego za$ 522 . Prawdopodo-

bienstwo, ze ciggnac kart¢ natrafimy albo na pika, albo na
15

. .13 .
czerwonego asa, Jest oczywiscie -5%- + -5%": 59 Podobnie

bedzie, jezeli bedzie chodzito o wiekszg ilo§¢ réznych a wy-
kluczajacych si¢ rodzajow zdarzen.

Z prawidla calkowitego prawdopodobienstwa wynika, ze
jezeli wezmiemy wszystkie mozliwe w pewnym zakresie ro-
dzaje zdarzen, to suma ich prawdopodobienstw bedzie rowna
jednosci. Istotnie wtedy ktorekolwiek zdarzenie wystapi z pew-
noscig a pewno$¢ to jest prawdopodobienstwo réwne jednoSci.
Stad wyplywa wazny wniosek dotyczacy prawdopodobienstwa
niewystgpienia zdarzenia. Jezeli praw dopodobien-
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stwo wystagpienia zdarzenia jest p, to praw-
dopodobienstwo q niewystapienia go bedzie
rowne [—p. Naprzyktad mozna postawi¢ pytanie, jakie jest
prawdopodobienstwo niewyciggniecia pika. Poniewaz prawdo-
.13 1
podobienstwo wyciagnigcia takiej karty rowna sig -9 = ——

prawdopodobienstwo wystapienia jakiegokolwiek innego koloru

jestl—}lzz.

Przechodzimy z kolei do prawdopodobienstwa ztozonego.
Odnosi sig ono do czestosci tacznego wystepowania dwoch lub
wielu niezaleznych od siebie rodzajow zdarzen, np. do wyciag-
nigcia czarnej karty z jednej talii i jednoczesnie czerwonego
asa z drugiej. Ot6z prawdopodobienstwo zlozone
rowna si¢ iloczynowi prawdopodobienstw da-
nych rodzajow zdarzen.

Jezeli dajmy na to mamy dwa rodzaje zdarzen i prawdo-
podobienstwo jednego z nich jest pr a drugiego p2, to prawdo-
podobienstwo lacznego wystgpienia tych dwoch rodzajow zda-
rzen bedzie réwne p = PiP.

A wiec w przytoczonym przyktadzie prawdopodobienstwo

wyciagniecia czarnej karty rowna si¢ 9 , prawdopodobien-

stwo za§ wyciggnigcia czerwonego asa jest -T™ | Przeto praw-
dopodobienstwo 1gcznego wystagpienia tych zdarzen rowna si¢
1 v 1 1
2 ;m 26 — 527 istocie, poniewaz kazda karta jednej
talii moze spotkac si¢ z kazdg kartg drugiej, ilo$¢ ré6znych jed-
nakowo mozliwych ewentualnosci jest 52X52. Wsérdod nich
kazda z 26 czarnych kart moze spotka¢ si¢ z kazdym z 2 czer-
wonych aséw. Zatem liczba r6znych spotkan tego rodzaju jest

26X2. W ten sposob prawdopodobienstwo sp90[;cka%ia si¢ czarnej
v i
kart da ré Tak
arty z czerwonym asem wypada rowne 52X 52 5 a
samo mozna rozumowa¢ w kazdym innym przypadku.



23. Prawdopodobienistwo powtarzania si¢ zdarzen. Szereg
dwumianowy. Podane w poprzednim ustgpie twierdzenie
o prawdopodobienstwie ztozonym moze by¢ stosowane nie tyl-
ko do tacznego wystepowania réznych rodzajow zdarzen, lecz
takze do tacznego wystepowania tego samego rodzaju zdarzen,
a wigc moze by¢ uzyte do obliczenia prawdopodobienstwa po-
wtorzen tego samego zdarzenia. To zagadnienie bylo opraco-
wane na przetomie XVII i XVIII wieku przez Bernoulliego,
o ktorym byta juz mowa w ust. 21.

Rozpatrzmy z poczatku najprostsza form¢ zagadnienia,
kiedy zdarzenie wystepuje najwyzej dwukrotnie. Tym zdarze-
niem niech bg¢dzie wystgpowanie czarnej karty w ciggnieniach
z talii. A wiec ciagnijmy z dwoéch talii po jednej karcie albo,
co na jedno wyjdzie, ciagnijmy z tej samej talii powtornie po
wlozeniu do niej z powrotem wyciagnigtej poprzednio karty
1 po przetasowaniu talii. Bgdziemy mieli cztery réwnie mozli-
we ewentualnosci: 1) pierwsze i drugie ciagnienie dadza czer-
wone karty, 2) pierwsze da czerwong, a drugie czarna,
3) pierwsze czarng a drugie czerwong i wreszcie 4) oba ciggnie-
nia dadza czarne karty. Oznaczymy zjawienie si¢ czarnej karty

znakiem h, czerwonej znakiem — Bedziemy wtedy mogli ze-
stawi¢ omawiane ewentualnosci w formie nastepujacej:

. - -

2; -+

3)) + -

4 + +

Sa tu zestawione we wszelki mozliwy sposéb dwa roézne
rodzaje zdarzen. Podobne zestawienia nosza nazwe prze-
mian (wariacyj). Zestawienie zbiorow tak mato licznych jest
proste. Natomiast dla wickszych zbioréw zadanie staje si¢
o wiele trudniejsze, zwlaszcza jezeli sa rozpatrywane nie dwie
tylko jak tu ewentualnos$ci, lecz wigksza ich ilos¢. Istnieje na-
wet osobna galez matematyki, kombinatoryki ), ktoia

si¢ tym zajmuje.

i) Najbardziej wyczerpujacym zrodlem w tej dziedzinie jest ksigzka
E. Netto. Lehrbuch der Combinatorik (Lipsk, 2 wyd. 1927).



Widzimy odrazu, ze przemiana | nie da Zadnej czarnej
karty, przemiany 2 i 3 dadza jedna czarng kartg, wreszcie
przemiana 4 da dwie karty czarne. Prawdopodobienstwo kaz-
dej przemiany jest wedlug prawidla ztozonego prawdopodo-
bienstwa j— X —;— == —4— . Skladajac prawdopodobienstwa
przemian 2 i 3, otrzymamy dla jednorazowego wystgpienia

czarnej karty prawdopodobienstwo podwojne. Ostatecznie wy-
padnie nastgpujacy szereg prawdopodobienstw:
Liczby czarnych kart w zbiorach 0 1 =
Ich prawdopodobienstwa 1= !
Suma tego szeregu wypada rowna jedno$ci, co jest na-
turalne, bo sg tu uwzglednione wszystkie mozliwe ewentual-
nosci, jakie mogg wystapi¢ w dwdjkowych zbiorach ciggnien.
Ciagnijmy nastepnie karty trzykrotnie — bedziemy mieli
trojkowe zbiory przypadkéw. Liczba jednakowo mozliwych
zestawien bedzie teraz dwa razy wigksza niz poprzednio. Istot-
nie kazdej przemianie dwoéjkowych zbiorow beda tu odpowia-
daly dwie, bo w trzecim ciagnieniu moze wyjS¢ zarOwno czer-
wona jak czarna karta. Oznaczajac literami a i b ewentualnosci
trzeciego ciagnienia, mozemy zestawi¢ nastepujacy zespot prze-
mian:

1 a) — — -
1b) — — +
2 a) — o —
2 b) — + +
3 a) +

3 b) + —  +
4 a) -+ + -
4 b) T + +

Teraz przemiana la nie da Zzadnej czarnej karty, przemia-
ny Ib, 2a i 3a dadza jedng czarng karte, 2b, 3b i 4a — dadzg

dwie i wreszcie przemiana 4b — trzy czarne karty. Prawdo-

podobienstwo kazdej przemiany jest —%—]_X Ll Xl ;L—(S)—



Sktadajac prawdopodobienstwa, otrzymamy szereg prawdopo-
dobienstw dla trojkowych zbiorow:

Liczby czarnych kart w zbiorach: 0 1 2 3
. 1 1 1
Ich prawdopodobienstwa: 3IX— 3 X-$--—-—--8%—
Suma wyrazow szeregu znowu roéwna jest jednosci.

Zastosujemy z kolei takie rozumowanie do czworkowych
zbioréw ciagnien. Znowu kazdej przemianie poprzedniego za-
dania bgdg odpowiadaly dwie przemiany a i b nowego. Otrzy-
mamy 16 przemian:

aa) — — —
ab) — — —
ba) — — +
bb) — — +i
aa) — T

ab) — + —
ba) — +

bb) — -p P
aa)
ab)
ba)
bb)
aa)
ab)
ba)
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Prawdopodobienstwo kazdej przemiany bedzie

—11 6' Zliczajac przemiany o jednako-

wej liczbie czarnych kart, utozymy szereg prawdopodobienstw:
Liczby czarnych kart w zbiorach: 0 1 2 3 4

Ich prawdopodobienstwa: 4X-N- $X-y$- 4X---- —



Rozumujac w podobny sposéb dla zbiorow po 5. kart, otrzy-
mamy szereg:
Liczby czarnych

kart w zbiorach: 0 1 2 3 4 5
Ich prawdopo- 1 %V 1l inv. 1 1lnv | 1
dobienstwa: 32 3X 32 10X 32 10 32 5 32 32

Tak samo mozna rozumowaé dalej przy coraz wigkszej
ilosci ciagnien. Zawsze przy tym suma prawdopodobienstw be-
dzie rowna jednosci.

Poréwnujac ze soba otrzymane szeregi prawdopodobienstw,
widzimy, ze ich wspdlczynniki sg takie same, jak w rozwinie-
ciu dwumianu Newtona takiego samego stopnia jak liczba
przypadkéw w danych zbiorach. Oznaczajac prawdopodo-
bienstwo wyjscia czarnej karty przez p, prawdopodobienstwo
za$ wyjScia czerwonej, to znaczy nie wyjscia czarnej, przez q,
mozemy odno$ne rozwini¢cia napisa¢ w formie:

(q+pl=ql+ 2qp + pl

(q+ pl=4qg + 3qp + 3qpl + pl

(q.F p)i=gqt + 4g¥p + 6qlpt + 4qps + p!

(q + p)i=4qg5 + 5qip + 10g3p? +m 10q2p3 4~5g¢ + ps

Nietrudno jest stwierdzi¢, ze te wielomiany nietylko majg
takie same wspolczynniki jak rozpatrywane szeregi prawdopo-
dobienstw, lecz daja wprost wyraz po wyrazie odnosne praw-
dopodobienstwa, jezeli wstawimy w miejce p i q ich liczbowe
wartosci, ktore- tu sa obie rowne "2- Stad te szeregi nosza
nazwe dwumianowych. Nazywa si¢ je takze szeregami
B ernoulli’ego.

To jeszcze nie wszystko. Rozwinigcie dwumianu Newtona
daje prawdopodobienstwa powtorzen zdarzenia takze wtedy,
kiedy prawdopodobienstwo wystapienia go nie jest rowne
prawdopodobienstwu niezjawienia si¢. Rozpatrzmy naprzyktad
prawdopodobienstwo wyciagni¢cia nie byle jakiej czarnej
karty, lecz specjalnie pika. Prawdopcgdobieﬁstwo zdarzenia be-

dzie teraz a nie wystgpienia go



Mozemy tu wykorzysta¢ te same zestawienia przemian,
jakie mieliSmy poprzednio, ale ich prawdopodobienstwa nie
beda jednakowe. I tak oznaczajac literg p z odpowiednim
znaczkiem ich prawdopodobienstwa, bedziemy mieli dla dwoj-

kowych zbiorow: px = 3 X—3 (4Y P2=P,= §}¥ 1 .

Wypadnie wtedy szereg prawdopodobienstw wedtug dwumi3anu

d’r*ugiego stopnia (q+ p)l, jezeli w nim wstawimy q= -,
I

p— 4-, a mianowicie:

Liczby pikéw w zbiorach: 0 1 =

Ich prawdopodobienstwa:

W tréjkowych zbiorach otrzymamy dla réznych wystepu-
jacych w nich przemian prawdopodobienstwa, ktére mozna
zestawi¢ w sposOb nastepujacy, jezeli si¢ oznaczy je po prostu
znaczkami przemian w kwadratowych nawiasach:

M = éﬁry

[16] = [2a] = |3a|=(-|-)rX-"-

26] = [36] = [46] = -4-G1-)i
4 /

\ 4
N1 DY
Wypadnie zatem szereg prawdopodobienstwa wedlug dwu-
mianu trieciegB stdplgia?( Mj :
Liczby pikoéw w zbiorach: 0 1 2 3 4

Ich prawdopodobienstwa: ( ) 3x(Y) X 3X~-X(~-) (Y)



Tak samo mozna przerobi¢ czwoérkowe zbiory. Bedziemy
mieli nastepujace prawdopodobienstwa réznych przemian:

!12)
(Q \3x_1
@32 X /1 \2

[2hb] = 13bb) = [4ah] = [4ha] = * X (A )"

Jatof = ( * )’

Szereg prawdopodobienstw wypadnie zgodnie z dwu-

Liczby
pikow w
zbiorach: 0 | 2 3 4

Ich praw-
dopodo- /3V4AX/3y Xl ex(1)H\( ' VaxAx(1)s(1l’
bienstwa \4/ \4t 4 N4 \4/ 4 \4/ \4/

Tak samo bedzie dla zbiorow jeszcze wickszych.

Poréwnujac ze sobg szeregi dwumianowe widzimy, ze
prawdopodobienstwo niewystgpienia zdarzenia jest rowne
pierwszemu wyrazowi szeregu, prawdopodobienstwo jedno-
krotnego wystapienia réwne drugiemu wyrazowi, dwukrot-
nego — trzeciemu, trzykrotnego — czwartemu itd. Dochodzimy
w ten sposob do ogdlnego prawidta:

Jezeli prawdopodobienstwo wystgpienia ja-
kiegos zdarzenia jest p a prawdopodobienstwo
niewystgpienia go ¢ = | — p, to prawdopodo-
bienstwo, ze zdarzenie wystapi k razy w zbio-



rach po n przypadkow, jest rowne (k+ 1)-ne mu
wyrazowi dwumianu (q+p)ll. Takie prawdopo-
dobienstwo wyraza sie¢ wzorem:

nh—1)...n—x+1 ( n-k pk
1.2.3. ...

Ten wzor mozna napisa¢ w formie bardziej przejrzystej,
jezeli uzyje si¢ tzw. silni, iloczynoéw kolejnych liczb catkowi-
tych od jedynki poczawszy. Silnie oznacza si¢ ostatnig liczba
z wykrzyknikiem, np. 1. 2. 3. 4. 5. przez 5! Rozpatrywany wzor
bedzie wtedy:

k!(n —x)!

Przy stosowaniu jego trzeba mie¢ na uwadze, ze silnia O!
jest rowna jednosci.

Do obliczenia wyrazow szeregu dwumianowego wypada
ciagle oblicza¢ wspotczynniki dwumianu Newtona. Jest to
bardzo klopotliwe przy wysokich potggach. Dla utatwienia
mozna przytem korzysta¢ z tzw. trojkatu Pascala. Uktada
si¢ go w sposOb nastepujacy. Piszemy w pierwszym wierszu
dwie jedynki. W drugim wierszu piszemy mi¢dzy nimi ich
sum¢ i dopisujemy z obu stron nowe jedynki:

Dodajemy nastepnie stojace obok siebie liczby drugiego
wiersza i wpisujemy sumy w trzecim wierszu pomi¢dzy odnos-
nymi liczbami drugiego. Oprécz tego dopisujemy znowu je-
dynki po obu stronach:

11
1 2 1
13 3 1

Postepujac tak samo dalej, ulozymy trojkat Pascala.



ktory naturalnie mozna przedtuzy¢ do nieskonczonos$ci. Ponizej
podaje go w formie doprowadzonej do 10-go stopnia:

11
12 1
13 3 1
1 4 6 4 1
15 10 10 5 1
16 15 20 15 6 |
17 21 35 35 21 7 |1
1 8 28 56 79 56 28 8§ 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

By otrzyma¢ wspotczynniki dwumianu k-ego stopnia trzeba
wzigé wiersz numer k.

Suma wspotczynnikoéw dla dwumianu k-ego stopnia rowna
si¢ 2k, np. dla dwumianu 10 sotpnia wynosi 1024. Istotnie mamy
(1 + Dk-2k

Przy bardzo wysokich potegach nawet uzycie trojkata
Pascala jest zbyt mozolne. Mozna wtedy sobie radzi¢, ujmu-
jac spotczynniki za pomoca silni a wigc w formie Kl (0 — )
Jest to wygodne dzigki wzorowi angielskiego matematyka
Stirling a, ktéry daje mozno$¢ przyblizonego wprawdzie
ale wygodnego obliczenia silni. Wzor ten jest nastepujacy:

nl=123.. . n=] 2mnXnmXen

W nim e jest przestepna liczba, ktoérg mozna obliczy¢ za
pomoca nieskonczonej sumy:

é‘)_"_l-l-11! +211 '14!4 fe!

Jej przyblizona warto$¢ wynosi: 2.718251828459045...

Poréwnujgc ze sobg rézne szeregi dwumianowe, tatwo jest
stwierdzi¢, ze jezeli prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzenia
jest rowne polowie a wigc jezeli ¢ =p, to szereg bedzie syme-
tryczny, w przeciwnym razie — skosny. | tak dla czwérkowych



zbiorow przy p — V1 wypadl nam szereg (wyrazony w szesna-
stych czescach jednosci): 1, 4, 6, 4, 1. Natomiast przy p= V4
otrzymalismy (w 256-ych czesciach jedno$ci) : 81, 108, 54, 12, 1.

Sko$nos¢ w drugim przypadku wypadta bardzo silna, bg-
dzie ona jeszcze silniejsza, jezeli p i q beda si¢ jeszcze bardziej
roznily. Szereg przy dostatecznie duzej roznicy miedzy tymi
prawdopodobienstwami moze sta¢ si¢ nawet jednobocznym.
I tak przy p = VIl, g =% wypadnie on (w dziesi¢ciotysigcznych
czesciach jednosci) dla czworkowych zbiorow: 6561, 2916, 486,
36, 1.

Zwickszenie zbiorow wyréwnuje sko$nos¢ w znacznym
stopniu nawet przy duzej réznicy migdzy p i g [ tak Yule
obliczyt nastepujace prawdopodobienstwa (w dziesigciotysiecz-
nych czesciach jednosci) dla zbioréow ztozonych ze 100 przy-
padkow przy p = VI (tab. 23,1). W tej tabeli warto$ci mniejsze
od potowy dziesigciotysigcznej sa pominiete. Tak mate prawdo-
podobienstwa wypadaja dla wysokich liczb powtorzen, miano-
wicie dla 24 do 100. Rownie male jest prawdopodobienstwo nie
wystgpienia zdarzenia.

Tabela 23,1
Prawdopodobienstwa réznych powtorzen zdarzenia o praw-
dopodobienstwie w zbiorach zlozonych ze 100 przypadkow

(dziesigciotysigczne czeSci jednosci).

Liczby powtdrzen Ich prawdopodobienstwa

0

1 3
2 16
3 59
4 159
5 339
6 596
7 889



Liczby powtorzen Ich prawdopodobienstwa

8 1148

9 1304
10 1319
11 1199
12 988
13 743
14 513
15 327
16 193
17 106
18 54
19 26
20 12
21 5
22 2
23 I
24 —

Poniewaz szereg dwumianowy obejmuje prawdopodobien-
stwa wszystkich mozliwych zestawien zdarzen, suma jego wy-
razOw jest zawsze roOwna jednosci. Daje to mozno$¢ sprawdza-
nia obliczen.

Uzycie dwumianu Newtona do obliczania prawdopodo-
bienstw mozna rozszerzy¢ na zagadnienia, w ktorych chodzi
0 powtarzanie si¢ nie jednego zdarzenia, lecz dwoch i wigcej.
Mozna naprzyktad postawi¢ sobie zadanie obliczy¢ prawdopo-
dobienstwa wystepowania czarnych kart i kierow. Nie bede
omawial szczegotowo takich zagadnien, gdyz jest to dosyé za-
wite. Podam tylko gotowy wzor.

Niech beda Pi, p? ... p prawdopodobienstwa
wystgpowania s roéznych rodzajow zdarzen,
przy czym suma tych prawdopodobienstw jest
rowna jednosci. Wowczas prawdopodobien-
stwo wystgpienia razy pierwszego rodzaju



zdarzen a jednoczes$nie al razy =zdarzen dru-
giego rodzaju itd. i a razy ostatniego ro-
dzaju w zbiorach po n przypadkow, gdzie
n=al -ral + ..+ a, wyrazi sie¢ wzorem:

1t cli CcI9 cle
alal .. TT Pi P Ps
Jest to ogodlny wzdér wyrazu w wielomianie (Pi+ pl + v

+ Ps)R

Dla wyjasnienia, jak si¢ korzysta z powyzszego wzoru,
obliczmy jakie jest prawdopodobienstwo, ze w zbiorach cia-
gnien po 5 kart otrzyma si¢ trzy czarne karty i jednego kera.
Prawdopodobienstwo czarnej karty jest V2, jest to pv Prawdo-
podobienstwo* kera jest %, mamy zatem p2= Tr Poniewaz
suma tych prawdopodobienstw jest mniejsza od jednosci, trzeba
jeszcze wprowadzi¢ trzecie — prawdopodobienstwo wystapienia
kart nieczarnych i niekerow p3 = Ti+ Odnos$ne liczby powtdrzen
beda: ar=3, al — 1, a}= 1. Prawdopodobienstwo tych powtd-
rzen wypadnie:

[ 1 28

5! [l
"2 Ix 4 X 4 < 128

311

Szereg dwumianowy ma podstawowe znaczenie dla nauki
o prawdopodobienstwie i statystyki. Nie do$¢ na tym, ze sam
przez si¢ odgrywa powazng rolg, ale nadto wywodza si¢ z niego
dwie donioste koncepcje — normalna funkcja prawdopodobien-
stwa zwana inaczej funkcja de Moivre’ail szereg Pois-
sona. W dalszych ustgpach zajmiemy si¢ tymi koncepcjami.

24. Charakterystyki szeregu dwumianowego. Szeregi roz-
dzielcze wielu materialow statystycznych sa podobne do sze-
regu dwumianowego. W tym szeregu liczby powtdrzen graja
role zmiennej ewentualnej a ich prawdopodobienstwa role cze-
stos$ci. Analogia jest bardzo $cista, bo prawdopodobienstwo, jak
widzieliSmy w ust. 21, jest graniczna warto$cig czestosci przy
zwigkszaniu liczby przypadkow, jezeli czesto$¢ jest wzicta



w formie czgstosci wzglednej. Wobec tego jest konieczne usta-
lenie dla szeregu dwumianowego takich samych charaktery-
styk. jak dla szeregow rozdzielczych.

Rozpoczniemy od $redniej arytmetycznej. Zastosujemy tu
naturalnie metod¢ wartosci wyjsciowej, przyjmujac te wartosc¢
rowng zeru. Uzyjemy znanego nam schematu rachunkowego
(tabi. 24,1).

Tabela 24,1
x (liczby f ich prawdo- xr
powtorzen) podobienstwa
0 qn 0
1 ngn"'p ngn-1p
1]
2 n(n—Vy) gn— p-
1, 4P (n—V) gn—p
3 nn—)m—2) ,n33 nm—1)(n—2) "n 33
1.2.3. i 1.2 1F

Sumujac iloczyny o¢j i wynoszac za nawias wspolny czynnik
Tzp, otrzymamy jako sumg¢ odchylen od warto$ci wyjsciowej wy-
razenie:

‘— np [gn-1+](n—1Dqu~2p + 1= D\(-I}T'%b "—gl—‘ c ]

Wielomian w nawiasie jest niczym innym jak dwumianem

Newtona (q+ P)n—I- Poniewaz suma wyrazow takiego
dwumianu roéwna si¢ jednosci, wypadnie 2| xf/~—np. Dla otrzy-
otrzymania pomocniczego momentu trzeba sume¢ odchylen

podzieli¢ przez sume f, a poniewaz jest to suma wyrazéw dwu-
mianu (q + p) n—\ ktora jest réwna jedno$ci, dzielenie jest
zbyteczne i otrzymujemy odrazu  =np. Taka sama warto$¢
bedzie miata $rednia arytmetyczna, gdyz warto$¢ wyjsciowa
jest rowna zeru.



Przychodzimy teraz do momentow. Pomijamy cz¢Sciowe
momenty pierwszego stopnia, gdyz do nich obliczenia trzeba
oddzieli¢ minus warianty od plus wariantow. Jest to tatwe
w poszczegbdlnych przypadkach, natomiast w formie ogdlnych
wzorow jest niemozliwe. Przechodzimy wigc do momentow
wyzszych rzgdow. 1 tak dla momentu drugiego stopnia be-
dziemy mieli, przyjmujac znowu jako warto$¢ wyjsciowa, zero
(tab. 24,2). Sumujac iloczyny fa:l 1 wyciagajac za nawias
wspolny czynnik np, otrzymamy:

2 =nplI™-1+2  lgnilp+3 gqn-a pl +
Tabela 24,2
% £ X1 fx
0 qn 0 0
1 ngn—p 1 ngn—p
, n@-b 4 2n(n—1)qn-2/r
1.2
3 n(Gi—1)(n—2) 3P3 9 un(n—l)(n—2) p 3p8
1.2.3 1.2
n(n—1) (0—=2) (*=3) n4pt 16 RO-D@-2)(@0-3) -p4
1.2.3.4 1.2.3

Wielomian zawarty w nawiasach przeksztalcamy w ten
sposob, by z niego wydzieli¢ dwumian (q + p) n—I :

VA2 mpym—id-(n—i)gn p | —2).qn ap4
+ (n—1)(LZ12)(~—3) gn-4 1 + +m—1)gn-2p +
1.2.3

+ o0 (n-DH(n-2) 32, (m-D(m-2)(n-3) 4 3+
1.2 41 1.2.3



Mamy teraz w nawiasach dwa wielomiany. Pierwszy z nich
jako suma wyrazéw szeregu dwumianowego jest roOwny jed-
nosci. Co do drugiego, porownajmy go z wyprowadzong po-
przednio sumg odchylen od zera wyrazow szeregu (q + p)n.
Widzimy, ze ten drugi wielomian da si¢ wyprowadzi¢ z wyra-
zenia dla wspomnianej sumy, jezeli n zastapi si¢ przez n—IL.
Jest to zatem $rednia arytmetyczna szeregu (q + p)"~l a wigc
ma warto$¢ (n— 1) p. W ten sposoéb dla sumy iloczynéw fal
wypadnie wyrazenie np [+ (n— 1) pi, czyli np + nlpl —npl.
Otrzymali$my w ten sposéb pomocniczy moment ju.2, gdyz dzie-
lenie przez 5 f— 1 jest zbyteczne. Ostatecznie dla momentu
drugiego stopnia otrzymamy:

ml=pl—t2 np+nlp2 np2 nlp2 Ilp lp2 np(J _p) _ Hpg

Stosujac te sama metode do momentéw trzeciego i czwarte-

go stopnia, otrzymamy:
mj=npq (p — q)
mé = 3nlplql + npq (1 — 6pq)

Wyprowadzenie tych wzordéw jest zbyt zawite, by je tu
przytaczac.

25. Normalna funkcja prawdopodobienstwa. WidzieliSmy
w ust. 23, ze w szeregu dwumianowym sko$nos¢ powodowana
przez roéznice miedzy prawdopodobienstwami p i ¢ wyréwnuje
si¢ przy nalezytym zwickszeniu n. Mato tego, mozna dowiesc,
Zze przy nieograniczonym zwigkszaniu n szereg dwumianowy
zbliza si¢ do pewnej stalej postaci, okreslonej funkcja

1 X -

= a172_7€ 94"

W tym réwnaniu e jest znang juz nam liczba przestepng
a wielko$¢ o jest stala wielkoscia, ktéra moze mie¢ rézne war-



tosci. Ta funkcja nosi nazwe normalnej funkcji praw-
dopodobienstwa albo funkcji de Moivre'a Zwy-
kle przypisuje si¢ ja Laplace’owi albo Gaussowi. Jest
to niestuszne. Jak to stwierdzit Pearson, de Moivre zaj-
mowal si¢ nig o wiele wczesniej — od r. 1733 w dziele ,,Miscel-
lanea analytica”.

Dla nalezytego wyjasnienia zwigzku migdzy szeregiem
dwumianowym a funkcja de Moivrea, trzeba uzy¢ przed-
stawienia graficznego (ryc. 3).

Rye. 3

Widzimy na takim wykresie, ze krzywa funkcji wznosi
si¢ najwyzej dla x -- 0. Od tego punktu opada ona symetrycz-
nie w obie strony, idgc nieskonczonos¢. Z poczatku obie galezie
sa wkleste wzgledem osi odcigtych, nastepnie poczawszy od

+ o dla prawej galezi i odee =—o dla lewej staja si¢ wy-
pukte. Jedna i druga stopniowo i bezgranicznie, asymptotycz-
nie jak si¢ to mowi, zblizaja si¢ do osi odcietych. Ksztalt krzy-
wej przypomina w pewnym stopniu klosz albo wedlug do-
wcipnego francuskiego okreslenia kapelusz zandarma. Ten
»kapelusz” jest tym bardziej wysmukly, im mniejsza jest
wielko$¢ a, z jej zwickszeniem przyptaszcza sic.

Zadania i metody statystyki 8



Wobec wielkiego znaczenia funkcji de Moivre’a obli-
czono z wielka doktadnoscig jej wartosci, biorgc je w formie

81

W:?OE{%:—I%? e“ 2

w ktorej stala o jest wylaczona. Takag forme przybiera rowna-
nie funkcji przez zmian¢ zmiennych: @ =0 £ y Zmienne

£ 1’/ nosza nazwg¢ normalnych. Za pomoca przytoczonych
wzoré6w mozna przy danym o obliczy¢ wartos¢ y dla kazde-
go « wedlug wartosci funkcji ¢’0(f). Te wartosSci zostaty obli-
czone wedlug rownania nieskonczonej sumy:
L G 4
e 2 2 2rz—— 233

W tabeli 25,1 sa zestawione wartosci funkcji ¢o (£) dla
dodatnich wartosci £ w odstgpach 0.1. Dla ujemnych warto$ci
tej zmiennej beda naturalnie takie same wartosci funkcji jak

Tabela 25,1

Funkcja de Moivre'a

B f 8 4 8 4 I

0.0 03989 13 01714 26 00136 38

01 3970 14 1497 27 olod 39 0002
02 3910 15 1295 28 0079 40 000l
03 3814 1.6 1190 29 0060 41 000l
04 3683 17 0940 3.0 0044 42 0001
0.5 351 18 0790 31 0033 43 0000
0.6 3332 19 0656 32 0024 44 0000
0.7 3123 20 0540 33 0017 45 0000
08 2807 21 0440 34 0012 46 0000
0.9 2661 22 0355 35 0009 47 0000
102420 23 0283 36 0006 48 0000
LI 2179 24 0224 37 0004 49 0000
12 1942 25 0175



dla odnos$nych dodatnich wartosci £, bo ta zmienna wystgpuje
podniesiona do kwadratu. Wartosci 7 od £ = 4.3 poczawszy s3
mnigjsze od 112 X 0.0001 i przeto sg podane w tabeli w formie
0.0000. W koncu ksigzki (tabela A) beda podane wartosci <pO(£)
w odstepach 0.01.

Dla przeprowadzenia porownania funkcji de Moivre'a
z szeregiem dwumianowym i wogole z szeregami rozdzielczymi
trzeba obliczy¢ dla niej $rednig arytmetyczng i momenty.
W tym celu trzeba powrdci¢ do graficznego przedstawienia
szeregow rozdzielczych, oméwionego w ust. 5. Byly tam podane
dwa sposoby tego przedstawienia: za pomoca tamanej linii
(rye. 1) i za pomoca tzw. histogramu, ztozonego z prosto-
katow (ryc. 2). Bylo przytem zaznaczone, ze histogram jest
bardziej celowy, a mianowicie lepiej nadaje si¢ do poréwny-
wania szeregébw rozdzielczych z ciaglymi funkcjami, takimi
jak funkcja de Moivrea.

Oto6z widzieliSmy, ze histogram buduje si¢ w sposob na-
stepujacy. Kazdy wyraz szeregu zostaje przedstawiony prosto-
katem o podstawie rownej jednosci, z wysokoscig rOwng czgsto-
éci. Przytem skala szerokosci moze by¢ dla wygody wybrana
inna niz dla wysokosci. Poniewaz szeroko$¢ klas w materiale
niegrupowanym jest rowna jednosci, pole kazdego prostokata
w histogramie rowna si¢ odno$nej czestosci a suma tych pol
rowna si¢ liczbie wariantow. To samo bedzie z materiatem
zgrupowanym, o ile przyjmie si¢ szerokos$¢ klas za jednostke
do pomiaru warto$ci wariantow, co prowadzi do uzycia ,,nume-
row” do oznaczenia wynikow takich pomiarow.

Zastosujmy ten sam sposob rozumowania do krzywej przed-
stawiajacej funkcje de Moivrea. Dzielimy figure ograni-
czong przez krzywa i o$ odcietych na wycinki za pomocg szeregu
rzednych (ryc. 4). Te wycinki o ksztalcie zblizonym do trapezoéw
beda odpowiednikami prostokatow histogramu. Wszystkie ich
boki, z wyjatkiem goérnego, beda prostoliniowe.

Podstawa kazdego wycinka bedzie odpowiednikiem przedziatu
klasowego w szeregach rozdzielczych, pole jego — odpowiedni-
kiem odnos$nej czestosci.



Rye. 4

Pola podanych powyzej wycinkéw krzywej funkcji de
MoiVre'a, ograniczonych przez dwie sgsiednie rzedne, mozna
obliczy¢ zgrubsza, przyjmujac wycinek za trapez. Jezeli od-
nos$ne rzedne majg wartosci £2 i (+> to pole wycinka
bedzie w przyblizeniu rowne

[?0(Y + 20(M (N1
2

Naprzyktad jezeli +=1.1, = 1.0, otrzymamy na pod-
stawie tabeli 25,1 wielko$¢ pola wycinka réwna

[0.2179 +0.2420] X 0.1 =Q
2

W tym wypadku wypada warto$¢ dokltadna do czwartego
znaku dziesi¢tnego. Niezawsze tak jest. Ogodlnie wynik bedzie
tym doktadniejszy, im rz¢dne sg blizsze a wigc wycinek wezszy.
Doktadne wartosci pol dla wycinkéw dowolnej szerokosci mozna
otrzyma¢ tylko za pomocg rachunku catkowego, obliczajac
tzw. catkg Laplace’a



Daje ona wielko$¢ pola figury ograniczonej przez o$ od-
cietych, lewa czgs¢ krzywej i rzedng dla danej wartosci £
(ryc. 5). Dla ¢ =——co calka

Laplacea rowna si¢ zeru, dla £=0 przybiera warto$¢ *1
a przy nieograniczonym zwigkszeniu £ zbliza si¢ do jednosci.
Wartosci tej catki oblicza si¢ za pomoca nieskonczonej sumy:
Qy= L+- L@ -+ §___£
2 V2r 6 40 336
i 2fe+1
z ogblnym wyrazem (— 1/ -



Za pomoca tabeli B podana w koncu ksigzki pola wycinkéw
dadza si¢ tatwo i dokladnie obliczy¢, odejmujac odnosne war-
tosci funkcji Q (£). Pole wycinka ograniczonego przez wartosci
£2 1 ("2 > £i) bedzie rowne Q (£2) — Q ().

Trzeba w tym miejscu dla uniknig¢cia nieporozumien za-
znaczy¢ z naciskiem, ze zmienna £ (wzglednie a?) funkcji de
M oivre’a jest odpowiednikiem zmiennej ewentualnej, nato-
miast zmienna y (wzglednie r/) nie reprezentuje czgstos$ci —
odpowiednikami czgstosci sa pola wycinkow krzywej, okreslone
przez catke Laplacea.

Co do zmiennej £ trzeba jeszcze dodaé, ze przybiera ona
zardbwno dodatnie jak i ujemne warto$ci, podczas gdy wartosci
zmiennej ewentualnej sg zwykle podawane w formie liczb do-
datnich. Wynika stagd pewna trudno$¢ przy poréwnywaniu
szeregdbw rozdzielczych z funkcja de Moivre'a, jak zreszta
i z innymi funkcjami tego rodzaju. Trudnos¢ te, jak zobaczymy
ponizej, tatwo jest przezwycigezy¢, przesuwajac poczatek spot-
rzednych.

Mozemy teraz przystapi¢ do okreSlenia $redniej arytme-
tycznej 1 momentéw funkcji de Moivrea W ust. 10 mie-
lismy dla obliczenia $redniej roOwnanie (2)

Latwo jest wykazaé, ze licznik tego wzoru w zastosowa-
niu do funkcji de Moivre’a rowna si¢ zeru. Istotnie niech
bedzie ABCD jakikolwiek wycinek po prawej stronie krzywej
funkcji (ryc. 6). Pole jego bedzie rowne czgstosci dla klasy CD,
wzglednie dla jej wartosci Srodkowej, okreslonej przez srodek
odcinka CD. Dla kazdego wycinka z figury krzywej mozna
znalez¢ symetrycznie po drugiej stronie krzywej podobny wy-
cinek A'B'C’'D’, ktorego pole bedzie reprezentowato czestosé
dla klasy C’'D’ z takg samg wartosScig S$rodkowa, ale ujemna.
Mnozac pola tych wycinkdéw przez + x w jednym przypadku,
przez —x w drugim, otrzymamy jednakowe iloczyny, ale



o przeciwnych znakach. W ten sposéb otrzymamy warto$¢ zero
dla $redniej arytmetycznej funkcji de Moivrea.

Daleko bardziej zawile jest zagadnienie momentéw. Dla
obliczenia ich trzeba pole figury zakreslonej przez krzywa i o$
odcietych rozbi¢ gesto ustawionymi rzednymi na liczne waskie
wycinki. Trzeba nastgpnie pola tych wycinkéw mnozy¢ przez
odpowiednie potegi odlegtosci ich srodkow od rzednej $rodko-
wej, reprezentujacej srednig arytmetyczng. Trzeba wreszcie do-
da¢ te iloczyny i podzieli¢ otrzymang sume¢ przez pole figury,
ktora reprezentuje sume czestosci wszystkich klas wariantow.
To dzielenie jest zreszta zbedne, bo wspomniane pole jest
réwne jednosci. Im wigcej bedzie wycinkéw, im one beda skut-
kiem tego wezsze, tym dokladniejszy wypadnie wynik. Do-
ktadne wartosci mozna otrzymac tylko za pomoca rachunku
catkowego.

Za pomocg tego rachunku otrzymuje si¢ dla cze¢sciowych
momentOw pierwszego stopnia wartosci:

m,! =

Rachunek catkowy daje dla momentu drugiego stopnia
bardzo proste rownanie m2=al. Moment trzeciego stopnia jest



wobec symetrii krzywej rowny zeru. Wreszcie moment czwar-
tego stopnia rowna si¢ mé4 — 3 o4,

Z tego wynika, ze charakterystyczna dla funkcji de
Moivre’a stata o jest Srednim odchyleniem tej funkcji. Ozna-
czenie jej ta sama grecka litera co odchylenie §rednie jest za-
tem bardzo celowe. Wynika nastepnie, ze wskaznik sko$nosci
jest rowny zeru, a wskaznik skupienia wariantow réwny 3.

Po tym dlugim, ale koniecznym wstepie przystepujemy
do rozwigzania zagadnienia postawionego na poczatku ustgpu.
Chodzi o to, ze szereg dwumianowy ze" zwigkszeniem n zbliza
si¢ do funkcji de Moivrea. Przeprowadzenie Scistego do-
wodu jest niemozliwe bez rachunku nieskonczonos$ciowego.
Nietrudno jest natomiast sprawdzi¢ omawiane twierdzenie,
poréwnujac z tg funkcja poszczegélne szeregi. Wezmiemy na-
przyktad szeregi (% + V24 i (% + V2)l.

Poréwnanie, do ktorego przystgpujemy, wymaga uzycia
dla szeregdbw dwumianowych i dla funkcji de Moivre'a tej
samej zmiennej niezaleznej. Funkcje wezmiemy w formie

- I p V nie zawierajace]j stalej 0. Zmienna £ jest,
v O

jak widzieliSmy, okre$lona przez réwnanie x=o”. Poniewaz
nadto poczatek tej zmiennej zbiega si¢ ze $rednig arytmetyczng
funkcji, ktora jest rOwna zeru, wobec tego réwnanie okresla-
jace zmienng £ trzeba napisaé w formie:

® m+to

Poniewaz dla szeregow dwumianowych m=np, 0 —y npgq,
roéwnanie powyzsze przybierze forme:

X=np +! 7 j/npq
skad

ce— Ilp
Vngp



A wigc dla szeregu (V1 + Y2} bedziemy mieli:

_ x—4 Xl
"~ V4XI1j2X1,)

dla szeregu za$ (% + Y))I9:

- x—16X1/3 X—38

T — 1/16X12X1/) — —2

Co sig tyczy czestosci w dwumianowych szeregach, nie
trzeba bedzie wprowadza¢ zadnych zmian, gdyz sa to czgstosci
wzgledne, a wigc suma ich réwna si¢ jednosci, tak samo jak
suma czgstosci w funkcji de Moivre’a formy ¢
W ujeciu graficznym znaczy to, ze suma pol prostokatow
w histogramie szeregu roéwna si¢ polu figury zakre$lonej przez
krzywa funkcji i przez o$ odcietych.

Dla pierwszego z naszych szeregow otrzymamy w ten
sposOb zestawienie w tab. 25,2, dla drugiego w tab. 25,3.

Tabela 25,2
Szereg (V1 +' V2)f

Zmienna ewen- X = 0 1 2 3 4
tualna § — —2 —l 0 +1 —+2
Czestosci w 16-tych

czeSciach jednosci 1 4 6 4 1

Dla poréwnania z funkcjg ¢.,(£) trzeba bedzie jeszcze
przedstawi¢ czgstosci w formie utamkow dziesietnych a miano-
wicie z czterema znakami, tak bowiem sg obliczone warto$ci
funkcji w tabelach, z ktorych bedziemy korzystali.

Trzeba wreszcie obliczy¢ pola wycinkow krzywej funkcji
90 (3) odpowiadajace czestosciom naszych szeregéw dwumia-
nowych, wzglednie prostokagtom odnos$nych histogramow.



Tabela 25,3

Szereg (V2 + V2)lb

Zmienna Czgstos$ci wyrazone Zmienna Czesto$ci wyrazone
ewentualna b ewentualna b 1
216 65536 216 65536
0c ¢ czgsdciach jednosci @ 1 czedciach jednosci
0 -4.0 | 9 405 11440
1 -3.5 16 10 +1.0 8008
2 -3.0 120 11 1.5 4368
3 -2.5 560 12 +2.0 1820
4 -2.0 1820 13 425 560
5 -1.5 4368 14 +3.0 120
6 -1.0 8008 15 +3.5 16
7 -0.5 11440 16 +4.0 1
8 0.0 12870 r

Obliczenie pol wycinkow z figury krzywej uskutecznimy
za pomocg calki Laplacea. Dla przeprowadzenia rachun-
kow trzeba bedzie wyznaczy¢ warto$ci zmiennej £ dla rzednych
ograniczajacych wycinki, inaczej méwigc wartosci tej zmienne;j
dla bokow prostokatow histogramu. To zadanie sprowadza si¢
do wyznaczania granic klasowych przedziatow, co bylo juz
rozpatrywane w ust. 5.

Dla szeregu (V2 + V2)i te granice beda:

— 2.5, —1.5, —0.5, +0.5, +1.5, +2.5.

Dla nich z tabeli B w koncu ksigzki znajdziemy wartos$ci calki
Laplace’a: 0.0063, 0.0668, 0.3085, 0.6915, 0.9332, 0.9937.

Odejmujac te wartosci kolejno od siebie, otrzymamy po-
trzebne nam pola wycinkow figury krzywej ¢0(£>- Zestawiajac
je z czgsto$ciami szeregu, otrzymamy tabele 25,4. Widzimy,
ze zgodnos$¢ jest niezla mimo matej wartosci n.



Tabela 25,4

Poréwnanie szeregu + V2)i z catkg Laplacea.

4 Szereg Catka Roznica
-2.0 0.0625 0.0605 +0.0020
-1.0 0.2550 0.2417 +0.0083

0.0 0.3750 0.3830 -0.0080
+1.0 0.2500 0.2417 +0.0083
+2.0 0.0625 0.0605 +0.0020

Zgodno$¢ bedzie lepsza dla szeregu (V2 + V2)I). Poniewaz
ten szereg, tak samo zreszta jak i poprzedni, jest symetryczny,
wystarczy rozpatrzy¢ potowe jego. Granice prostokatéow beda
kolejno — 4.25, — 3.75, — 3.25, — 2.75,... Otrzymamy zesta-
wienie nastgpujagce, (tab. 25,5).

Tabela 25,5

Porownanie szeregu (% + V2)l6 z calka Laplacea.

4 Szereg Catka Réznica
-4.0 0.0000 0.0001 -0.0001
-3.5 0.0002 0.0005 -0.0003
-3.0 0.0018 0.0024 -0.0006
-2.5 0.0085 0.0092 -0.0007
-2.0 0.0278 0.0279 -0.0001
—1.5 0.0666 0.0656 +0.0010
-1.0 0.1222 0.1200 +0.0012
—0.5 0.1746 0.1747 -0.0000

0.0 0.1964 0.1974 -0.0010

Dla jeszcze wyzszych potgg n zgodno$¢ bedzie jeszcze
lepsza.

Poréwnanie szeregobw dwumianowych z funkcja de
MoiVre'a przeprowadziliSmy powyzej za pomocg calki L a-



plac c’a. Takie poréwnanie mozna takze przeprowadzi¢ bez-
posrednio. Pola prostokatéw histogramu pozostang w dalszym
ciagu odpowiednikami pol z figury krzywej o0 (£), ale dla tych
ostatnich p6l bedziemy brali wartosci przyblizone, a to w spo-
sob nastepujgcy. Przez $rodek kazdego wycinka przeprowa-
dzimy rzedna tzw. rzedna sSrodkowa (4D na ryc. 7)
i pole wycinka przyrownamy polu prostokata o tej samej pod-
stawie z wysokoscig rowna rzednej Srodkowej. Popeilni sie
przytern pewien btad, ktéry bedzie tym mniejszy, im wycinek
bedzie wezszy. Rzedna srodkowa bedzie si¢ cokolwiek roznita
od wysokosci odnos$nego prostokata hisogramu (CD na ryc. 7),
znowu tym mniej, im wycinek i prostokat beda wezsze. Teraz
mamy do poréwnania zamiast wycinka i prostokata — dwa
prostokaty. Poniewaz te prostokaty majag wspolng podstawe,
mozna poréwnywaé nie ich pola, lecz wysokosci, to znaczy
rzedng Srodkowg z wysoko$cig prostokata histogramu.

Dla przeprowadzenia tego poréwnania trzeba w wzig¢ pod
uwage, ze przez wprowadzenie zmiennej £ zamiast pierwotnej @
zostala wprowadzona nowa jednostka pomiarowa dla podstaw
prostokatow histogramu. Ta jednostka jest tyle razy wicksza
od jednosdci, ile razy o jest wigksze od jednosci. Wynika to

z rOwnania zamiany zmiennej £ —X —. Wobec tego podstawy

prostokatow wyrazaja si¢ teraz liczbami mniejszymi niz byto



poprzednio w stosunku 1 :0. Azeby wielkos¢ pdl nie ulegla
zmianie, trzeba powigkszy¢ w tym samym stosunku wysokosci
prostokatow, czyli pomnozy¢ czestosci przez o. Jezeli wige
oznaczymy czestosci w szeregach przez y. bedziemy mieli
rownanie zamiany zmiennej w formie y — oy. Innymi stowami
musimy tu wprowadzi¢ zmienne normalne, takie, jakich uzy-
lismy na poczatku ustepu dla funkcji de Moivrea

Poniewaz dla pierwszego z rozpatrywanych szeregéow dwu-
mianowych o—I1, czgstosci dla niego nie ulegna zmianie. Dla
drugiego natomiast o = 2, wypadnie wobec tego podwoic czgsto-
$ci. Biorgc z tabeli 25,1 wartosci funkcji n(£), otrzymamy te-
raz poroOwnanie zestawione w tabelach 25,6 i 25,7. Porownanie
znowu wypadlo lepsze dla wiekszego n.

Tabela 25,6

Poréwnanie szeregu + V2) I z funkcja de Moivre'a.

8 Szereg Funkcja Roznice
-2.0 0.0625 0.0540 +0.0085
-1.0 0.2500 0.2420 +0.0080

0 0.3750 0.3989 -0.0239
Tabela 25,7

Porownanie szeregu (1/2 + 1%)l6 z funkcja de Moivre'a.

; Szereg Funkcja Réznice
-4.0 0.0000 0.0001 -0.0001
-3.5 0.0004 0.0009 -0.0005
-3.0 0.0036 0.0044 -0.0008
-2.5 0.0170 0.0175 -0.0005
-2.0 0.0556 0.0540 +0.0016
-1.5 0.1332 0.1295 +0.0037
-1.0 0.2444 0.2420 +0.0024
-0.5 0.3492 0.3521 -0.0029

0.0 0.3938 0.3989 -0.0001



Funkcja de Moivrea i wyprowadzona z niej calka
Laplace’a majg wielkie znaczenie w statystyce. Pochodzi to
stad, ze liczne szeregi rozdzielcze majg rozdzial czgstosci zbli-
zony do szeregu liczb, jakie otrzymuje si¢ dla pol wycinkow
krzywej de Moivre'a za pomocag catki Laplace’a. Mowi
si¢ o takich szeregach, ze maja normalny rozktad
czestosci albo ze maja for m¢ normal ng. Juz na oko
widoczne to jest z przykltadow przytoczonych w ust. 6. Do-
ktadnie ta kwestia bedzie omodéwiona w rozdziale VI. Jeszcze
wazniejszym jest zastosowanie tej funkcji przy ocenie wiaro-
godnosci charakterystyk, co bedzie tematem rozdziatu V.

26. Szereg Poissona i jego charakterystyki. WidzieliSmy
w ust. 23, ze szereg dwumianowy wypada skosny, jezeli p —
prawdopodobienstwo zdarzenia — jest male. Jezeli jest bardzo
mate, szereg staje si¢ jednobocznym. Zwigkszenie n, liczby
przypadkéw w zbiorach, pomniejsza sko$nosc.

Opierajac si¢ na powyzszych zasadach, rozpatrzmy teraz
zagadnienie powtarzania si¢ zdarzenia, kiedy jego prawdopo-
dobienstwo jest bardzo mate, a zbiory przypadkéw sa bardzo
duze. Przy takim zalozeniu iloczyn X=np oczywiscie moze
mie¢ rozne warto$ci, na ogot jednak ani zbyt duze, ani zbyt
male. Jaka bedzie wtedy forma szeregu dwumianowego?

Otéz mozna dowiesé, ze bedzie on miat forme zblizong do
wzoru ustalonego przez francuskiego matematyka Poissona:

e ANk K g

Z tego szeregu pierwszy wyraz, to znaczy e-' daje praw-
dopodobienstwo niewystapienia zdarzenia, drugi wyraz czyli

me — prawdopodobienstwo jednokrotnego wystapienia zda-

rzenia, trzeci a wigc ——e — prawdopodobienstwo dwu-

krotnego wystapienia itd. Suma tych wyrazow jest réwna

X XX X
jednosci, gdyz suma wyrazow szeregu | + b2l 30 ~r!



jest = e 1+ Pod tym wzgledem szereg Po’issona jest po-
dobny do szeregu dwumianowego oraz do calki Laplace’a.

Nietrudno jest przekonaé sig, ze jezeli X jest mniejsze od
jednosci, to wyrazy szeregu beda malaty. Naprzyktad przy
2=0.5 wypadnie (w tysigcznych):

607, 303, 76, 13, 2,...

Przy 2=1 pierwsze dwa wyrazy beda najwicksze i beda
sobie rowne a dalsze coraz mniejsze: 368, 368, 184, 61, 15, 3;...
Przy 2 > 1 beda one z poczatku wzrastaly a potem malaty. Na-
przyklad przy 2=2 bedziemy mieli (zawsze w tysiecznych
czesciach jednosci): 135, 271, 271, 180, 90, 36;...

Widzimy w tym ostatnim przykladzie, ze w nim tak samo
jak w poprzednim dwa wyrazy sa jednakowe, tylko nie pierw-
szy 1 drugi, lecz drugi i trzeci. Przy calkowitych wartosciach 2
zawsze dwa kolejne wyrazy wypadng jednakowe. Beda to wy-
razy najwicksze. Tego nie bedzie przy niecatkowitych warto-
sciach 2, naprzyktad przy 2=2.5 otrzymamy szereg: 82, 205,
257, 214, 134, 67,...

Szereg Poissona jest nieskonczony, ale z niego trzeba
wzig¢ tylko n + | wyrazéw, tyle ma ich bowiem szereg dwu-
mianowy. Stad wynika pewna niezgodno$¢ migdzy tymi szere-
gami. Poniewaz jednak wyrazy szeregu Poissona maleja
bardzo szybko, a liczba n jest bardzo duza, rdéznica mig¢dzy
omawianymi szeregami jest minimalna, co mozna tatwo spraw-
dzi¢.

I tak przypusémy, ze prawdopodobienstwo pewnego zda-
rzenia jest jedna setna a zbiory licza po sto przypadkow.
Bedziemy wtedy mieli 2=np =1 i szereg Poissona przy-
bierze forme-|-(1+1 t TS )+ I+ )

Odpowiedni szereg dwumianowy bedzie nastepujacy:

/99 1 y00~~/ 99 \IO, 100 i 99 1
'100 100 ' \ 100 / 1 1100/ 100
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Poréwnanie kolejnych wyrazow tych dwoch szeregéw da
wynik nastepujacy w tysiecznych czesciach jednosci (tab. 26,1).

Tabela 26,1
S S o
Poissona  dwumianowy ~ ROAi®
368 367 +1
368 370 )
184 185 -1
61 61
15 15
3 3 0

Zgodno$¢ wypadta doskonatla.

Trzeba jeszcze obliczy¢ $rednig arytmetyczng i momenty
dla szeregu Poissona. Dla obliczenia tych charakterystyk
wezmiemy za warto$¢ wyjsciowa zero. Dla sSredniej arytme-
tycznej bedziemy mieli (tab. 26, 2). Sumowanie iloczynow fz

da nam po wyprowadzeniu za nawias czynnika fle A:

- 4. X -UV 4 V 4 \
Vie=Xe (1+ 30 +"2+"3"T+ ¢ ")

Poniewaz suma szeregu stojacego w nawiasach wynosi e ',
suma odchylen bedzie rowna . Taka samg wartos¢ bedzie miat
pomocniczy moment gdyz suma f rowna si¢ jednosci. Ponie-
waz §rednia arytmetyczna rOwna si¢  przy warto$ci wyjscio-
wej zero, bedzie ona takze réwna f.



Tabela 26,2

X J I
Liczby Czestosé
by esto$¢ wzgledna
gggtz(;rgﬁin tych liczb
0 e-X 0
| teX Xe—
37

D) {5 X2e—
1.2.3 TT2e

4  x —«A ;-—e=X
1.2.3.4 1.2.3

Momentow pierwszego stopnia nie mozna okres§lic w ogo6l-
nej formie dla tych samych powoddéw, jak dla szeregu dwu-
mianowego. Natomiast moment drugiego stopnia da si¢ obli-
czy¢ z tatwoscia tg samg metoda. Bedziemy mieli wedlug ze-
stawienia tabeli 26,3:

(1+2X+3  +47 +5 4+ )

Wydzielajagc z wielomianu stojacego w nawiasach wielomian

otrzymamy: u2—*ke"/‘ (e/‘+X+2 1 +3 )E)A +4 f T+
4 Ve 1.7 Y 2.4 1.72.d.4
+ . .. ) =xe—X[ex+x((+ ¥y + —+ ccece—]-—

= Xe-X (eX + XeX) =X + X2

Stad wypadniem] =u)—u¢=X +X) — X2 =X

Zadania i metody statystyki 9



W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzory dla mo-
mentoéw trzeciego i czwartego stopnia: mj =2, m4 = 2 -1i32"2

Tabela 26,3

@ f oc" oef-

0 e-/. 0 0

1 ke-'- 1 Xe™"
2 2 )

2 1 2e 4 271-e--
X3

3 1.23¢ 9 3
7t e-X

4 1-2.3.4 16 4 12.3

5 X5 -X 25 5--—-- X--mmm- €-X

1 234.5¢ 12 3 4

Szereg Poissona jest bardzo pozyteczny przy opraco-
wywaniu jednobocznych szeregowy rozdzielczych.



ROZDZIAL V.

WIARYGODNOSC CHARAKTERYSTYK MATERIALOW
STATYSTYCZNYCH.

27. Istota zagadnienia wiarogodnosci charakterystyk. Omo-
wione w rozdziatach II i IIl charakterystyki materialow staty-
stycznych byly ustalone bez wzgledu na to czy te materialy
obejmowaly cala populacje, czy tez stanowily jej czes¢. Otodz
zdarza si¢ tylko wyjatkowo, zeby opracowywano w calosci
material jakiego§ zagadnienia, nawet jezeli jest on ograniczony
i dostepny, jak na przyktad spis ludnosci. Prawie zawsze bierze
si¢ z populacji tylko niewielka jej czgs¢, wybrang umysSl-
nie w sposoOb przypadkowy i na podstawie tej tak
zwanej proby sadzi sie¢ o cato$ci populacji. Naturalnie tylko
wyjatkowo moze si¢ zdarzyC, ze proba jest w zupelmosci po-
dobna do populacji. Stajemy wigc wobec niezmiernie waznego
zagadnienia — w jakim'stopniu proba jest podobna do populacji.
W tlumaczeniu na jezyk statystyki bedzie to rOwnowazne z py-
taniem, w jakim stopniu charakterystyki proby
zblizaja si¢ do takich samych charakterystyk
catosci populacji. Jest to zagadnienie wiarogodno-
$ci tych charakterystyk.

Bezposredniej odpowiedzi na powyzsze pytanie da¢ nie
mozna. Byloby to bowiem roéwnoznaczne z doktadng charak-
terystyka populacji wedlug proby, co jest niemozliwe. Mozna
tylko ustali¢, jaka czes¢ wszelkich mozliwych
prob ma taka czy inng zgodnos$¢ z populacja.



Inaczej mozna powiedzie¢ postugujac sie jezykiem nauki
o prawdopodobienstwie, ze okreslenie wiarogodnosci
charakterystyk moze polegac¢ tylko na ustale-
niu prawdopodobienstwa takiego lub innego
stopnia zgodnosci miedzy proéba a populacja.

Trzeba zaraz na wstepie zaznaczy¢, ze pojecie prawdopodo-
bienstwa bgdzie tu odmienne od podanego w poprzednim roz-
dziale. Réznica nie jest zasadnicza, — inaczej nie mozna by byto
uzywaé tego samego terminu. I tu i tam chodzi o czesto§¢ zda-
rzen, o ile ona jest powodowana przez okreslone przyczyny.
Ale przyczyny okreslone sprowadzajg si¢ teraz do jednej
tylko — tej samej we wszystkich zagadnieniach — do skladu
populacji. I to jeszcze nie jest rzecz gtowna — ta przyczyna
jest zawsze okryta tajemnica, podczas gdy w nauce o prawdo-
podobienstwie przyczyny okre§lone byly znane. Tam mogliSmy
za pomocg kombinatoryki z tych przyczyn wyprowadzi¢ licz-
bowa warto$¢ prawdopodobienstwa. Tu jest to niemozliwe.

Mamy tu prawdopodobienstwo osobliwego rodzaju — praw-
dopodobienstwo statystyczne.
A wigc staijemy przed zadaniem nierozwigzalnym — po-

wie czytelnik. I tak, i nie. Zadanie da si¢ rozwigza¢ czeSciowo
a to w sposob nastgpujacy. Zaktadamy, ze populacja ma taki
a taki sktad i badamy, jak si¢ beda przedstawiaty wszelkie moz-
liwe proby, jakie z niej mozna otrzymaé. Ustalamy tg droga
zwiazki zachodzace migdzy populacja a ogodtem prob. Poznaw-
szy te zwigzki, bedziemy mogli w pewnej mierze sadzi¢ o nie-
znanym charakterze populacji wedlug wzietych z niej prob.
Zazwyczaj zaklada si¢, ze populacja ma charakter normalny.
Dodatkowo bada sig, o ile odchylenia od tego charakteru wply-
waja na zwigzek miedzy populacjg a probami.

Z powyzszego wyptywa, ze w zagadnieniach wiarogodnos$ci
charakterystyk prowadzi si¢ rozumowania tymi samymi meto-
dami co w nauce o prawdopodobienstwie. Stad tez jej podsta-
wowe twierdzenia, w szczego6lnosci twierdzenie o prawdopodo-
bienstwie catkowitym i zlozonym, zachowuja swoja waznos$¢.
Mozna by nawet ogolne pojecie prawdopodobienstwa ujaé w spo-



sob statystyczny. Mozna mianowicie rozpatrywane zbiory zda-
rzen traktowac jako préoby wyjete z pewnego rodzaju populacji
obejmujace] wszystkie mozliwe zbiory danych zdarzen. Wtedy
ilosciowe okreslenie prawdopodobienstwa sprowadzitoby si¢ po
prostu do wzglednej czestosci zdarzenia w takiej populacji. Tak
tez traktuje si¢ prawdopodobienstwo w statystyce. O ile si¢
w niej méwi o prawdopodobienstwie, chodzi po prostu o wzgle-
dng czgsto§¢ w populacji. Trzeba przy tym operowaé¢ uwaznie
takimi pojeciami, mianowicie trzeba uwazaé¢ na to, by nie po-
miesza¢ populacji z proba. Czestos¢ wzgledna wariantow
w prébie nie moze by¢ uwazana za zaden rodzaj prawdopodo-
bienstwa.

W zwigzku z powyzszym trzeba jeszcze blizej okresli¢ po-
jecie proby. TraktowaliSmy ja jako czes¢ populacji. Takie okre-
$lenie jest niedostateczne. Dotyczy ono jednej tylko odmiany
omawianego pojecia — proby bez powtdorzen. A jest
jeszcze druga odmiana: proba z powtdrzeniami.

O co tu chodzi? Jezeli proba ma by¢ czescig populacji, to
wszystkie zawarte w niej warianty musza by¢ rozne. Niektore
z nich moga by¢ jednakowe, ale nie te same. Na przyktad je-
zeli z urny zawierajgcej biale i 'czarne kule wybierzemy czesé
ich, powiedzmy dziesi¢¢, to moze w niej by¢ szes¢ jednakowych
czarmnych kul i cztery jednakowe biale, ale beda to kule rézne.
Mozna jednak utworzy¢ prébe w inny sposoéb. Mozna miano-
wicie wzig¢ z urny jedna kule, zanotowac jej barwe i wlozy¢
ja z powrotem. Nastgpnie po wymieszaniu mozna wzig¢ —
zawsze na chybi trafi — znowu jedng z kul i po zanotowaniu jej
barwy wiozy¢ ja z powrotem do urny. Powtarzajac t¢ czyn-
no$¢ dziesie¢ razy, mozemy otrzymac probe ztozong takze z sze-
$ciu czarnych i czterech biatych kul, ale o innym charakterze.
W niej moga si¢ spotka¢ kule nietylko podobne ale i iden-
tyczne — moze si¢ przeciez zdarzyC, ze wyciagniemy t¢ samg
kule nawet wielokrotnie. Bedzie to proba z powtorzeniami. Na-
tomiast wyjecie dziesieciu kul z urny bez wkladania ich z po-
wrotem da probe bez powtorzen.



W praktyce statystycznej ma si¢ do czynienia zwykle z pro-
bami bez powtorzen. Istotnie, jezeli na przyktad liczy si¢ kwiaty
w koszykach btawatka, to bierze si¢ coraz inny koszyk, albo
jezeli mierzy si¢ wzrost poborowych, to ma si¢ do czynienia
z coraz to innym osobnikiem. Jednakze przy wielkich w po-
réwnaniu z prébami populacjach, a tym bardziej przy nieogra-
niczonych, branie prob bez powtdrzen daje ten sam wynik co
z powtorzeniami. Istotnie usuwa si¢ przy tym pewne warianty
z populacji, ale wobec wielkiej ich ilosci sktad populacji za-
chowuje prawie ten sam charakter przy ograniczonym jej za-
kresie i doktadnie ten sam przy nieograniczonym Jest wtedy
bardzo mato prawdopodobne, by usunigcie z populacji sktadni-
kow jednej proby mialo wplyngé na sktad dalszych prob.

Zagadnienia, ktére bedziemy omawiali w tym rozdziale,
muszg by¢ traktowane inaczej przy probach z powtdrzeniami,
anizeli przy prébach bez powtdérzen. Rozumowania i wyniki
w pierwszym przypadku sg o wiele prostsze, a poniewaz w prak-
tyce réznica migdzy jednym a drugim rodzajem prob zaciera
sig, bedziemy uwazali, ze rozpatrywane proby sa brane z pow-
toérzeniami, jakkolwiek w rzeczywistosci jest odwrotnie.

W dalszych ustepach be¢dziemy badali przedstawione tu
zagadnienie wiarogodnos$ci. Jest to zadanie zawile i1 trudne.
Trzeba bedzie rozwigzywac je stopniowo, przy czym wypadnie
wprowadza¢ nowe pojgcia 1 stosowaé nauke o prawdopodo-
bienstwie. Narazie mozna powiedzie¢ ogélnie, ze im prdoba jest
wieksza, tym bardziej zbliza si¢ swoim charakterem do popu-
lacji, ale niekoniecznie. Przypadek moze zrzadzi¢, ze wlasnie
wielka proba bedzie si¢ réznila silnie od populacji. Trafia si¢ to
tym rzadziej, im proba jest wicksza, ale trafi¢ sic moze zawsze.

Zwigkszenie zakresu prob nie rozwigzuje zatem kwestii.
Nadto otrzymywanie wielkich prob jest trudne i czgsto nawet
praktycznie niewykonalne. Nieraz wypada pracowac¢ z probami
po kilka wariantow zaledwie, jak to jest prawidlem w doswiad-
czalnictwie rolniczym. Zagadnienie malych prob ma przeto
szczegllne znaczenie w statystyce i bedzie omdwione osobno
w ustepie 31.



28. Populacje charakterystyk. Z wywoddéw poprzedniego
ustepu wynika, ze zagadnienie wiarogodnosci charakterystyk
materialow statystycznych wymaga zbadania ogétu prob, jakie
moga by¢ otrzymane z populacji. Kazda proba ma swoje cha-
rakterystyki: $rednig, momenty itd. Mozemy wobec tego utwo-
rzy¢ dla kazdej charakterystyki osobne populacje, tzw.
wtorne, zlozone z wartosci charakterystyk poszczegolnych
prob. Dla uniknigcia nieporozumien mozna populacje, z ktorej
si¢ one wywodza, nazywaé pierwotna. Populacje wtorne sa
zawsze nieograniczone, nawet jezeli populacja pierwotna jest
ograniczona. Mozna bowiem bez konca wybiera¢ proby z popu-
lacji, jak kule z urny, jezeli si¢ je wklada z powrotem. Bedg to
naturalnie préby z powtorzeniami.

Populacje wtérne maja swoje charakterystyki, jak kazda
populacja. Nadano im groteskowa nazwe ,,nadziei matematycz-
nych”. A wigc przede wszystkim bedziemy mieli §rednig aryt-
metyczng, ktora odgrywa szczegélnie wazna rolg.

Dalej wazng charakterystyka wtornych populacji jest mo-
ment drugiego stopnia, wzglednie $rednie odchylenie, bedace
pierwiastkiem kwadratowym z tego momentu. Stwarza on pod-
stawe do obliczenia tak zwanego Sredniego bledu, kto-
rym sa obcigzone charakterystyki prob.

Wreszcie nie mozna pomingé momentOw trzeciego i czwar-
tego stopnia, wzglednie wyprowadzanych z nich pochodnych
charakterystyk — skosnosci i ekscesu. Co do tych ostatnich za-
chodzi rzecz wielkiej wagi: przy zwickszeniu zakresu
prob  skosnos¢ i eksces populacji wtoérnych
zmierzajg do zera. To znaczy, ze przy zwigckszeniu
zakresu prob populacje wtorne zblizajg sie do
formy normalnej. Trudno$ci matematyczne nie pozwalajg
poda¢ dowodu tego podstawowego twierdzenia. Mozna jednak
dla wyjasnienia istoty zagadnienia sprawdzi¢ je na konkretnych
przyktadach. Zré6bmy to dla $redniej arytmetyczne;j.

Pierwszym takim przykladem bedzie bardzo prosta popu-
lacja ztozona z 5 wariantow: 1, 2, 3, 4, 5. Wezmiemy z niej
préby po trzy warianty naturalnie z powtdrzeniami i rozpa-



trzymy populacje wtérng ztozona ze $rednich arytmetycznych
dla tych prob. Pomimo nieogranicznosci tej popupalcji mozemy

ustali¢ jej sktad. Istotnie latwo jest ustali¢ liste rOwnie praw-
dopodobnych spotkan wariantow przy wybieraniu prob. Bedzie

to lista obejmujaca 53

125 takich spotkan (tab. 28,1).
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W tej liscie czg$¢ prob rozni si¢ migdzy soba tylko porzad-
kiem wariantow. Zbierajac razem podobne préby, otrzymamy
35 rodzajow ich. Czgstos¢ tych rodzajéow jest czgSciowo rozna.
Nietrudno jest ustali¢ te czestosci. Bedziemy mieli nowa liste
prob z czestosciami wzglednymi w 125-tych czesciach jednosci
(tab. 28,2). Te czestoSci beda oczywiscie niczym innym, jak
prawdopodobienstwami statystycznymi. We wspomnianej ta-
beli s3 podane oprdocz tych prawdopodobienstw $rednie arytme-
tyczne wyrazone w trzecich czg$ciach jednosci. Na podstawie
tych danych mozna teraz ulozy¢ szereg rozdzielczy wtdrnej
populacji, ztozonej ze $rednich dla prob (tab. 28,3).

Szereg ten wypadl symetryczny — tak jest zawsze, jezeli
populacja wtoérna wywodzi si¢ z populacji symetrycznej. Co sig
za$ tyczy ekscesu, to wypada on ujemny i réwna si¢ —0.538.
Widzimy, ze rozpatrywana populacja nie odbiega zbytnio od
normalnej.

Tabela 28,2

Rodzaje préb  Ich prawdopodo-  Ich $redne
bienstwa W V125 w V3
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Rodzaje prob  Ich prawdopodo-  Ich $rednie
bienstwa W Vil$ w VY3
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Ale tego jest malo. Trzeba wzigé proby wigksze.

Wezmiemy w tym celu inng populacje, umyslnie silnie
asymetryczng, nawet jednoboczng. Sklad jej bedzie nast¢pu-
jacy: 50 % wariantow z wartoscig 1, 30 % wariantbw z war-
toscia 2 1 20 % wariantow 3. Inaczej mozna powiedzie¢, ze
statystyczne prawdopodobienstwo wariantow 1 jest 0.5, warian-
tow 2 jest 0.3 i wariantow 3 jest 0.2.



Tabela 28,3

srednie préb Ich prawdopodobienstwa

w V3 W 725
3 1

4 3

5 6

6 10
7 15

8 18

9 19
10 18
11 15
12 10
13 6
14 3
15 1

WezZmiemy z poczatku proby po 3 warianty, tak jak po-
przednio. Bedziemy mieli tylko 10 rodzajow prob: 111, 112, 113,
122, 123, 133, 222, 223, 233, 333. Czestosci wzgledne tych rodza-
joOw prob, inaczej mowigc ich prawdopodobienstwa statystycz-
ne, sg rézne. Dadza si¢ one obliczy¢ z tatwoscig wedtug uogdl-
nionego dwumianu Newtona (ust. 23). Bedziemy mieli praw-
dopodobienstwa (tab. 28,4).

Tabela 28,4
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3!
13 3 11of2! X 0.51 X 0.3° X 0.22=0.060

3!
222 B X 0.5°X 0.33 X 0.2°=0.027
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2 23 YT2ITF X 0.5° X0.32X0.21 = 0.054

3!
233 03 2- X05°X0.31 X 0.22=0.036

3!
tlo, X 0.5° X 0.3° X 0.23=10.008

333 -r%j’lulo!

Na tej podstawie mozemy utozy¢ szereg rozdzielczy sred-
nich dla prob trojkowych (tab. 28,5). Wypadl szereg wyraznie

skosny.

Tabela 28,5

Proby trojkowe

Srednie Ich prawdopodobienstwa
w Y3
3 0.125
4 0.225
5 0.285
0 0.207
7 0.114
8 0.036
9 0.008



Ukladajac tg sama metodg szeregi dla prob wigkszych —
czworkowych, piatkowych i széstkowych — otrzymamy sze-
regi mniej skosne, pomimo skrajnej skos$nosci rozpatrywanej
pierwotnej populacji (tab. 28,6—3).

Tabela 28,6

Proby czworkowe

Srednie Ich prawdopodobienstwa
w V4
4 0.0625
5 0.1500
6 0.2350
7 0.2340
8 0.1761
9 0.0936
10 0.0376
11 0.0096
12 0.0016

Tabela 28,7
Proby pigtkowe

Srednie Ich prawdopodobienstwa
w Vs

0.03125
0.09375
0.17500
0.21750
0.20525
0.14643
0.08210

— O O oo 0 oN W

—_—



Srednie Ich prawdopodobienstwa

w Vi
12 0.03480
13 0.01120
14 0.00240
15 0.00032

Tabela 28,8
Proby szostkowe

Srednie Ich prawdopodobienstwa

w Ve
6 0.015625
7 0.056250
8 0.121875
9 0.180000
10 0.202875
11 0.178290
12 0.126029
13 0.071316
14 0.032460
15 0.011520
16 0.003120
17 0.000576
18 0.000064

Porownajmy ostatni, szostkowy, z tych szeregow z krzywa
normalng. Wezmiemy do tego cztery znaki dziesi¢tne zamiast
wszystkich szesciu w wartosciach prawdopodobienstw. Obliczmy
odchylenie $rednie. Otrzymamy o = 1.9136, wyrazone w Ve jako
jednostce. Stad wyprowadzimy za pomoca calki Laplacea
nastepujace poréwnanie populacji z krzywa normalna (tab. 28.9).



Tabela 28,9

Préoby szostkowe

Srednie Ich prawdopodo- Wartosci krzywe;j

w Ve bienstwa w 710000 normalnej w 7K0000 Roznice
6 156 198 -42
7 562 525 +37
8 1219 1074 +145
9 1800 1690 +110

10 2029 2079 -50
11 1783 1881 -98
12 1260 1371 -111
13 713 685 +28
14 325 305 +20
15 115 94 +21
16 31 23 +8
17 6 4 +2
18 1. 1 0

Widzimy, ze zgodno§¢ wypadla niezta, jakkolwiek proby
nie byty duze.

29. Nadzieja matematyczna. Jak to bylo podane w poprzed-
nim ustgpie, nadzieja matematyczna takiej czy
innej- charakterystyki jest to Srednia aryt-
metyczna wartosci danej charaxkterystyki
dla ogdélu prob wzietych z danej populacii,
inaczej mowigc, Srednia arytmetyczna odnosnej
wtornej populacji. Oznacza sie ja litera E (espérance)
z podaniem w nawiasach symbolu odnosnej charakterystyki.
A wigc na przyktad E (m) jest nadzieja matematyczng Sredniej
arytmetycznej.

Znaczenie nadzieji matematycznej wynika stad, ze daje
ona pewne pojecie o wartosci charakterystyk dla populacji, daje
nadzieje blizszego oznaczenia takich charakterystyk na pod-



stawie prob z populacji wzigtych. Jak kazda nadzieja, jest ona
zludna i zbyt wiele od niej spodziewaé si¢ nie mozna. Sprawa
przedstawia si¢ w sposob nastepujacy. Charakterystyki nieogra-
niczonej populacji nie moga by¢ obliczone bezposrednio. Chce-
my jednak je ustali¢ przynajmniej w przyblizeniu. Ot6z dla
kazdej charakterystyki populacji mozna ustali¢ zupehlie do-
ktadnie, za pomocg réwnania, zwiazek jej z odnosna nadzieja
matematyczng. Zadanie sprowadza si¢ zatem do obliczenia tej
nadzieji. Poniewaz jest to $rednia arytmetyczna wartosci cha-
rakterystyki dla préob, mozna jg obliczy¢ z dowolng doktadno-
$cig, jezeli si¢ wezmie tych prob dostatecznie duzo. W praktyce
sprawa przedstawia si¢ jednak niekorzystnie, gdyz ma si¢ zwy-
kle jedna tylko probe. Widoki nalezytego rozwiazania popra-
wiaja sig, jezeli proba jest duza, ale zasadnicza niepewno$¢ po-
zostaje, gdyz mozna przypadkowo natrafi¢ na probg znacznie
rozniagca si¢ od populacji. Im proba jest wicksza, tym rzadziej
taki ,,pech” wystapi.

Rozpatrzmy nadzieje matematyczne poszczegdlnych cha-
rakterystyk. Wartosci charakterystyk dla prob bedziemy ozna-
czali malymi literami, tak jak dotad, natomiast ich wartosci dla
populacji — przez odnosne duze litery, na przyktad S$rednig
arytmetyczng proby bedziemy oznaczali przez m, $rednig za$
populacji przez M. Bedziemy mieli tu do czynienia z rOwnania-
mi, ktérych wyprowadzenie jest bardzo zawile. To tez musze
ograniczy¢ si¢ do podania tych rownan i sprawdzenia ich waz-
nosci na przyktadach.

Najprosciej przedstawia si¢ rozpatrywane zagadnienie dla
Sredniej  arytmetycznej: nadzieja matematyczna
Sredniej roéwna siec Sredniej dla populacji:
E (m) =M. Nie trudno jest sprawdzi¢ to twierdzenie na przy-
ktadach poprzedniego ustgpu. Dla populacji 1, 2, 3, 4, 5 M = 3.
Z podanego w tabeli 28,3 szeregu rozdzielczego $rednich dla
ogolu prob wynika nawet bez obliczen taka sama warto$c.

Dla drugiej z rozpatrywanych w poprzednim ustgpie po-
pulacyj M = 1.7. Obliczmy $rednig dla wtérnej populacji zto-



zonej z trojkowych prob. Na podstawie danych tabeli 28,5 otrzy-
mamy:

Em)=-">~—=23(3X0.125+4X0.225+5X0.285 |

46X0.207+7X0.114+8 X 0.036 49X 0.008):(0.1254
4- 0.225 +0.285 + 0.207 4 0.114 + 0.036 + 0.008) =
= V3 (0.375 + 0.900 4-1425 4-1.242 4- 0.798 4- 0.288 4-
4 0.072) =1r3X5100=17=M

Czytelnik moze tatwo przekonaé sig, ze taki sam wynik
dadzag wtéfne populacje wigkszych prob tej populacji.

Przechodzimy do momentu drugiego stopnia. Tu nadzieja
matematyczna nie begdzie rdwna wartos$ci tego momentu dla po-
pulacji. Bedzie mianowicie troche za mata:

W tym réwnaniu n, jak zawsze, jest liczbg wariantéw w probie.

Latwo jest sprawdzi¢ to réwnanie na konkretnym przy-
ktadzie, np. na populacji 1, 2, 3, 4, 5. Dla niej M2 = 2. Obliczmy
nadzieje matematyczng wedlug danych tabeli 28,2. Tabele 29,1
1 29,2 daja przebieg obliczen.

Tabela 29,1

Ich prawdo- Ich momen-

Ich prawdo- Ich momen- :
ty drugiego

Rodzaje ty drugiego  Rodzaje

; podobien- . podobien-
prob  rwa w /125 iiof/%a PrOb twawyrzs Wiy
111 | 0 13 3 3 24
112 3 6 13 4 6 42
113 3 24 13 5 6 72
114 3 54 14 4 3 54
115 3 96 14 5 6 78
12 2 3 6 155 3 96
12 3 6 18 222 1 0
12 4 6 42 223 3 6
125 6 78 224 3 24

Zadania i metody statystyki 10



Ich prawdo- Ich momen-| Ich prawdo- Ich m -nien-

Rodzaje . -ty drugiego Rodzaje .- ly drugiego
] podobjen- 1Y Grusleg ; podobien- Y Srugleg
prob  wa wb125 \S,J 08{1 21% préb stwa w */125 %03%173
225 3 54 335 3 24
233 3 6 344 3 6
234 6 18 345 6 18
235 6 42 355 3 24
244 3 24 44 4 1 0
245 6 42 445 3 6
255 3 54 455 3 6
333 1 0 555 1 0
334 3 6
Tabela 29,2
Warto$ci momen- Ich prawdo- Warto$ci momen- Ich prawdo-

tow drugiego podobienstwa tow drugiego podobienstwa
stopnia w /27 w 7125 stopnia w '/~7 w */125

0 5 54 12

6 24 72 6

18 18 78 12

24 18 96 6

»

Wypadnie ostatecznie $rednia arytmetyczna wtornej popu-
lacji ztozonej z momentéw drugiego stopnia dla prob:
17/ i 4

:_g_,

podczas gdy moment drugiego stopnia dla pierwotnej populacji
wynosi M2 — 2. Poniewaz n w tym wypadku rowna si¢ 3, wigc
zgodnie z rozpatrywanym roéwnaniem otrzymamy:

_d—lxo— A
(6] 0

Z powyzszego wynika prawidlo do obliczenia momentow
drugiego stopnia dla prob. Zamiast tego, zeby dzieli¢ sume¢ kwa-



dratow odchylen przez liczb¢ wariantéw, trzeba ja dzieli¢ przez
liczbe o jedynke mniejsza wedtug wzoru

2 (u.—u)l
m 2l
n—1

W ten sposob otrzymuje si¢ wartosci blizsze warto$ci tego
momentu dla populacji. Naturalnie ma to znaczenie tylko przy
malych prébach, ale z takimi prébami wlasnie wypada czesto
pracowac.

Obliczenie $redniego odchylenia dla prob ulegnie odpowie-
dniej zmianie. Dla unikniecia nieporozumien dobrze jest otrzy-
mane tg zmieniona metoda warto$ci oznacza¢ nie grecka literg o
lecz odnosna tacinska s

/7 X, —w) s/ 1
s— V n—z —°V u—i

Nadzieje matematyczne momentow wyzszych stopni row-
niez nie s3 rowne wartosciom tych momentéw dla populacji.
Mianowicie mamy dla nich rownania

EmI= (— —2) M3
Eml= —Dfa—2)n—3) +In™ML.(2n—3) +mu/
n° 4 2

Te réwnania nie majg praktycznego znaczenia.

30. Blad $redni i prawdopodobny. Wywody poprzednich uste-
pow mialy charakter wstgpu do wlasciwego zagadnienia wiaro-
godnosci charakterystyk. Rozwigzanie tego zagadnienia moze
by¢ czeSciowo przeprowadzone za pomocg pojecia bledu
Sredniego. Bledem s$Srednim charakterystyki
nazywa si¢ srednie odchylenie dla odnosnej
wtornej populacji. Otéz bylo podane w ustepie 28, ze
takie populacje zblizajg si¢ szybko do formy normalnej przy
powickszeniu zakresu prob. Normalny za$ rozktad czestosci



ma te wlasciwos$¢, ze blisko dwie trzecie czestosci, doktadniej mo-
wigc czes¢ 0.6826 catosci, miesci si¢ w przedziale miedzy ujemnag
a dodatnig wartoscia $redniego odchylenia. Widoczne to jest
z calki Laplace’a (zob. tabel¢ B podang w koncu ksigzki).
Mozna zatem powiedzie¢, ze Sredni blad danej charak-
terystyki okresla w przyblizeniu granice,
w ktorych mieszcza sie¢ w dwoch przypadkach
na trzy odchylenia tego rodzaju charaktery-
styk dla prob od ich $redniej czyli od nadziei
matematycznej danej charakterystyki. Wi-
dzielismy nadto w poprzednim ustepie, ze nadzieja matema-
tyczna jest zblizona do warto$ci danej charakterystyki dla po-
pulacji, a w przypadku $redniej arytmetycznej nawet jej rOwna.
Wobec tego mozna powiedzie¢, ze Sredni blad danej cha-
rakterystyki okresla w przyblizeniu granice,
w ktorych mieszcza sie w dwoch przypadkach
na trzy odchylenia tego rodzaju charaktery-
styk dla prob od wartosci danej charaktery-
styki dla populacji.

Sredni btad oznacza si¢ grecka litera ¢ z podaniem sym-
bolu odnosnej charakterystyki w nawiasach, np. $redni blad
$redniej arytmetycznej oznacza si¢ symbolem r (m). Warto$¢
sredniego btedu dodaje si¢ zwykle do wartosci charakterystyki
ze znakiem ==, np. pisze si¢ m 1 ¢ (m).

Najprosciej przedstawia si¢ rozpatrywane zagadnienie dla
$redniej arytmetycznej; mianowicie mozna dowies¢, ze Sre-
dnie odchylenie wtdérnej] populacji zlozonej
ze Srednich dla prob roéwna sie Sredniemu od-
chyleniu populacji pierwotnej podzielonemu
przez pierwiastek kwadratowy z wielkosSci
proby.

Istotnie widzieliSmy, ze populacja 1, 2, 3, 4, 5 miata moment
drugiego stopnia rowny dwa, a wigc $rednie odchylenie ]/2.
Obliczmy moment drugiego stopnia dla wtornej populacji zto-
zonej ze Srednich dla trojkowych prob wedlug danych tabeli



28,3. Otrzymamy wartos$¢ réwnz%.., a wigc $rednie odchylenie
rowne IV / ‘3‘ zgodnie z podanym powyzej twierdzeniem.

Bedziemy zatem mieli dla obliczs*enia $redniego bledu sre-
dniej arytmetycznej wzoér £ (m) = —I;a , gdzie S jest srednim
n

odchyleniem dla populacji, a n liczbg wariantow w probach.
W praktycznym wykonaniu obliczenia bedzie si¢ miato trudnose¢,
wynikajgca stad, ze doktadne wartosci charakterystyk populacji
nie sg znane./ Ot6z widzieliSmy w ustgpie poprzednim, ze wiel-

kos$¢ s = cl | jest zblizona do wielkosci S. Wobec tego te
y n—
ostatnig wielko$¢ uzywa si¢ zamiast S przy obliczaniu $redniego

btedu sSredniej arytmetycznej, tak samo zreszta jak we wszyst-
kich innych przypadkach, w ktéorych ma sie do czynienia ze
$rednim odchyleniem dla populacji.

Zanim przejdziemy do rozpatrzenia sredniego bledu innych
charakterystyk, warto jest mimochodem rozpatrzy¢ stosowane
czasem zamiast $redniego bledu pojecie bledu prawdopodobnego.
Odznacza si¢ on tym, ze odchylenia wartosci charak-
terystyki dla prob od jej nadziei matematycz-
nej wypadaja roOwnie czesto wigksze jak
i mniejsze od niego. Z catki Laplace’a wynika, ze
blad prawdopodobny, jest mniejszy od $redniego w stosunku
0.67449... do 1. Uzycie tej wielkosci nie daje zadnych korzysci
wiekszych od uzycia btedu $redniego.

Rownania $redniego btedu dla innych charakterystyk sa na-
ogot bardziej zlozone. I tak $redni btad momentu drugiego sto-
pnia wyraza si¢ wzorem:

s(m)) = 1 /M _ MLy
V n
a $redni btad odchylenia $redniego:

62)=S|/5=1"



gdzie B jest wskaznikiem skupienia wariantow w populacji.
Przy uzyciu ekscesu zamiast wskaznika skupienia wariantow
wzor przybierze forme:

gdzie I, jest ekscesem dla populacji.

Dla populacji niezbyt odbiegajacych od formy normalnej
eksces jest maty. Mozna go przyréwnacé zeru i wtedy wzor ulega
uproszczeniu:

s(a) = y/gn

Zagadnienie $redniego bigdu dla odchylenia przecigtnego
jest bardziej zawile niz dla sredniego. Wobec tego podam tylko
przyblizony wzor dla populacji niezbyt silnie odbiegajacych od
formy normalne;j:

s<»)=\V'""2
Z tego wzoru wynika, ze $Sredni btad dla przecig¢tnego od-
chylenia jest nieco wigkszy niz dla $redniego.

Dalej dla momentow trzeciego i czwartego stopnia bgdziemy
mieli rbwnania:

SOHES V60 R B s Bl

M — Mr, M- + 16 M, M?

n

Zawieraja one momenty wyzszych stopni, az do désmego.
Oczywiscie przy takiej ztozonos$ci nie mogg mie¢ znaczenia prak-



tycznego. Ale jezeli populacja nie odbiega zbytnio od formy nor-
malnej, nastgpuje znaczne uproszczenie:

= CSW=8 7/

Bardzo proste sa wzory dla btedow wskaznika sko$nosci yt
i ekscesu y2

BiD="1/4 =N)=}/-" =2s(1)

Ro6znig sie one od wszystkich poprzednich tym, ze Zzadne
momenty w nich nie wystgpuja. Dla obliczenia ich wystarczy
wiedzie¢ n — liczb¢ wariantow w probie.

Zastosowanie wszystkich tych wzoréw z wyjatkiem dwoch
ostatnich jest utrudnione przez to, ze w nich wystepuja charak-
terystyki populacji. W praktycznym wykonaniu obliczen, kiedy
ma si¢ tylko jedng probe, niema innego wyjscia jak uzycie cha-
rakterystyki proby zamiast charakterystyki populacji. Dla Sre-
dniego odchylenia ta kwestia byla doktadniej omoéwiona.

Zastosujmy tytutem przykladu powyzsze wzory do liczby
kwiatéw w koszykach satatnicy. Obliczmy najpierw $redni btad
Sredniej arytmetycznej. Ot6z mieliSmy dla tego materiatu:
m=17.28, d=2.603, n=359. Wypadnie F (m)=0.14 i m =
= 17.28 dz 0.14.

Obliczmy dalej sredni btad $redniego odchylenia. Poniewaz
eksces y2=——0.315, otrzymamy e (0)=0.107 i 0=2.603 1 0.107.

Wreszcie srednie bledy wskaznika skosnosci i ekscesu beda
e(Y)=10.129 s (T2) = 0.258
a zatem y[ =—1.461 1 0.129, y2——0.315 d: 0.258.



Podobnie otrzymamy dla liczby kwiatow w szczytowych
koszykach btawatka z Zimnej Wody:

m = MJIY dz 0.34
o= 5891 =+ 0.140
Ti = +0.731 :+ 0.141
T2 = +1.427 &= 0.283

Na* ostatku trzeba jeszcze rozpatrzy¢ zagadnienie sred-
niego btedu dla réznicy miedzy wartoSciami tej samej charak-
terystyki obliczbnymi dla réznych materialéow statystycznych.
Jest to zagadnienie bardzo zawile. Ogranicze si¢ wobec tego do
przedstawienia go odnos$nie do s$redniej arytmetycznej. Niech
beda dwie préby: jedna zlozona z -ne wariantow, druga ztozona
z H? wariantéw. Te proby moga pochodzi¢ z tej samej populacji
albo z roznych. Srednia dla pierwszej z nich niech bedzie m',
dla drugiej m". Sume¢ kwadratéw odchylen od s$redniej dla
pierwszej proby oznaczymy przez dla drugiej przez 22.
Wtedy $redni blad rdznicy $rednich m —m"” wyrazi si¢
wzorem

1 ATIN2 (A1 A2 2)
I nl +nl

Jezeli obie proby sa jednakowej wielko$ci, to znaczy, ze
ni = n2- powyzszy wzor ulega uproszczeniu:
Ny + 2T‘..
R e
W tym przypadku $redni btad r6znicy $rednich arytmetycz-
nych réwna sie pierwiastkowi kwadratowemu z sumy kwadra-
tow btedoéw dla srednich obu prob:

E(m —m )= |//[s(m)]2+[s(m")p



Zastosujmy te wzory tytulem przykladu do podanych
w ust. 6 materialdw dotyczacyh liczby kwiatow w szczytowych
koszykach blawatka pochodzacego z dwoch roznych miejsco-
wosci. Potrzebne do tego sumy kwadratow odchylen obliczymy
wedlug wzoru:

12 (u,-a)]l

S(Ui— u)] =x Uj—= »

w ktérym a jest wartoscig wyjsciowg (por. ust. 13).

Dla materialu z Zimnej Wody mamy m — 34.77, nl — 300,
2(u.—a)?= 10589, 2 (u.—a)— 231 przy a=34.

Dla materialu z Dublan mamy: m"”— 31.06, nl= 200,
2 u —u)2=1>509%4. 2'(u.—a) =130 przy a— 31.

W  wyniku obliczen otrzymamy: & (m—m")= 2 0.5]
i me—m" = 371 = 0.51. Wypadla roznica migdzy $rednimi
z gora 7 razy wigksza od swojego bledu. Tak wielka w porow-
naniu do swojego bledu réoznice mozna uwazac za istotng. Mozna
wogble przyja¢ za prawidlo, ze jezeli rO6znica miedzy
wartosciami charakterystyki dla dwoéch prob
przewyzsza conajmniej trzykrotnie swodj sredni
btad, to mozna jg uznac za istotng, czyli nie po-
chodzaca z przypadku, lecz spowodowang przez
roznice w charakterze materiatow, z ktorych
proby byly wzigte. Jezeli natomiast ta rdznica jest
mniejsza od trzykrotnego bledu, trzeba juz liczy¢ si¢ z mozli-
woscia przypadkowego zestawienia prob z tej samej populacji.
Tak wtadnie bedzie, jezeli porOwnamy ze soba nie calosci ma-
terialdow z Zimnej Wody i Dublan, lecz tylko koszyki ,,6sem-
kowe” — z o$mioma obwodowymi plonnymi kwiatami
(tab. 30,1).



Tabela 30,1

Liczby kwiatow w szczytowych koszykach blawatka
z § ptonnymi obwodowymi kwiatami.

. Ich czestoéci w materiale . Ich czgstosci w materiale
Liczby Liczby
kwiatow z \Zx}gg;ej 2 Dublan kwiatow z \Zx}r;ir;ej 2 Dublan
21 1 — Z przen. 53 33
22 - 32 11 5
23 - 33 9 4
24 f— 1 34 6 5
25 2 1 35 4 4
26 1 1 36 4 2
27 3 4 37 — 1
28 13 10 38 2 3
29 10 9 39 2 —
30 9 2 42 — 1
31 12 5 45 — 1
do przen. 53 33 Ogodtem 91 59

Mamy teraz dla materialu z Zimnej Wody m =30.88, mr = 91,
2 (rm—a)l = 1116, 22'(iii—a) =80 przy a—30. Dla materiatu
za§ Dublanskiego: m"=23137, n2=159, 2 (ut—a)l=982,
2 (ut—a)=22 przy a — 31. Z tych danych otrzymamy dla roz-
nicy $rednich arytmetycznych $redni btad e (72—m") =1 0.62,
a zatem m —m"=-—049 dz 0.62. Roznica $rednich wypadia
tu mniejsza od swojego btedu. By oceni¢ jej wartos$¢, trzeba
obliczy¢ prawdopodobienstwo pochodzenia jej z przypadku.
To zagadnienie bedzie omdéwione w nastgpnym rozdziale.

31. Wiaiogodno$é charakterystyk malych prob. Z wywodow
poprzedniego ustgpu wynika, ze btad Sredni tylko przy wiel-
kich probach rozwigzuje zagadnienie wiarogodnos$ci charakte-



rystyk. Dia préb matych, z jakimi na przyktad wypada praco-
waé w do$wiadczalnictwie rolniczym, trzeba szuka¢ innej drogi
Nie mozna tu zastgpowaé wartosci charakterystyk populacji
przez ich wartosci dla proby. Trzeba czestosci
wzgledne, inaczej] mowigc prawdopodobien-
stwa statystyczne roznic miedzy charaktery-
stykami proby i populacji wyznaczaé bezpo-
Srednio wedlug wlasciwosci proby. Rozwigzanie
postawionego w ten sposob zagadnienia wypadnie naturalnie
roznie, zaleznie od charakteru populacji. W dotychczasowych
pracach nad tym zagadnieniem przyjmowalo si¢, ze populacja
ma charakter normalny. Na szczescie okazalo sig, ze dla innego
rodzaju populacji wyniki zachowujg swoje znaczenie, o ile
rozktad czestosSci réznych warto$ci wariantbw w populacji nie
zanadto odbiega od rozktadu normalnego.

Dla $redniej arytmetycznej zagadnienie zostalo rozwig-
zane przez Williama Gosseta (1876 — 1937) piszacego
pod pseudonimem Student. Stopien zgodnos$ci miedzy S$re-
dnig préby a Srednig populacji okreslit on za pomoca funkcji

_ i

M
t I~ 1 gdzie m jest $rednig dla préby, M — $rednia dla

populacji, £ (m) — $rednim bledem S$redniej arytmetycznej
proby. Wartosci funkcji # moga by¢ dodatnie 1 ujemne sto-
sownie do znaku réznicy m —M. Absolutna warto$¢ ich jest
na ogo6l tym mniejsza, im $rednia proby jest blizsza $redniej
dla populacji, ale nie zawsze.

Na przykiad jezeli wezmiemy znowu populacje 1, 2, 3, 4, 5,
to na podstawie tabeli 28,2 otrzymamy dla 35 rodzajéw prob
nastepujace wartoéci t (tab. 33,1). W tej tabeli nieokreslonag
warto$¢ "' dla prob 333 przyjmiemy réwng zeru. Z niej wi-
dzimy na przykltad, ze proby 334 daja s$rednig roznigca si¢ od
sredniej populacji o VY3, proby za$ 155 S$rednig rozniaca sig
0 % a jednoczes$nie ¢ dla pierwszego rodzaju prob jest rowne
1.0, podczas gdy dla drugiego rodzaju ma warto$¢ 0.5 — nie
wicksza zatem, jak by si¢ nalezalo spodziewac, lecz mniejsza.



Tabela 31,1

Wartosci | Wartosci
Rodzaje d’ln — A/fl p Rodzaje drln — /\/l/l P
; a tyc 5 a tyc

prob- b w prob - b w A

135 0 0 455 4-5 —5.0000

144

225 555 +6 co

234 125 -1 —0.2773

333 134 —0.3780
224 —0.5000

145 +1 0.2773 233 —1.0000

235 0.3780

244 0.5000 115 2 —0.5000

334 1.0000 124 —0.7560
133 —1.0000

155 +2 0.5000 223 —2.0000

245 0.7560

335 1.0000 114 —3 —1.0000

344 2.0000 123 —1.7321
222 co

255 4*3 1.0000 -

345 1.7321 113 -4 —2.0000

444 o 122 —4.0000

355 4-4 2.0000 12 —>  —>.0000

445 4.0000 111 -6 \ Y

Wobec powyzszego w dalszym ciggu tych wywodow be-
dziemy nazywac ,,lepszymi” préby majace ¢ o wartosciach ab-
solutnych mniejszych, jakkolwiek ich $rednie nie zawsze beda
blizsze $redniej dla populacji niz $rednie prob ,,gorszych”.

W tym zalozeniu Student dowiddl, ze czesto$¢ wzgledna
wystepowania wartosci funkcji ¢z w zespole prob wzietych
z populacji o formie normalnej wyraza si¢ funkcja:

-

2\
,s-r)=c 1+ 1-T
f n—1/



w ktorej wspoélczynnik C zalezy tylko od wielkosci proby.
Mozna go obliczy¢é za pomocg funkcji ,,gamma”, oznaczanej

symbolem F (a:):
c-LJiL-

|/ Te(n—1) r(
Funkcja gamma okresla si¢ rownaniem

r . . 1-23 ... —
n_NXMH-T) (@ 2).. (x40

Funkcja s (t) daje jednakowe wartosci dla dodatnich i ujem-
nych warto$ci zmiennej niezaleznej, podobnie jak funkcja
de Moivre’a. Tak samo jak ta ostania, funkcja s(t) maleje
nieograniczenie ze zwigkszeniem absolutnej wartosci t. Ze
zwickszeniem wielkosci proby zbliza si¢ ona do funkcji de
Moivre’a i dla n=ooprzybiera znang juz nam forme:

1 - fi
s(f) = %te ]

Za pomoca rachunku catkowego mozna obliczy¢ dla kazdej
wartosci ¢ czestos¢ wzgledng prob o wartosciach tej zmiennej
mniejszych od danej; przy czym naturalnie wszystkie warto$ci
ujemne trzeba uwaza¢ za mniejsze od najmniejszych nawet
dodatnich. Uskutecznia si¢ to za pomoca caltki

analogicznej catki Laplace’a Tak samo jak ta ostatnia,
catka S(t) okresla pole figury, zakreslonej przez o$§ odcictych
i krzywag funkcji s(t), liczac od lewego jej konca do rzednej
odpowiadajacej danej wartosci t (por. ryc. 5).

Tak samo jak dla catki Laplace’a, pole calej tej figury
réwna si¢ jednosci, a rzedna t=0 dzieli to pole na dwie réwne
czgsci. W ten sposob S(—*>) =10, S(0)=0,5, S(+"o)=l.



Warto$¢ calki S(t) dla # > 0 sa podane w koncu ksigzki
w tabeli E. Przy korzystaniu z tej tabeli przewaznie jest obo-
jetne czy s$rednia proby jest wieksza, czy mniejsza od Sredniej
dla populacji, chodzi tylko o to, jak bliska jest tej ostatniej.
Stad wypada opiera¢ si¢ na absolutnej wartos$ci ¢ bez uwzgled-
nienia znaku i1 poszukiwaé czestosS¢ wzgledng prob, dla kto-
rych warto$¢ bezwzgledna ¢ jest mniejsza od warto$ci bez-
wzglednej tej funkcji dla danej proby. Dlatego tez w tabeli F
sa pomini¢te wartosci funkcji <S(t) dla wartosci t < 0.

Niech bedzie a absolutng wartoscia funkcji ¢ dla danej pro-
by. Wtedy czesto$¢ wzgledna préb, majacych t o wartosci ab-
solutnej mniejszej od a, czyli pole prob ,lepszych” od danej,
bedzie réwna polu wycinka figury krzywej, ograniczonej przez

Ryec. 8.

rzegdne t——a 1 t= +a (ryc. 8). Ta czestos¢ wyraza si¢
wzorem: P (|t <u|—2S(a) — 1, w ktorym litera P jest ozna-
czone prawdopodobienstwo zaleznosci przedstawionych przez
symbole zawarte w nawiasach ( }. Bedzie to prawdopodobien-
stwo statystyczne prob lepszych od danej.

Na podstawie powyzszego wzoru mozna wyznaczyC ta-
kie a, zeby proby majace ¢ zawarte w granicach od —a do
+ a stanowity z gory okreslong czgs¢ ogoétu prob. Wielkos¢ tej



czgsci moze by¢ obrana dowolnie i nosi nazwe wspotczyn-
nika ufnosci. Jezeli oznaczymy ten wspolczynnik przez
(3<1), to bedziemy mieli réwnanie [=2S(a?)— 1. Z niego

wyprowadzamy zaleznos¢ 8(a) = ——— ) ktora da moznosé

wyznaczania a wedtug tabeli dla funkcji 8 (t).
Im—M
Dalej mamy lfj =4]\' Wobec tego bedziemy mieli

Im— Mj
7J=a. Stad wyplywa réwnanie

P {im— M\<a.s (m)} — B,

z ktorego wynika, Zze nieznana S$rednia populacji miesci si¢
w granicach miedzy m—a E(m) i m+a E(m) z prawdopodo-
dobienstwem rownym wspolczynnikowi ufnos$ci. W praktyce
wspotczynnik ufnosci przyjmuje si¢ zwykle roéwny 0.95 albo 0.99.
Dla tej drugiej wartosci wypada a wigksze 1 przeto granice za-
kreslone dla $redniej populacji szersze. Wybor takiego czy
innego wspotczynnika ufnosci zalezy od waznosci zadania oraz
od psychologii badacza. Dla wazniejszych zagadnien bierze si¢
wspolczynnik wiekszy. Ostrozniejsi badacze wolg wicksze wspot-
czynniki dla wigkszej pewnos$ci — ostroznos$¢ nigdy nie za-
wadzi!

Zastosujmy t¢ metode do konkretnego przykladu. Oto6z
w pewnym doswiadczeniu wykonanym na torfowisku Czememne
pod Sarnami w r. 1931x) sucha masa trawy na 4 poletkach
z pelnym nawozeniem o powierzchni 50 m! wyniosta w kilo-
gramach 55.1, 50.3, 58.4, 45.6. Wypada z tych danych $rednia
arymetyczna 52.35, jej s$redni blad 2.78. Wynikato by z tego,
ze gdyby doswiadczenie byto wykonane nie na czterech polet-
kach, ale na bardzo wielkiej ich liczbie i gdyby$my wzieli
z takiej populacji nie jedno doswiadczenie, 4-poletkowe, lecz
wielkg ich ilo$¢, to dwie trzecie tych doswiadczen datoby $red-

% D. Szymkiewicz i B. Swietochowski. Doswiadcze-
nia nad zyznos$cig torfoéw. — Rocznik takowy i torfowy. 1936.



nie plony zawarte w granicach od 52.35—2.78 do 52.35 + 2.78.
Tak wypadlo by, gdyby s$redni btad byt doktadnie obliczony.
Otoz bylo juz wyjasnione w ust. 30, ze to tak nie jest, jezeli
proba jest mata. Za pomocg funkcji S(z) mozemy dokladniej
obliczy¢ wspomniane granice.

W tym celu trzeba przyja¢ dla wspotczynnika ufnosci war-
. =+
tesé Vs, Otrzymamy z rOwnania S(a)=1 9B dla S(a) wartos¢

0.833. Z tabeli funkcji 5%(i) przez interpolacj¢ wyprowadzamy
wartos¢ dla ¢ rowna 1.15 i wobec tego granice, w ktorych
mieszcza sie¢ Srednie dwoch trzecich prob beda szersze w sto-
sunku 1.15 :1, a wiec wyniosg 52.35 —3.20 i 52.35 + 3.20.

Ale wspotezynnik ufnosci % jest za maty. W praktyce bierze
si¢ conajmniej 0.95. Wtedy wypada S(a) = 0.975, a— 3.2 i gra-
nice, w ktorych mieszcza sie $rednie 95% prob, beda 52.35 — 8.90
1 5235 +8.90. W tych tez granicach z prawdopodobienstwem
0.95 bedzie si¢ miescila $rednia calej populacji ztozonej z wy-
nikéw do$wiadczen na nieograniczonej liczbie poletek. Prawdo-
podobienstwo 0.95 oznacza, ze 5% prob 4-poletkowych datoby
inny wynik — inne granice dla $redniej arytmetycznej popu-
lacji. Nigdy nie jest wykluczone, ze si¢ na takg prébe natrafi
— jak si¢ ma pecha, to nic na to si¢ nie poradzi.

Dla ulatwienia omawianych obliczen podaj¢ za Roma-
nowskim tabele 31,2 wartosci a dla dwu najczgsciej uzy-
wanych wspotczynnikéw ufnosci 0.95 1 0.99 przy ré6znym zakresie
prob, poczawszy od prob czworkowych. Dla prob o zakresie
wigkszym od 20 mozna uzywac wartosci dla prob nieskonczonej
wielkosci.

Funkcja s(t) i wywodzaca si¢ z niej 5(t) znajduja jeszcze
dalsze i to wazniejsze zastosowanie. Mianowicie pozwalajag
one stwierdzi¢ z okreslonym prawdopodo-
bienstwem, czy roéznica miedzy Srednimi aryt-
metycznymi dwoch prob pochodzi z przypad-
ku, czy tez stad, ze proby byly wybrane z roz-
nych populacji.



Bedziemy rozumowali w sposob nastepujacy. Wybieramy
z populacji wszelkie mozliwe proby po nl wariantow, nastgpnie
wszelkie mozliwe proby po nl wariantow. Kazdg probe pierw-
szej grupy zestawiamy kolejno ze wszystkim probami drugie;j.
Dla kazdej pary prob obliczamy wartos¢ funkcji

., TU—m’
s(m’—m”)

gdzie m’ jest $rednig arytmetyczng jednej proby, m” taka sama
charakterystyka drugiej proby a e (m*—m”) — $redni blad
roznicy $rednich, obliczony wedlug wzoru podanego w ust. 30.

Tabela 31,2
Warto$ci a dla réznych wielkos$ci prob (n)

Wspodtczynnik ufnosei Wspotczynnik ufnosci
T n
0.95 0.99 0.95 0.99
4 3.18 5.85 14 2.16 3.01
5 2.78 4.60 15 2.15 2.98
6 2.57 4.04 16 2.13 2.95
7 2.45 3.70 17 2.12 2.92
8 2.37 3.50 18 2.11 2.90
9 2.31 3.36 19 2.10 2.89
10 2.26 3.25 20 2.09 2.87
11 2.23 3.17 21 2.09 2.86
12 2.20 3.11 0D 1.96 2.58
13 2.18 3.06

Widoczne jest od razu, ze funkcja ¢ jest podobna do roz-

patrzonej poprzednio funkcji

m— M

Jmn)
Moze nawet by¢ z tej ostatniej wyprowadzona. Istotnie jezeli
wezmiemy populacj¢ ztozong z réznic m’ —m”, to $rednia aryt-
metyczna takiej populacji bedzie rowna zeru, gdyz dla kazdej
roznicy m'—m” mozna dobraé¢ roznice m”’—m' rdéwng, ale
ze znakiem odwrotnym. Mozna wi¢c zalozy¢é we wzorze funkcji ¢

Zadania i metody statystyki I



M=0. Wystarczy teraz zamiast S$rednich m wprowadzi¢
roznice S$rednich m’—mn?! by z rownania funkcji t otrzymac
rownanie dla funkcji 7’

Wartos¢ absolutna |t} jest na ogét tym mniejsza, im mniej-
sza jest warto$¢, absolutna im' —rn’’| Zalezy ona jednak tak-
ze od wielkosci btedu e (m’—m”). Jezeli przeto bedziemy po-
rownywali rézne pary prob, moze si¢ zdarzy¢, ze jedna para
prob bedzie miata wigksze jI'i a mniejsze jm!—m” niz druga
para. Pod tym wzgledem wystgpuja tu podobne zdarzenia jak
dla funkcji t, gdzie dla wigkszych !ff trafiaja si¢ mniejsze roz-
nice [m — M\. Mozna powiedzie¢, ze dwie proby sa tym bar-
dziej ,,zgodne”, im mniejsze jest dla nich 'tj, a to w tym da-
nym sensie, w jakim nazywali$my ,lepszymi” proby o mniej-
szym [t|.

Przy powyzszych zatozeniach mozna dowies¢, ze czgstosci
wzgledne warto$ci t* wyrazajg si¢ ta samg funkcja Studenta,
7 jaka mieliS§my do czynienia poprzednio. Bedziemy tedy mieli
funkcje:

s®)=cA T

w ktorej n— ne + mi2— 1. Bedziemy takze mieli funkcje:

N M J-

soy=c /7 Ty }ar
— 00

ktora bedzie dawala czgstosci wzgledne dla wartosci t mniej-

szych od danej.

Jezeli teraz mamy jaka$ par¢ prob o wartosci t, ktorej
absolutna wielko$¢ rowna si¢ a, to czesto$¢ wzgledna par prob
bardziej od niej ,,zgodnych” wyrazi si¢ rOwnaniem P; [t¥| < a| —
= 2S(ot)— 1, takim samym jakie mieliSmy dla czestosci prob
,lepszych” niz ta préba, dla ktorej [t] =a.

Po tych wstgpnych wywodach powr6¢émy do naszego za-
gadnienia. Mamy par¢ prob. Jezeli one pochodzg z tej samej
populacji, to nie powinno by¢ zbyt duzo par prob zgodniejszych
od nich, bo takie proby odznaczajg si¢ wicksza zgodnoscia niz



proby wzigte z roznych populacyj. Mozna wobec tego wybraé
pewna granice, ktorej czesto$¢ prob zgodniejszych niz dane nie
powinna przekracza¢. Mozna ja nazwaé tak samo wspotczynni-
kiem ufnosci, jak poprzednio przy rozpatrywaniu odchylen
srednich dla prob od $redniej dla populacji. Jezeli ta granica
nie jest przekroczona, mozna bedzie uznaé, ze proby pochodza
z tej samej populacji. Jezeli za$ czesto$¢ prob zgodniejszych
niz dane wypadnie wicksza od wspotczynnika ufnosci, to trzeba
bedzie uznaé, ze proby pochodza z réznych populacji. Trzeba
zatem dla danej pary prob obliczy¢ wartos¢ t 1 wedtug tabeli
funkcji S(#) obliczy¢ prawdopodobienstwo bardziej zgodnych
préb wedlug przytoczonego poprzednio réwnania P||tj<a}~
— 2S (a) — 1. Badanie sprowadza si¢ ostatecznie do sprawdzenia
czy prawdopodobienstwo statystyczne P \¢t| <aj jest mniejsze,
czy wieksze od wspotczynnika ufnosci, ktory wybiera si¢ zwykle
w wymiarze 0.95 albo 0.99, tak samo jak poprzednio.
Zastosujmy powyzsze prawidlo do konkretnych przykla-

dow. I tak we wspomnianych powyzej kulturach na torfowisku
Czemernem oprdécz pelnego potasowo-azotowo-fosforowego na-
wozenia [KNP| stosowano takze nawozenie potasowo-azotowe
bez fosforu |[K1V| i azotowo-fosforowe bez potasu fIVP|. Wszyst-
kie doswiadczenia byly 4-poletkowe. Nawozenie iKZV| dato
plony siana 47.8, 47.6, 46.0, 47.2 kg, nawozenie |NP| 29.9,
19.0, 222, 24.7. Pierwsze dato S$rednig 47.15, =+ 0.40, drugie
2395+ 2.30. Zestawiajagc te dane z plonami otrzymanymi na
pelnym nawozeniu, otrzymamy roznice:

[KNPj — [KN| — 5.20 +2.81

[KNPi — |[NP| = 28.40 = 3.61
Stad dla pary prob [KIVP] — [KJI7] otrzymamy ¢ = 1.85, dla
pary za§ |KZVP|— [NPj # — 7.87. Poniewaz zakres prob obej-
mowat 4 warianty, mamy n = 7. Stad wedtug tabeli funkcji S(f)
znajdziemy dla rozpatrywanych par prob prawdopodobienstwa
statystyczne

P{ \/1< 1.85} =0.886
P {11]<7.87| =1.000



Wnosimy stad, ze proby pierwszej pary mozna uwazaé za
pochodzace z tej samej populacji, proby zas drugiej za pocho-
dzace z réznych populacyj. W ten sposéb rdéznica w plonach
wynikajaca z niezastosowania nawozow fosforowych okazata
sie¢ przypadkowsa, natomiast réznica powodowana przez brak
potasu byla istotna.

Omawiana metoda porownywania $rednich dla prob moze
by¢ stosowana takze do duzych prob. Zastosujmy ja do liczb
kwiatow w koszykach blawatka z Zimnej Wody i Dublan (tab.
5(1) oraz 5,1 i 30,1). Tu wedlug obliczen ust. 30 dla catosci obu
materialbw wypada m'—m”=3.71 1 0.51. Stad [t’|=7.27.
Wypada P prawie réwne jednosci. Te materialy mozemy uznac
za pochodzace z réznych populacyj nawet przy najwigkszym
wspotczynniku ufnosci. Natomiast dla koszykow z osmioma
plonnymi kwiatami obwodowymi otrzymalismy m’—m”=
——049dz0.62 a zatem |[t]=0.79 i P =0.785. Mozna wigc
przyja¢, zarbwno przy wspotczynniku ufnosci 0.95, jak i 0.99, ze
»osemkowe” koszyki pochodza z tej samej populacji.

Podobna do powyzszej metoda oceny wiarogodnosci $red-
niej arytmetycznej zostala przez Studenta i Fishera
zastosowana do S$redniego odchylenia. Role funkcji ¢ od-
grywa tu inna funkcja. Nie bedziemy rozpatrywali tego za-
gadnienia, gdyz znaczenie jego jest niewielkie. Odnosne infor-
macje znajdzie czytelnik w podrgcznikach Fistierai Ro-
manowskiego.

32. Krancowe warianty. Trzeba omowi¢ jeszcze ostatnig
kwesti¢ dotyczaca wiarogodno$ci charakterystyk. Wartos$ci nie-
ktorych z nich zalezg w silnym stopniu od krancowych warian-
téw, mianowicie warto§ci momentdéw wyzszych rzedow. Pocho-
dzi to stad, ze czestosci krancowych wariantow przy obliczaniu
takich momentow sg mnozone przez wysokie potggi odchylen
Stad juz zmiana tych czestosci o jedynke wystarcza, by w wy-
niku wystapila powazna rdznica, a takie zmiany skutkiem przy-
padkowos$ci w doborze wariantow s3 na porzadku dziennym.



Szczegodlnie duze roznice w wartosciach momentow wystepuja
wtedy, kiedy material jest nieliczny. Jako przyktad tego ro-
dzaju zjawisk mozna przytoczy¢ odosobniony pojedynczy wa-
riant o wartosci 62 w materiale btawatka. Jezeli go odrzucimy,
to przy trzecim sposobie grupowania otrzymamy: m'= 11.547
zamiast 11.576, —3.630 zamiast 3.958, m'3= + 3.519 zamiast
+ 5424 i m'4=45.42 zamiast 64.35.

Dla zaradzenia zli, powodowanemu przez niepewnosci
w liczbie krancowych wariantéw, trzeba je odrzuca¢, ale na-
lezy postgpowac ostroznie, kierujac si¢ pewnym prawidiem.
Chodzi tu o pojedyncze warianty wysokiej wzglednie niskiej
wartosci, takie jak przytoczony powyzej wariant 62 w ma-
teriale btawatka. Prawdopodobienstwo wystepowania takich
wariantOw jest male. Przeto wystgpig one tylko w czegsci prob
wybranych z danej populacji. Jezeli jednak skutkiem przypad-
kowego zbiegu okoliczno$ci wystapia w rozpatrywanej probie,
mozna je odrzucié, jezeli ich $rednia czgstos¢ w probach danej
wielkos$ci jest mniejsza niz Vy, gdyz wtedy w wiekszosci prob
one nie ukaza si¢ wcale. Jest to prawidto zaproponowane przez
Chauvene ta. Trzeba je stosowa¢ osobno dla krancowych
plus wariantOw i minus wariantow.

Dla zastosowania prawidla Chauvene ta trzeba znac
ogo6lny rozklad czegstosci w rozpatrywanym materiale. Dokladna
znajomos$¢ tego rozkladu jest oczywiscie niemozliwoscia. Ale
wystarczy znajomo$¢ ogolnikowa. W szczegdlnosci tatwo jest
stosowa¢ prawidlo Chauveneta do szeregdw rozdzielczych
o formie zblizonej do normalnej. Wtedy za pomocg catki
Laplace’a mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo wystepowa-
nia skrajnych wariantbw, a mnozac to prawdopodobienstwo
przez liczb¢ wariantOw w rozpatrywanej probie, mozna zna-
lez¢ $rednig czestos¢ takich wariantdbw w probach danej wiel-
kosci. Oznaczajac przez p wspomniane prawdopodobienstwo,
przez n liczb¢ wariantow w probie, otrzymujemy rdéwnanie

np=V2, z ktérego wyplywa p= Wedlug tej wartosci p

z tabeli calki Laplace’a znajdujemy warto$¢ znyennej



ktoérej dane p odpowiada. Jak to juz nam jest wiadomo z ust. 25.
zmienna £ jest zwigzana ze zmienng ewentualng réwnaniem

i= NI z ktorej wyplywa 1!=<3z£+1. Jezeli obliczona

w ten sposob warto$¢ @ wynosi a, to trzeba odrzuci¢ minus
warianty o wartosci <a i plus warianty o warto$ci wigkszej
niz a +m.

Dla przeprowadzenia takich obliczen potrzebne sg wartosci
catki Laplace’a dla wysokich warto$ci zmiennej £ z 5 zna-
kami dziesigtnymi. Tabela B do ‘tego nie zawsze wystarcza
i dlatego podaje dodatkowa tabele 32,1.

Zastosujmy powyzsze wywody do materialu blawatka
zgrupowanego trzecim sposobem. Poniewaz liczba wariantow
jest tu 300, wypada p = Veoo = 0.00167. Z tabeli 32,1 wynika,
ze £=2.93, a poniewaz m ~ 11.576 i a = 1.968, otrzymujemy

= 5.766. Trzeba zatem odrzuci¢ minus warianty o wartosci x
mniejszej niz 5.766 i plus warianty o warto$ci x wigkszej niz
17.342. Wypadnie wigc zachowa¢ wszystkie minus warianty
i odrzuci¢ krancowy plus wariant 62 z klasy x =20 ¥3, o kto-
rym byla mowa poprzednio.

Tabela 32,1

Wartos¢ calki Laplace’a w stutysigcznych
£ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-2.9 187 181 175 169 164 159 154 149 144 139
-3.0 135 131 126 122 118 114 111 107 103 100
3.1 97 94 90 & 84 8 19 T6 74 71
-32 69 66 64 62 60 58 56 54 52 50
-33 48 47 45 43 42 40 39 38 36 35

—34 34 32 31 30 29 28 27 26 25 24
-3.5 23 22 2 21 20 19 19 18 17 17
36 16 15 15 14 14 13 13 12 12 11
3.7 1 10 10 10 9 9 8 8 8 8
-3.8 7 7 7 6 6 6 6 5 5 5
-3.9 5 5 4 4 4 4 4 4 3 3



Tabela 32,2

Czestosci (W tysigcznych) temperatur minimalnych powietrza

Krakow
Temperatury

1 2 3
(-4.9)-(-0.1) 20 5 —
0.0—49 175 130 41
50—9.9 670 605 350
10.0—14.9 135 255 554
150—199 — 5 55
Srednie
e 1 86 107

w trzech dekadach maja

Tarnopol
1 2 3
10 10 —
265 115 68
425 425 336
285 390 564
15 60 32
74 92 103

Wilno

1 2 3
66 43 16
359 325 97
407 380 378
156 252 449
12 60
59 6.6 9.7

Na tym jeszcze nie koniec. Bywaja przypadki, w ktorych
nie ma mowy o odrzucaniu skrajnych wariantow, kiedy prze-
ciwnie — majg te warianty najwicksze znaczenie. Tak jest
na przyktad z minimalnymi temperaturami powietrza w wio-
sennych miesigcach, kiedy czestosci krancowych najnizszych
temperatur schodzacych ponizej zera okreslajg czestos¢ zgub-
nych dla roslinnosci wiosennych przymrozkow. Ilustracjg moze
by¢ tabela 32,2 obliczona dla Krakowa. Tarnopola i Wilna na
podstawie 20-letnich obserwacyj.



ROZDZIAL VL

WYROWNANIE SZEREGOW ROZDZIELCZYCH.

33. Ogolne zasady. WidzieliSmy na przykladzie btawatka
w ust. 5 , ze ciagi czgstosci w szeregach rozdzielczych wyka-
zuja zazwyczaj przeskoki, powodowane przez przypadkowosc¢
prob. Dla wyréwnania tych przeskokow laczy si¢ wartosci
zmiennej ewentualnej w klasy, ktorych szeroko$¢ wybiera si¢
o tyle duza, azeby czesto$¢ zmieniata si¢ stopniowo. Pociagga to
te niedogodno$¢, ze zatracaja si¢ czesto$ci dla poszczegodlnych
wartosci zmiennej ewentualnej. Tymczasem s3 one nieraz po-
trzebne dla réznych celow, zwlaszcza praktycznych, np.
w ubezpieczeniach. Sa m. inn. potrzebne dla wyznaczenia war-
tosci modalnej. Dla zaradzenia ztemu trzeba przedstawié sze-
regi w formie funkcyj, ktére dadza mozno$¢ obliczenia cze-
stosci dla kazdej warto$ci zmiennej ewentualnej, np. w przy-
padku btawatka czestosci poszczegdlnych liczb kwiatow w ko-
szykach.

Poza tym tego rodzaju funkcje charakteryzuja zmiennosé
materialow statystycznych i moga zastapi¢ omdéwione w roz-
dziatach 11 i III charakterystyki.

Jakie funkcje moga by¢ uzyte do zobrazowania szeregoéw
rozdzielczych? Pierwszy warunek po temu jest, zeby nie przy-
bieraly wartosci ujemnych, bo czgsto$ci sg zawsze dodatnie.
Poza tym w zasadzie kazda funkcja moze by¢ uzyta. Trzeba
jeszcze dobra¢ taka, ktoraby dostatecznie doktadnie przedsta-
wiata szereg rozdzielczy. Nie chodzi przy tym bynajmniej o to,
by dokladno$¢ byla zupelna, co jest tatwo osiagna¢ za pomoca
funkcji Lagrange’a. Trzeba bowiem mie¢ na uwadze, ze
ma si¢ zwykle do czynienia z przypadkowymi prébami i przeto
stojace do dyspozycji wartosci czestosci nie sa dokladne. Na-
lezy zatem wybra¢ takie funkcje, ktoreby wyréwnywaly przy-
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padkowe odchylenia czestosci w probie do odnosnych czgstosci
w populacji. Stad wynika, ze przy wyborze funkcyj trzeba kie-
rowa¢ si¢ nauka o prawdopodobienstwie.

Najglebsze badania nad omawianym zagadnieniem prze-
prowadzil Charlierl), opierajac si¢ na zasadach wylozo-
nych w wiekopomnym dziele Laplace’a ,,Théorie analitique
des probabilités”. W tych badaniach traktowal Charlier
specjalnie kwestie bledow obserwacyjnych, ale jego sposob ro-
zumowania moze by¢ zastosowany takze do innych podobnych
faktow. Mozna mianowicie rozumowa¢ w sposob nastgpujacy.
Mamy takg czy inng zmienng — mogg to by¢ wyniki pomiardw,
liczby kwiatow itp. Wartosci tej zmiennej zalezng z jednej
strony od przyczyn dzialajacych stale, z drugiej za$ strony od
przyczyn wystepujacych od czasu do czasu. Mamy tu te same
dwa rodzaje przyczyn, z ktorymi zaznajomiliSmy si¢ w nauce
o prawdopodobienstwie i1 ktore byly nazwane okreslonymi
i nieokreslonymi. Te ostatnie mogg by¢ takze nazwane przy-
padkowymi. Gdyby przyczyn przypadkowych nie byto,
zmienna miataby stala niezmierni g warto$§¢. Dziatania tych
przyczyn powoduja odchylenia od wspomnianej stalej war-
tosci. Nie znajac blizej przyczyn przypadkowych, mozna wiel-
ko$¢ 1 czgstos¢ odchylen przedstawi¢ za pomoca pewnych funk-
cyj, jezeli si¢ zalozy, ze przyczyny przypadkowe sa liczne i ze
dziatanie kazdej z nich z osobna jest stabe. Przy takich zalo-
zeniach Charlier dowiodl, ze zmienno$s¢ powodowana przez
przyczyny przypadkowe da si¢ zobrazowaé¢ za pomoca dwoch
rodzajéw funkcyj, nazwanych przez niego ,typem A” i ,ty-
pem B”.

Pierwszy z tych typow wyprowadza si¢ z funkcji
de MoiVrea i charakteryzuje szeregi dwuboczne niezbyt
odbiegajace od formy normalnej. Sama funkcja de Moivrea
stanowi poszczegolny przypadek tego typu. Typ B wyprowa-
dza si¢ z szeregu Pois sona i stosuje si¢ do szeregow jedno-

h ,,Ueber das Fehlergesetz* (Meddelanden fran Lunds Astrono-

miska Observatorium N. 25) oraz ,Die zweite Form des Fehlerge-
setzes“ (ta sama seria praw N. 26).



bocznych oraz do dwubocznych silnie odbiegajacych od formy
normalnej. Naturalnie sam szereg Poissona nalezy do tego
typu. Typ B stopniowo przechodzi w typ 4 przy zwigckszeniu
charakterystycznej dla niego stalej X

Wszystkie te funkcje wywodza si¢, jak to bylo wyjasnione

w ust. 25 i 26, z szeregu dwumianowego. W pewnych przy-
padkach sam ten szereg moze stuzy¢ do wyréwnywania sze-
regow rozdzielczych.
;W praktycznym zastosowaniu po wyborze rodzaju funkcji
trzeba wybra¢ okre§long jej formeg. Do tego stluzy oczywiste
prawidlo, ze $rednia arytmetyczna oraz momenty funkcji
stuzacej do wyrdwnywania szeregu rozdziel-
czego powinny by¢ roéwne odnosnym charak-
terystykom szeregu.

Dodatkowo nalezy zaznaczy¢, ze liczni statystycy propono-
wali wiele réznych funkcji do wyrdOwnywania szeregébw roz-
dzielczych. Najdokladniej t¢ kwesti¢ rozwazal Pearson. Za-
proponowat on uzycie oprocz szeregu dwumianowego i funkcji
de MoiVrea jeszcze siedmiu innych funkcji. Obszerny wy-
ktad tych funkcyj -znajdzie czytelnik w ksigzce W. Palin
Eldertona ,Frequency curves and correlation” (3 wyd.
Cambridge 1838).

34. Szereg dwumianowy. Rozpoczniemy od szeregu dwumia-
nowego, z ktorego wywodza si¢, jak widzielismy, inne funkcje
charakteryzujace zmienno$¢ szeregéw rozdzielczych. Pomimo
swojego podstawowego charakteru moze on by¢ stosowany tyl-
ko w bardzo ograniczonym zakresie. Przyczyna tego jest mala
rozmaito$¢ jego form. Jak to bylo wyjasnione w ust. 24, formy
te sg okreslone przez dwie tylko wielko$ci nip. Tymczasem
dla charakterystyki materiatow statystycznych trzeba uzy¢ co
najmniej czterech: a mianowicie $redniej arytmetycznej oraz
momentéw drugiego, trzeciego i czwartego stopnia. Srednie
arytmetyczne mozna wyrowna¢ przez odpowiednig zamiang
zmiennej ewentualnej, mamy wigc do obliczenia dwoch charak-
terystycznych statych szeregu dwumianowego trzy roéwnania.



Oczywiscie wielkosci otrzymane z dwdch rownan nie musza
czyni¢ zado$¢ trzeciemu. Jezeli naprzyklad szereg dwumianowy
bedzie mial wlasciwe momenty drugiego i trzeciego stopnia,
to na ogot wykaze inng warto$¢ dla momentu czwartego stop-
nia niz rozpatrywany szereg rozdzielczy.

Wiasciwe swoje zastosowanie znajduje szereg dwumianowy
w zagadnieniach dotyczacych powtarzania si¢ zdarzen, z ktorych
to zagadnien zostal wyprowadzony. Rozpatrzymy w tym wzgle-
dzie dwa przyklady zaczerpnigte z ksigzki Fishera.

Pierwszy przyktad dotyczy gry w kosci. Rzucano naraz
12 kosci i notowano, na ilu kosciach ukazywaty si¢ liczby 5 i 6.
Rzutéw dokonano 26 306. Segregujac te rzuty wedlug liczby
kosci z numerami 5 albo 6, otrzymano interesujacy szereg roz-
dzielczy przedstawiony w tabeli 34,1 wraz z ré6znymi liczbami,
odnoszacymi si¢ do danego zagadnienia.

Tabela 34,1
Rzuty dwunastoma ko$¢mi

Rzuty Liczby takich rzutow Liczby

Py ; Roznice
0 rdznych . rzutow wzeledem
A oo SRS ramiee gotne R
i prawidlo- ; -
meTms v PRl v Vameh
0 185 203 -18 187 -2
1 1149 1216 -67 1146 -3
2 3265 3345 -80 3215 + 50
3 5475 5576 -101 5465 +10
4 6114 6273 -159 6269 -155
5 5194 5018 + 176 5115 + 76
6 3067 2927 + 140 3043 +24
7 1331 1255 + 76 1330 —+1
8 403 392 + 11 424 21
9 105 87 + 18 96 +9
10 14 13 +1 15 -1
11 4 1 +3 1 +3
12 0 0 0 0 0
Ogétem 26306 26306 -425 26306 -179

+425 + 179



W trzeciej kolumnie tej tabeli sa podane liczby rzutow
obliczone teoretycznie za pomoca szeregu dwumianowego. Cho-
dzi tu mianowicie o powtarzanie si¢ pewnego zdarzenia — wy-
stapienia numeru 5 albo 6 — w dwunastkowych zbiorach przy-
padkéw. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest rowne

I
ﬁ > g- Wyniki do$wiadczenia powinny zatem uktadac si¢ we-

dhug szeregu dwumianowego (%“1’-1'3"}/2' Widzimy, ze zgodnos¢

teorii z faktami jest dosy¢ dobra. Rzuca si¢ jednak w oczy, ze
odchylenia liczb teoretycznych od obserwowanych sa z poczatku
stale dodatnie, potem za$ stale ujemne. Jezeli te odchylenia
maja by¢ rzecza przypadku, to ujemne ich warto$ci powinny
by¢ rozrzucone w$réd dodatnich. To nasuwa przypuszczenie,
ze prawdopodobienstwo rozpatrywanego zdarzenia nie bylo
doktadnie V3. Przyczyna mogto by¢ wykrzywienie kosci, co przy
tak wielkiej liczbie rzutow nie byloby niespodziankg. Istotnie
obrachowujac liczbe wszystkich przypadkéw wystgpienia nu-
meru 5 albo 6 otrzymujemy wartos¢ 106 602 na ogdlng liczbg
przypadkéw wynoszaca 315 672. Daje to prawdopodobienstwo
nieco wigksze od Y3 a mianowicie 0.3376986. Obliczajac ilosci
rzutéw przy takim prawdopodobienstwie, otrzymujemy liczby
kolumny pigtej. Odchylaja si¢ one od liczb obserwowanych
w mniejszym stopniu niz ilosci rzutow obliczone dla prawidto-
wych kosci, zestawione w kolumnie trzeciej. Co wigcej, ujemne
odchylenia sg teraz pomieszane z dodatnimi. Mozna przypuscic,
ze pochodza one z przypadku.

Rozpatrzone doswiadczenie Fishera ma niemale zna-
czenie dla zagadnienia prawa wielkich liczb (ust. 21). Widzimy
tu dosy¢ znaczne odchylenie obserwowanych czestosci od praw-
dopodobienstwa pomimo ogromnej liczby przypadkéw — z gora
300 tysiecy! Spotkalismy si¢ nadto z trudnoscia, z jaka jest
zwigzane otrzymanie licznych materiatow statystycznych,
z trudno$cia polegajacg na Scistym zachowaniu tych samych
warunkow w ciggu catego do$wiadczenia.



W doswiadczeniu Fishera rozpatrywaliSmy po raz
pierwszy stopien zgodno$ci migdzy szeregiem rozdzielczym
a funkcjg uzyta do wyréwnania. Scislej méwiac sa tu dwa
odrebne zagadnienia: jedno dotyczy stopnia zgodno$ci miedzy
teoria a doswiadczeniem, drugie za$§ kwestii, czy odchylenia
liczb doswiadczenia od liczb teoretycznych pochodzg z przy-
padku, czy tez z nieodpowiedniego doboru funkcji.

Pierwsze zagadnienie najpros$ciej moze by¢ rozwigzane
przez obliczenie stosunku sumy absolutnych warto$ci odchylen
od sumy wartosci funkcji wzglednie liczebnosci szeregu. Ten
stosunek w rozpatrzonym przyktadzie przy zatozeniu prawidto-
wych kosci wynosi 3.6%, przy zalozeniu za§ wykrzywionych
1.4% a wiec z gorg dwa razy mniej. Zgodno$¢ jest tym lepsza,
im podany powyzej stosunek jest mniejszy.

Drugie zagadnienie jest bardziej zawile. Pearson za-
proponowal jego rozwigzanie przez uzycie innego sposobu
okreslenia zgodno$ci migdzy szeregiem a funkcja, mianowicie
przez uzycie funkcji 7/, ktérej wartosci oblicza si¢ w sposob
nastepujacy. Od czgstosci kazdej wartosci wariantow (fi) obej-
muje si¢ odnosna warto$¢ funkcji (/1) réznice podnosi si¢ do
kwadratu i dzieli si¢ przez warto$¢ funkcji. Otrzymane w ten
sposob liczby dodaje si¢ 1 dzieli przez warto$¢ funkcji. Jest to
warto$¢ funkcji Z2 dla danego szeregu obliczana wedlug row-

nania:
n22 —_ y h

w ktorym [ jest liczbg wartoSci wariantéw, nie liczba wa-
riantow!

Im wigksza jest zgodno$¢ migdzy szeregiem a funkcja,
tym mniejsze jest Z2. Nastgpnie, majac wartos¢ tej ostatniej
funkcji dla danej proby, oblicza sig, jaka cze$¢ wszystkich
mozliwych prob wzigtych z rozpatrywanej populacji da war-
todci rowne 1 wigcksze. Im wicksza cze¢$¢ wypadnie, tym jest
prob mniej zgodnych z funkcjg niz proba dana. Jezeli takich
prob mniej zgodnych bedzie dostatecznie duzo, bedzie mozna



uzna¢, ze funkcja zostala dobrana udatnie, w przeciwnym ra-
zie trzeba bedzie wybra¢ inng funkcje. Mamy tu rozumowanie
podobne do tego, z jakim spotkaliSmy si¢ przy rozpatrywaniu
wiarogodnosci charakterystyk dla matych prob (ust. 31). Prze-
prowadzenie tego rozumowania jest bardzo zawite i dlatego
nie bed¢ go podawal, odsylajac czytelnika do podrecznikow
Fish era, Romanowskiego i Andersona.

Zgodno$¢ miedzy szeregami a funkcjami bedziemy nadal
okreslali prostym sposobem podanym na poczatku. Do tego
jeszcze dodam, ze pewng charakterystyke zgodno$ci daje takze
maksymalna warto$¢ odchylen a zwlaszcza rozktad znakow
+ 1 — w ciagu odchylen: pomieszanie znakéw $wiadczy o wig-
kszej zgodno$ci szeregu z funkcja niz rozdzial ich. 1 jeszcze
jedno: wazna jest rzecza, zeby ciagi czgstosci obserwowanych
i obliczonych ,,chwytaly si¢ koncami”, to znaczy, zeby duza
zgodnos$¢ byta dla najmniejszych i najwigkszych czgstosci. Dla
posrednich czgstosci mozna natomiast dopusci¢ wicksze rdznice.

Jako drugi przykltad wyréwnywania szeregow rozdziel-
czych za pomocg szeregu dwumianowego, rozpatrzymy dane
Geisslera co do ilosci chlopcow w niemieckich rodzinach
majacych o$mioro potomstwa. Material obejmowal 53680 ro-
dzin (tab. 34,2).

Tabela 34,2

Tosci Liczby rodzin Liczby te )
chiopcow z takimu ilosciami obliczone Roéznice
chlopcow teoretycznie
0 215 165 + 50
| /1485 1402 + 83
2 5331 5203 + 128
3 10649 11035 . -386
4 14959 14628 + 331
5 11929 12410 -481
6 6678 6580 + 98
T 2092 1994 +98
8 342 264 + 78

. 53680 53681 -867
Ogotem 1366



W tym zagadnieniu mamy ogoétem 221019 chlopcéw na
429440 dzieci. Zatem prawdopodobienstwo urodzenia chlopca
wypada 0.51467, nieco wigksze niz urodzenia dziewczyny.
Wedhug tej wartosci prawdopodobienstwa zostaly obliczone
liczby trzeciej kolumny za pomoca wzoru

5368 (0.48533 + 0.51467)8

Zostato to uskutecznione w przypuszczeniu, ze ple¢ jednego
dziecka jest niezalezna od plci drugiego. Odchylenia liczb ob-
serwowanych od obliczonych s3 na ogdét tego samego rzegdu
wielkosci co w poprzednim przykladzie. Ujemne wartosci sg
pomieszane z dodatnimi. Wskazywaloby to na przypadkowos¢
odchylen, gdyby nie dziwne ujemne odchylenia o 3 i 5 chlop-
cach. Sg to najwigksze odchylenia i jedyne ujemne! Kryje sig
tu dzialanie jakiej$ okre$lonej przyczyny, zwlaszcza, ze te
ujemne odchylenia dotycza warto$ci zmiennej ewentualnej nie
byle jakich, lecz okreslonych — mianowicie potozonych syme-
trycznie wzgledem wartosci modalnej. Pochodzi to by¢ moze
z tej przyczyny, ze powody w tej samej rodzinie nie s3 odnos-
nie do plci zdarzeniami niezaleznymi od siebie. Stopien zgod-
nos$ci wynosi 3.2%.

35. Wyréwnywanie szeregéw rozdzielczych za pomoca nor-
malnej funkcji prawdopodobienstwa. Spotyka si¢ czasem szeregi
rozdzielcze, dla ktérych wskaznik skosnosci drugiego rodzaju
(Y1) oraz eksces (y2) sa mate. Takie szeregi mozna wyrownywac
za pomoca normalnej funkcji prawdopodobienstwa (ust. 295).

Klasycznym przykladem sg tu materialy statystyczne do-
tyczace wzrostu ludzi, np. material szwedzki przytoczony
w ust. 6 (tab. 6.1).>Warto$ci wzrostu sg w nim zgrupowane
w przedzialach centymetrowych. Trzeba je traktowac tak, jak
gdyby pomiary byly wykonane w milimetrach. Do wyréwny-
wania szereg jest za dlugi. Skréocimy go, taczac klasy po dwie
(tab. 35,1). Na tej podstawie otrzymamy charakterystyki:
m'=86.115, 0=2.9692. yi=+0.1185+ 0.0113, y2=-—0.0425 +
=+ 0.0226.



Tabela 35,1
Wzrost Szwedow

Zakresy klas

w Numery klas Czgstoscei
oc oc’' v
1510- 75.975 15
1530— 76.975 19
1550— 77.975 112
1570— 78.975 289
1590— 79.975 742
1610— 80.975 1458
1630— 81.975 2471
1650— 82.975 3818
1670— 83.975 5017
1690— 84.975 5896
1710— 85.975 6199
1730— 86 975 5881
1750— 87.975 5064
1770— 88.975 4 3887
1790— 89.975 2685
1810— 90.975 1645
1830— 91.975 920
1850— 92.975 476
1870— 93.975 223
1890— 94.975 89
1910— 95.975 45
1930— 96.975 22
1£50— 97.975 7
1970— 98.975 1

Ogotem 46981

Metoda pordéwnywania szeregu rozdzielczego z normalng
funkcjg prawdopodobienstwa byla juz objasniona w ust. 25
dla szeregu dwumianowego. WidzieliS§my, ze sa dwie jej od-
miany: jedna za pomocg calki Laplacea przez porowny-
wanie pol, druga za pomocg funkcji de Moivre’a przez po-
rownywanie rz¢dnych. W jednej i drugiej trzeba wprowadzié¢



do szeregu normalng forme¢ dla zmiennej ewentualnej wedlug
réwnania

Przeprowadzmy z poczatku wyréwnanie szeregu za po-
mocg calki L.aplace’a. Trzeba bedzie w tym celu wyznaczy¢
granice klas i po nadaniu formy normalnej dla zmiennej ewen-
tualnej wybra¢ z tabeli B wartos$ci calki dla wartos$ci granic.
Kolejne odejmowanie warto$ci dla catki da nam czestosci
wzgledne dla poszczegélnych klas. Mnozac je przez liczebnosé
szeregu otrzymamy teoretyczne czgstosci bezwzgledne. Tok
obliczen jest zestawiony w tabeli 35,2, wyniki w tabeli 35,3.
Z tej ostatniej wynika zgodnos$¢ czgstosci obserwowanych z te-
oretycznymi w wymiarze 3,2%. Granice klas w tabeli 35.2
sa oznaczone literg x.

Tabela 35,2

L.
Poréwnanie wzrostu Szwedoéw z catka Laplace’a (Q)

, Czestosci
e’ X X —m £ X—.m 0 wzgledne
9 obliczone
75.975 75475 —10.640 —3.58 0.0001
0.0005
76.975 76.475 —9.640 —3.25 0.0006
0.0012
77.975 77.475 —8.640 —2.91 0.0018
0.0033
78.475 —7.640 —2.57 0.0051
78.975 0.0075
79.475 —6.640 —224 0.0126
79.975 0.0161
80.475 —5.640 —1.90 0.0287
80.975 0.0307
81.475 —4.640 —1.56 0.0594

Zadania i metody statystyki 12



Tabela 35,2 (dokonczenie)

Poréwnanie wzrostu Szweddéw z catkg Laplacea (Q)

Czestosci

va A A —m' E:‘X__r_n U wzgledne

a obliczone
81.475 —4.640 —1.56 0.0504

81.975 0.0499
82.475 —3.640 —1.23 0.1093

82.975 0.0774
83.475 —2.640 —0.89 0.1867

83.975 0.1045
84.475 . —1.640 —0.55 0.2912

84.975 0.1217
85.475 —0.640 —0.22 0.4129

85.975 0.1349
86.475 4-0.360 +0.12 0.5478

86.975 0.1294
87.475 4-1.360 +0 46 0.6772

87.975 0.1080
88.475 +2.360 +0.79 0.7852

88.975 0.0856
89.475 +3.360 +1.13 0.8708

89.975 0.0584
90.475 +4.360 41.47 0.9292

90.975 0.0357
91.475 +5.360 +1.81 0.9649

91.975 0.0189
92.475 +6.360 +2.14 0.9838

92.975 0.0096
93.475 +7.360 +2.48 0.9934

93.975 0.0042
94.475 +8.360 +2.82 0.9976

94.975 0.0015
95.475 +9.360 +3.15 0.9991

95.975 0.0007
96.475  +10.360 +3.49 0.9998

96.975 0.0001
97.475 11.360 +3.83 0.9999

97.975 0.0001
98.475  +12.260 +4.16 1.0000

98.975 0.0000

99.475  +13.360 +4.50 1.0000



Tabela 35,3
Poréwnanie wzrostu Szwedoéw z catkg Laplacea

Zakresy klas Czestosci o

Réznice

W mm obserwowane obliczone
1510— 15 23 — 8
1530— 19 56 — 37
1550— 12 155 — 43
1570— 289 353 — 63
1590— 742 756 — 14
| GIO- 1458 1452 + 16
10S0— 5471 2345 4-126
1650— 3818 3697 +181
1670— 5017 4916 +107
1690— 5896 5718 4-178
1710— 6199 6338 —139
1730— 5881 6080 —199
1750— 5064 5074 — 10
1770— 3887 4022 —135
1790— 2685 2744 — 59
1810— 1645 1677 — 32
1830— 920 888 + 32
1850— 476 451 + 25
1870— 224 197 —+ 26
1890— 89 70 + 19
1910— 45 33 4-12
1930— 22 ? + 17
1950— 7 2
1990— | 0 + ]
. 46981 46978 —739
Ogotem 7

Przeprowadzmy nastepnie poréwnanie szeregu z nor-
malng funkcjg prawdopodobienstwa za pomocg funkcji de
Moi vre’a. Tak jak to jest pokazane w tabeli 35,4, nadajemy
zmiennej ewentualnej form¢ normalng. Z tabeli 4 wybieramy
odnosne wartosci funkcji de Moivre'a. Bedg to wartosci
zmiennej normalnej 7, ktoéra jest zwigzana z czgstosciami y

roOwnaniem 1,—yo’ Stad wypada y = T a czestosci bezwzgledne
obliczymy z rownania f=n J,, gdzie n jest liczbg wariantéw.

Zgodnos¢, jak to widaé z tabeli 35,5 wypada rowna 2.4%,



a wiec lepsza niz przy stosowaniu catki Laplacea. Zwykle
bywa odwrotnie.

Tabela 35,4
Poréwnanie wzrostu Szwedow z funkcja de Moivrea

x*—m'
X X —m ' 20
a
75.975 —10.140 -3.42 0.0011
76.975 — 9.140 -3.08 0.0035
77.975 — 8.140 -2.74 0.0093
78.975 — 7.140 —2.40 0.0224
79.975 — 6.140 -2.07 0.0468
80.975 — 5.140 -1.73 0.0893
81.975 — 4.140 -1.39 0.1518
82.975 — 3.140 -1.06 0.2375
83.975 — 2.140 -0.72 0.3079
84.975 — 1.140 -0.38 0.3712
85.975 — 0.140 -0.05 0.3984
86.975 -+ 0.860 -0.29 0.3825
87.975 -+ 1.860 _-0.63 0.3271
88.975 -+ 2.860 t-0.96 0.2516
89.975 + 3.860 --1.30 0.1714
90.975 -+ 4.860 —+.64 0.1040
91.975 -+ 5.860 _HI.97 0.0573
92.975 4- 6.860 231 0.0277
93.975 -+ 7.860 -2.65 0.0119
94.975 -+ 8.860 H2.98 0.0047
95.975 -+ 9.860 -3.32 0.0016
96.975 +10.860 - 3.66 0.0005
97.975 +11.860 - 3.99 0.0001
98.975 +12.860 -4.33 0.0000
Dla kontroli obliczen dobrze jest dodawaé czestosci
wzgledne otrzymane z catki Laplacea — suma powinna

wypas¢ bliska jednosci. W naszym przyktadzie otrzymujemy
0.9999. Dla kontroli drugiej odmiany metody trzeba dodaé
wartosci ¢)0 funkcji de Moivre’a. Suma powinna by¢ bliska
warto$ci $redniego odchylenia szeregu. W naszym przyktadzie
ta suma wynosi 2.9796 podczas gdy o'= 2.9692.



Zakresy klas

W mm

1510—
1530—
1550—
1570—
1590—
1610—
1630—
1650—
1670—
1690—
1710—
" 1730—
1750—
1770—

1970—

Ogotem

36. Funkcje typu A. Jezeli charakterystyki

Tabela 35,5
Poréwnanie wzrostu Szweddéw z funkcja de Moivrea

Czestosci
obserwowane obliczone
15 17
19 55
112 147
289 353
742 740
1458 1408
2471 2394
3818 3745
5017 4855
5896 5853
6199 6282
5881 6031
5064 5158
3887 3967
2685 2702
1645 1640
920 903
476 437
223 188
89 74
45 25
22 8
7 2
1 0
46981 46984

Réznice

-561
558

1 yl szeregu

rozdzielczego majg znaczne wartos$ci, normalna funkcja praw-
dopodobienstwa nie nadaje si¢ do wyréwnywania. Jezeli szereg
jest dwuboczny, ale niezbyt silnie odbiega od formy normal-
nej, najlepiej jest uzy¢ funkcyj Charlier’a typu 4. Dla
szeregow dwubocznych silnie odbiegajacych od formy normal-
nej trzeba natomiast uzy¢ funkcyj typu B, tak jak dla szere-
g6éw jednobocznych. Bedzie o tym mowa w nastepnym ustepie.



Funkcje Charliera typu 4 sa to nieskonczone sumy
funkcyj, ktéore przy uzyciu wspoéhrzednych normalnych maja
forme:

A

PE) =r10(£) + H<Ps(t) f c4pd(a)
gdzie 0 (£) jest funkcja de Moivrea a (£) 94(c) ... sa to
pochodne tej ostatniej trzeciego, czwartego itd. rzedow. Wy-
starcza z powyzszej sumy wzigé pierwsze trzy wyrazy. Rachu-
nek nieskonczonosciowy pozwala okresli¢ forme pochodnych,
ktore tu wchodza, mianowicie:

= = t-3£)<Po(i)

P>No> = = (- — 6V +3)

W koncu ksigzki sa podane w tabelach C i D wartosci
tych funkcyj dla warto$ci £ w odstepach 0.01 z czterema zna-
kami dziesigtnymi. Na razie przytaczam dla orientacji zesta-
wione w tabeli 36,1 wartosci ¢33 (£) i ¢ (f) dla wartosci £
w odstepach 0.5. Rycina 9 przedstawia forme¢ omawianych
funkcyj.

(Wedhug Char Her a).



Tabela 36,1

» 3+ PH)
— 0.0000 0.0000
—4.0 +0.0070 +0.0218
—35 +0.0288 +0.0694
—3.0 +0.0708 +0.1330
—25 +0.1424 +0.0800
—2.0 +0.1080 —0.2700
—15 —0.1457 —0.7043
—1.0 —0.4839 —0.4839
—0.5 —0.4841 +0.5501

0.0 0.0000 +1.1968

0.5 4-0.4841 +0.5501

+1.0 +0.4841 —0.4839
4-1.5 +0.1457 —0.7043
+2.0 —0.1080 —0.2700
+2.5 —0.1424 +0.0800
4-3.0 —0.0798 40.1330
+3.5 —0.0283 +0.0694
+4.0 —0.0070 +-0.0218
r 0.0000 0.0000

Rachunek catkowy pozwala obliczy¢ dla funkcyj typu 4
srednig arytmetyczng i momenty drugiego, trzeciego i czwar-
tego stopnia. Otrzymuje si¢:

m—10

m2=1

mj} = — 6C}
mi=24 C4+3

Dla poréwnania szeregu rozdzielczego z funkcja typu A
trzeba wprowadzi¢ do niego wspolrzedne normalne wedtug

rownan E_)_C_%_’_n, 17_3{ wzglednie ;e:?jf__}nl ' {



Wtedy jego S$rednia arytmetyczna stanie si¢ réwna zeru,
moment drugiego stopnia stanie si¢ rowny jednos$ci, moment
trzeciego stopnia przybierze wartos¢ wskaznika skosno$ci
drugiego rodzaju (/J a moment czwartego stopnia — wartosci
ekscesu (y2) powigkszonego o 3. W ten sposob azeby charak-
terystyki funkcji typu 4 byly rowne odno$nym charakterysty-
kom szeregu, wspotczynniki C3 i C4 powinny czyni¢ zados$é
roOwnaniom:
6C3 =Tt
24 C4+3=T +3

Stad dla nich otrzymujemy wzory:
C3=--i-ils Ci=+ ~T2

Wprowadzenie wspotrzednych normalnych jednoczes$nie
przyrownuje $rednig szeregu i jego moment drugiego stopnia
odno$nym charakterystykom funkc;ji.

Poréwnywanie szeregu z funkcja moze by¢ przeprowadzone
obu metodami uzytymi w poprzednim ustepie. Wystarcza
jednak poréwnywanie rzednych. Unika si¢ przez to ztozonych
rachunkéw, ktére nie przynosza nalezytych korzysci.

Zastosujmy wytozong powyze] metode do konkretnych
materialow statystycznych. Zaczniemy od wielokrotnie trakto-
wanego materiatu blawatka, zgrupowanego trzecim sposobem.
WezZmiemy go w formie poprawionej na zasadzie kryterium
Chauveneta bez krancowego plus wariantu. Bedziemy mieli
dla niego charakterystyki: m'= 11.547, a'= 1.9053, Vi=+ 0.5088,
yl—+ 04464 1 otrzymamy cJ=——0.0848,- c4=+ 0.0186.
Obliczmy wartosci  funkcji <0 (£) 1 ¢? (I) dla poszcze-
golnych wyrazow naszego szeregu (tab. 36,2). Widzimy z po-
réwnania czgsto$ci obliczonych, i obserwowanych (tab. 36,3),
Zeuzycie funkcji (p (£) dalo wynik lepszy niz przy funkcji
(po <) Wypada mianowicie stopien zgodnosci w pierwszym
przypadku jest 11.2%, w drugim za$ 14.4%. O lepszej zgodnosci



81/

9X/3
101/~
111/
12+
131
1£/3
151/.
16'/3
171/3
IS

—4.214
—3.214
—27214
—1.214
-0.214
+0.786
+1.786
+2 786
+3.786
+4.786
+5.786
+6.786

—221
—1.69
—1.16
—0.64
—0.11
+0.41
+0.94
+1.46
+1.99
+.251
+3.04
+3.56

0.0347
0.0957
0.2036
0.3251
0.3965
0.3668
0.2565
0.1374
0.0551
0.0171
0.0040
0.0007

1.8932

Tabela 36,2
Liczby kwiatéw w koszykach btawatka

<P3

+0.1445
+0.0233
—0.3907
—0.5389
—0.1303
+0.4259

0.5102
-1 0.1742
—0.1052
—0.1416
—0 0746
—0.0244

]:c

—0.0840
—0.5720
—0.6642
+0.2309
+1.1609
+0,7408
—0.3901
—0.7209
—0.2797
+0.0836
+0.1290
+0.0680

C3n

—0.0127
+0.0020
+0.0331
+.0457
+0.0110
—40.0361
—0.0433
—0.0148
+0.0089
-0.0120
+0.0063
+0.0021

—0.0016
—0.0107
—0.0124
+0.0043
+0.0216
+0.0138
—0.0073
—0.0134
—0.0052
+0.0016
+0.0024
+0.0013

0.0208
0.0807
0.2243
0.3751
0.4291
0.3445
0.2059
0.1092
0.0588
0.0307
0.0127
0.0041

1.8959

o¢ §

¢8l1



Tabela 36,3

Liczby kwiatéw w koszykach blawatka

Zakresy 2 7l n mo

klas ) aT a' r f f
21— 54 33 5 04 — 1.7
24— 15.0 12.7 11 4.0 1.7

27— 32.0 35.2 38 — 6.0 — 2.8
30— 51.0 58.9 61 —10.0 — 2.1
33— 62.2 67.3 63 — 08 - 43

36— 57.5 54.1 49 8.5 + 5.1

39— 40.3 32.3 37 4- 33 — 4.7
42— 20.6 17.1 22 — 14 — 49
45— 8.6 9.2 5 3.6 4 42

48 2.7 4.8 4 — 13 +- 0.8

51— 0.6 2.0 3 — 24 — 1.0
54— 0.1 0.6 l — 09 — 04

Ogoétem 296.0 2975 299 +19.8 —22.8 16.1 —17.6

przy uzyciu funkcji ¢ (£f) $wiadczy takze wymiar poszczego6l-
nych odchylen, ktéory wynosi najwyzej 5.1, podczas gdy przy
funkcji @0 (£) dochodzi do 10.0. Zgodno$¢ jest zreszta mierna,
co jest skutkiem matlej liczebnosci proby. Wedlug Charliera
wogoble nie warto przeprowadza¢ wyréOwnywania szeregow
przy mniej niz tysigcu wariantbw w probie, a tu bylo za-
ledwie 299.

Na przyktadzie blawatka sprobujmy za pomoca wyrdowna-
nia szeregu okresli¢ warto§¢ modalng. Miesci si¢ ona gdzie$
w $rodku szeregu. Trzeba wobec tego obliczy¢ wartosci funkcji
@ (£) dla poszczegdlnych najczestszych wartosci zmiennej ewen-
tualnej. W tabeli 36,4 jest przedstawiony tok obliczen. Wypada
z nich, Ze najczestsza jest wartos¢ @ = 34, a wige liczba z sze-
regu Fibonacciego. Nie jest to wynik pewny z uwagi
na malg liczebno$¢ materiatu.



31
32
.33
34
35
36

37

wl/,
102/3
11
iV/s
115/,
12

1313

—1.214
—0.880
—0.547
—0.214
+0.120
+0.453
+0.786

Tabela 36,4

Liczby kwiatow w koszykach btawatka

—0.64
—0.46
—0.29
—0.11

+0.06
+0.24
+0.41

¢o

0.3251
0.3589
0.3825
0.3965
0.3982
0.3876
0.3668

b3 b4

—0.5389 +0.2309
—0.4603 +0.6371
—0.3235  0.9572
—0.1303 1.1609
+0.0716  1.1861
+0.2737 : 1.0302
+0.4259 —0.7408

o, ol P4

0.0457 +0.0043
0.0390  0.0119
+0.0274 +0.0178
0.0110 4 0.0216
—0.0061  0.0221

—0.0232  0.0192 .

—0.0361  0.0138

0.3751
0.4098
0.4277
0.4291
0.4142
0.3836
0.3445

Vz

%

L81



Daleko lepsze wyniki wyrownania da drugi material, jaki
rozpatrzymy — material dotyczacy wskaznika glownego
szwedzkich rekrutow z lat 1897 i 1898, ogtoszony w r. 1902
przez Petriusa i birsta (tab. 36,5). Zapozyczam go
z ksigzki Charlier a. Mamy tu 22 505 wariantow.

Wskaznik glowny jest to stosunek szerokosci czaszki do
jej dlugosci. Wyraza si¢ go w setnych czeSciach.

Tabela 36,5

Wskaznik gtowny szwedzkich rekrutow (setne czgsci jednosci)

Zakresy klas Ich czgstosci
65—66 12
67—68 87
69—70 510
71—72 1952
73—74 4346
75—76 6039
77—78 5050
79—280 2822
81—82 1172
83—84 377
85—86 94
87—88 31
89—90 13

Ogodtem 22505

Charakterystyki tego drugiego szeregu sa nastepujace:
72— 38.029, 0’=1.5176, VI=+0.2553 y2=-+0.3901. Stad
otrzymamy: c3=—0.0426, c4 —+ 0.0163. W tabelach 36,6—7
sa podane szczegoly rachunkow. Tabela 36,8 daje zestawienie
czesto$ci obserwowanych i obliczonych. Wyplywa z niej ze sto-
pien zgodnos$ci wynosi przy uzyciu funkcji 9 (£) 3.4%, przy
uzyciu za$ funkcji 9% (£) 5.5%.



Zakresy
klas

65—66
67—68
69—70
71—72
73—74
75—76
77—78
79—280
81—82
83—84
85—86
87—88
89—90

-3.48
—2.82
—2.16
—1.50
-0.84
—0.18
+0.48
H.13
—1.79
+2.45
3.11
4-3.77
- 443

Tabela

36,6

Wskaznik gtowny szwedzkich rekrutow

cc'

32.75
33.75
34.75
35.75
36.75
37.75
38.75
39.75
40.75
41.75
42.75
43.75
44.75

x*—m

—5.279
—4,279
—3.279
—2.279
—1.279
—0.279
40.721
41.721
+2.721
+3.721
+4.721
4-5.721
4-6.721

Tabela

[ &—

a

—3.48
—2.82
—2.16
—1.50
—0.84
—0.18
+0.48
+1.13
41.79
+2.45
43.11
43.77
+4.43

36,7

Wskaznik gtowny szwedzkich rekrutow

<Ps

+0.0298
+0.1045
+0.1393
—0.1457
—0.5403
—0.2097
+0.4726
- 04102
—0.0294
—0.1459
—0.0657
—0.0139
—0.0016

C; <p 3

-0.0013
—0.0044
—0.0059
4 0.0062
4-0.0230
5j 0.0089
~0.0201
—0.0175
+0.0012
0.0062
0.0028
1-0.0006
0.0001

$a

+0.0721 4-0.0012
0.1386 +0.0023
—0.1249 —0.0020
—0.7043 —0.0114
—0.2063 —0.0034
+1.1017 4-0.0179
4 0.5940 4-0.0097
—0.6386 —0.0104
—0.4789 —0.0078
—0.0598 0.0010
0.1219 0.0010
0 0394 0.0006
0.0060 0.0C01

<Pu

0.0010
0.0075
0.0387
0.1295
0.2803
0.3925
0.3555
0,2107
0.0804
0,0198
0.0032
0.0003
0,0000

N

0.0009
0.0054
0.0308
01243
0.2999
0.4193
0 3451
0.1828
0.0738
0.0270
0.0080
0.0018
0.0002



Tabela 36,8

Wskaznik glowny szwedzkich rekrutow

Czestosci Czgstosci obliczone Roéznice
Zakresy obserwo-
wane n it ﬂ il
klas Do—~7 Cp-r- t — Qo -, I _ O N7
N 0 a

65— 12 15 13 - 3 - 1
67— 87 111 80 - 24 + 7
69— 519 573 456 - 64 + 54
71— 1952 1918 1841 + 34 + 111
73— 4346 4152 4442 + 194 - 90
75— 6039 5814 6211 + 225 -172
77— 5050 5266 5119 -216 - 69
79— 2822 3121 2708 -299 + 114
81— 1172 1191 1093 - 19 + 79
83— 377 293 400 + 84 - 23
85— 94 47 119 + 47 - 25
87— 31 4 27 + 27 + 4
89- 13 0 3 + 13 + 10

Og6t 22505 22505 22512 —624 -386
goiem +624 +379

Jako trzeci przyklad przytaczam (tab. 36,9) szereg opra-
cowany przez J. Witkowskiego, dotyczacy bledoéw obser-
wacyjnych rektascencji gwiazd, (tab. 6,8). Charakterystyki sa
tu nastepujace: m'= +0.133, o' — 1.967, 3=+ 0.004, ci=
=—20.017. Byly one obliczone bez poprawki Sheppard a.
Zgodno$¢ czegstosci obserwowanych i obliczonych wynosi 4.7%.

Dodatkowo warto jest zauwazy¢, ze opracowany W po-
przednim ustgpie material wzrostu Szwedow wymaga wlasci-
wie zastosowania funkcji typu 4. Wskazuje na to rozklad zna-
kow przy roznicach miedzy czestoSciami teoretycznymi i obser-
wowanymi. Pozostawiam czytelnikowi sprawdzenie.



Tabela 36,9

Btedy obserwacyj rektascencji gwiazd

Warto$¢ srodkowa Czestosci .

Roznice

klas obserwowane obliczone
—0.90 9 6 .h 3
—0.75 55 72 — 17
—0.60 245 289 — 44
—0.45 854 741 413
—0.30 1358 1386 — 39
—0.15 1948 1983 — 35
0.00 2297 2374 — 77
4 0.15 2052 2121 — 69
4-0.30 1582 1585 — 3
+0.45 1020 910 +110
0.60 351 380 — 29
4-0.75 70 102 — 32
+0.90 13 12 1
06l 11854 11961 —333
g01Cm 227

37. Funkcje typu B. Do wyréwnywania szeregdw jedno-
bocznych a takze dwubocznych silnie odbiegajacych od formy
normalnej trzeba uciec si¢ do funkcji Char liera typu B.
Wywodzg si¢ one z szeregu Poisson a, stanowiac pewnego
rodzaju uogodlnienie tego szeregu. Ogolny wzor tych funkcyj
ma forme¢ nieskonczonej sumy:

b(x) = d0(x) 4- x, L () x| I BO(X) +mm....

W nim yo (if) jest to znana juz nam z ust. 26 funkcja
Poissona

'M-*”) o e

k2, ks,... sg to stale spotczynniki a [I2®0(x), B d0(r)... sa
przyrostami funkcji drugiego, trzeciego itd. stopnia.



Oblicza si¢ te przyrosty wedlug wzorow:
4do(nr) = P0(x) — QO(r—1)
Alpmr =Ap0X —AdMy 1 =¢) X —2¢0Cv— 1'"H do'x — 2)
A3 p0(r) = A2 d0(m) - Al p0(m — 1) = d0(x) — 3 d0(x — 1) +
390(x — 2) — dp0(r — 3)

Z sumy okreslajacej funkcje typu B bierze si¢ ograniczong
liczbe wyrazéw. Zaleznie od formy szeregu rozdzielczego, ktéry
ma by¢ wyrdOwnany, bierze si¢ jeden, dwa lub trzy wyrazy.
Charlier bral dwa wyrazy. Dodanie trzeciego wyrazu nie
bylo dotychczas, o ile mi jest wiadome, przez nikogo stoso-
wane. J)

Wedhug zasady wylozonej w ust. 33 funkcja, ktéora ma
sluzy¢ do wyrdwnania szeregu, powinna mie¢ $rednig i mo-
menty rowne odno$nym charakterystykom szeregu. W zasto-
sowaniu do rozpatrywanego zagadnienia bedzie tu chodzito po-
za $rednig o momenty drugiego i trzeciego stopnia. Moment
czwartego stopnia bylby potrzebny tylko wtedy, gdyby si¢
wzigto czwarty wyraz w nieskonczonej sumie y (z)- Ale to
jest bezcelowe.

Dla funkcyj typu B otrzymuje si¢ metoda, zastosowang
w ust. 26 do szeregu Poisson a, nastgpujace charakterystyki:

m =X

ml — X+ 2k

m} =X + 6k} — 6k}
Stad otrzymujemy dla charakterystycznych statych rozpatry-
wanych funkcyj nastepujace wzory:

I—m
_ ml—m
k] = 5
3 = 3712 — 117, — 2/71

6

*¥) Zob. prace autora tej ksigzki pt. ,,Observations biométriques. VI
(Acta Societatis Botanicorum Poloniaec. Tom XVII (1946).



Przy obliczeniach wartosci funkcji typu B trzeba pamietac
o tym, ze dla ujemnych wartosci zmiennej niezaleznej funkcja
Poissona ma stale warto$¢ zero.

Przy stosowaniu funkcyj typu B do wyréwnywania szere-
gdéw jednobocznych nie trzeba wprowadza¢ wspotrzednych nor-
malnych. Trzeba natomiast przenies¢ poczatek wspotrzednych
dla zmiennej ewentualnej tak, zeby warto$¢ jej majgca naj-
wicksza czestos¢ rownala sie¢ zeru. I tak dla liczby platkéw
w szczytowych kwiatach jaskra plozacego sie (Ranunculus
repens) mamy szereg (tab. 6,10):

5 6 7 8 9 10
314 56 26 13 3 1

Nadajemy mu forme:

0 | 2 3 4 5
314 56 26 13 3 1

Funkcje typu B daja czgstosci wzgledne, ktore przeracho-
wujemy na bezwzgledne mnozac je przez liczbg wariantow.

Przeprowadzmy wyrdéwnanie przytoczonego powyzej sze-
regu jaskra plozacego si¢. Obliczamy jego charakterystyki:
m=0.3971, m2 s= 0.6898, m} = + 1.3721. Stad wypada I — 0.3971,

=0.6723, k2=+0.1463, k3 —0.0161. W tabeli 37,1 sa
zestawione przeliczenia w dziesigciotysigcznych. Przerachowu-
jac otrzymane czestosci wzgledne na bezwzgledne (n=413),
otrzymujemy zestawienie wartosci teoretycznych i obserwowa-
nych (tab. 37,2). Zgodno$¢ wypadla doskonata, stopien jej
jest 0.08%.

W wielu przypadkach trzeba poming¢ trzeci wyraz funk-
cji o (x). Na przyktad dla liczby ptatkéw u przylaszczki (Ane-
mone Hepatica) (tab. 6,10) lepszy wynik otrzymuje si¢
z dwoma wyrazami niz z trzema. Pozostawiam czytelnikowi
przeprowadzenie obliczen.

Zadania i metody statystyki 13



Tabela 37,1

Liczby platkow w szczytowych kwiatach jaskra ptozacego sie¢

X ®o
0 6723 +6723
1 2670 -4053
2 530 -2140
3 70 — 460
4 7 — 63
5 0 7
10000

é’ (fo

+ 6723
-10776
+ 1913
+ 1680
+ 397
+ 56

_|_

A8Wo  fc2A8Wo

6723

-17499
+12689

233
1283
341

Tabela 37,2

+ 984
-1577
+ 280
+ 246
+ 58
+ 8

-1577
+ 1576

k3 A'to

-108
+282
-204
+ 4
+ 21
+ 5

-312
+312

Liczby ptatkow u jaskra plozacego sie¢

Liczba ptatkow

Ich czestosci

obliczone

OO 00—\

Ogotem

313.8

obserwowane

314
56
26
13

3
1

413

Roznice

-0.2
+0.8
—1.0
—0.2
+0.6
—0.5

—0.17
+0.16

V

7599
1375
606
320
86

13

9999

Czasem dla wyrownania szeregu trzeba ograniczy¢ si¢ do
pierwszego wyrazu funkcji y O+ to znaczy wzia¢ po prostu
funkcj¢ Poisson a. Klasycznym tego przyktadem jest ma-
teriat wypadkow $mierci od kopnigcia konia w armii pruskiej,
opracowany przez Bortkiewicza (tab. 6,13). Tu
—-Z—0.61, e ~=0.5433. W tabeli 37,3 sg zestawione czgstosci.

m —



Wymiar zgodno$ci wynosi 2.4%. Jest ona gorsza niz w po-
przednich dwéch wypadkach.

%
Tabela 37,3

Wypadki $mierci od kopnigcia konia w 20 korpusach
armii pruskiej w ciggu 10 lat

Czegstosci
oc Roznice
obliczone obserwowane

0 108.7 109 —0.3

l 66.3 65 +1.3

2 20.2 22 —1 8

3 4.1 3 +1.1

4 0.6 | —04

Ogotem 199.9 200 —2.5 2.4

Jak to bylo wzmiankowane na poczatku tego ustepu, funk-
cje Charliera typu B moga by¢ takze uzyte do wyrowny-
wania szeregdbw dwubocznych, jezeli te szeregi silnie odbiegaja
od formy normalnej. Mamy dwa takie przypadki: w jednym
szeregi sa silnie skosne, w drugim poza sko$no$cia, ktora zreszta
bywa rdézna, czesto$¢ wartoSci modalnej znacznie przewyzsza
czestosci sagsiednich wartosci zmiennej ewentualnej.

Dla ilustracji pierwszego rodzaju takich szeregow dwu-
bocznych przytocze przyktad Charliera, jedyny zreszta,
jaki przez niego zostal podany w jego podrgczniku. Dotyczy
on czgstosci dni z burzami w sierpniu w Lund (tab. 6,12). Dla
niego z—2.133, k)= 1004 —uzyte tu sa dwa wyrazy funkcji
V(x). W tabeli 37,4 s3 zestawione czgstosci obserwowane
i obliczone. Zgodno$¢ wypadla mierna: wymiar jej wynosi
13.6% a oprdocz tego ciagi czesto$ci nie bardzo si¢ ,.trzymaja
koncami”,



Tabela 37,4

Dni z burzami w sierpniu w Lund

Czes‘tosci

Liczby dni Roznice
obserwowane obliczone

0 24 24.8 -0.8

l 26 28.2 -2,2

2 19 15.9 +3.1

3 13 10.2 +2.8

4 9 9.5 -0.5

5 6 7.9 -1.9

6 5 4.6 +0.4

7 2 2.5 -0.5

8 0 0.7 -0.7

9 0 0.3 -0.3

10 0 0.1 -0.1

11 1 0.0 + 1.0

. 105 104.7 -7.0

Ogodtem 193

Jako drugi przyklad, przytocze ciekawy material Stu-
denta podany przez Fish er a w jego podreczniku. Obser-
wowano pod mikroskopem zawiesing drozdzy i liczono komorki,
ktore znalazly si¢ w 400 matych kwadratach, na jakie byt po-
dzielony ! mm] na szkietku przedmiotowym. Jest to zasada,
na ktorej opiera si¢ uzycie hematocymetru, przyrzadu
stluzacego do okreslenia liczby ciatek krwi. W tabeli 37,5 sa
zestawione obserwowane i obliczone czestoSci poszczegdlnych
liczb komorek. Obliczenia przeprowadzono za pomoca samej
tylko funkcji Poissona, dla ktérej w tym przypadku X¥—
= 4.68, = 0.009279. Zgodno$¢ wypadla mierna. Jej wymiar,
rowny 9.6%, jest wprawdzie lepszy niz w poprzednim przy-
padku, ale ,trzymanie si¢ koncami” przedstawia si¢ gorze;j.



Tabela 37,5

Komoérki drozdzy obserwowane w hematocymetrze

Ich czestosci

Liczby komorek Roznice
obserwowane obliczone

0 0 3.7 - 3.7
l 20 17.4 + 2.6
2 43 40.6 + 24
3 53 63.4 —104
4 86 74 2 +11.8
5 70 69.4 + 0.6
6 54 542 - 02
7 37 36.2 + 0.8
8 18 21.2 - 32
9 10 11.0 - 1.0
10 5 5.2 - 0.2
11 2 2.2 0.2
12 2 0.9 + 1.1

+19.3

Przechodzimy w koncu do rozpatrzenia wyréwnywania
szeregdbw dwubocznych odznaczajacych si¢ wybitng czgstoscia
warto$ci modalnej, poza tym zreszta zwykle dosy¢ silnie asy-
metrycznych. W ust. 6, 71 19 byly przytoczone przyklady tego
rodzaju szeregéw. Miedzy innymi taki szereg daje meduza
Pseuclocl-ytia peritata (tab. 6,5). Zastosowanie do nich
funkcyj typu B wymaga gruntownej przerobki odnos$nych sze-
regow rozdzielczych. Trzeba tu rozumowaé w sposob nastgpu-
jacy. W odnosnych zjawiskach sg czynne trzy rodzaje przy-
czyn. Pierwsza z nich dziata stale i silniej od innych, powoduje
przeto wyjatkowa czesto§¢ wartosci modalnej. Dwie pozostale
dzialajg rzadziej i stabiej. Jedna z nich powoduje powigksze-
nie zmiennej ewentualnej, druga za§ — pomniejszenie. Mozna
wobec tego z danego szeregu wydzieli¢ dwa nowe szeregi. Je-
den z nich begdzie charakteryzowal dziatanie przyczyny po-
mniejszajacej zmienng ewentualng a drugi — dziatanie przy-
czyny powigkszajacej t¢ zmienng.



Ot6z dla liczb promieni u meduzy Pseudocl/ytia mieliSmy
szereg rozdzielczy:

Liczby promieni: 2 3 4 5 6 7 8

Ich czestosci: 1 8§ 56 860 64 6 1
Dla przyczyny pomniejszajacej liczbe promieni wypada szereg:
Dziatania przyczyny: 0 1= 3
Ich czestoscei: 931 56 8 |

Wezmiemy w tym przypadku dwa wyrazy funkcji |p (z). Otrzy-
mamy: m = 0.0753, =0.0917, X-0.0753, e~x=0.9275,

+0.0082. Zgodnos¢ wypada w wymiarze 0.3% (tab. 37,6)
a wigc bardzo dobra.

Tabela 37,6

Przyczyna pomniejszajaca liczb¢ promieni meduzy

Dzialania Ich czestosci

Roéznice

przyczyny obliczone obserwowane
0 9314 931 +04
1 55.0 56 -1.0
2 9.1 8 + 1.1
3 0.6 l -0.4
, 996.1 996 -1.4
Ogotem T

Dla przyczyny powigkszajacej liczbe promieni otrzymamy
szereg:
Dziatania przyczyn: 0 1= 3
Ich czegstosci: 925 64 6 1

Zastosujemy tu trzy wyrazy funkcji y (z)- Charakterys-
tyki  wypadna: m = 0.0793, m2=0.0911, m! = 0.1170,
k2=-+0.0059, k3 0.0004. Zgodnos¢ wypada w wymiarze 0.2%
(tab. 37,7) a wigc doskonala.




Tabela 37,7
Przyczyna powigkszajaca liczbe promieni meduzy.

Dziatania Ich czestosci .

Roznice
przyczyny obliczone obserwowane

0 925.3 925 +03
l 63.7 64 -0.3
2 6.2 6 +0.2
3 0.1 l -09
Ogolem 995.3 996 ;_10%

Przy zastosowaniu funkcyj B wypadaja czasem razace nie-
zgodnosci miedzy czesto$ciami obliczonymi a obserwowanymi,
powodowane przez skape warianty. Na przyktad dla jaskra
wielokwiatowego (Ranunculus polyanthemos) byly przytoczone
nastepujace czestosci dla liczb ptatkow (tab. 6,10).

Liczby ptatkéw: 5 6 7 8 9
Ich czestosci: 410 16 1 0 |

Charakterystyki, wypadng: m=0.05140, m2= 0.08148,

m} =0.19293, 7=0.05140, e~z =0.9499, kl=+0.01504,

k3=—0.0855. W konsekwencji otrzymuje si¢ czg¢stosci para-
doksalne (tab. 37,8) — jedna z nich ujemna!

Tabela 37,8
Liczby kwiatow ptatkdéw u Ranunculus polyanthemos.

Ich czestosci
Liczby ptatkéw

obliczone obserwowane
5 409.2 410
6 19.2 16
7 -4.3 l
8 33 0
9 0.2 |

Ogolem 427.6 428



Jest to spowodowane przez napotkanie bardzo rzadkiego
osobnika ro$liny z 9 platkami. Wystarczy odrzuci¢ ten wy-
jatkowy wariant, by otrzyma¢ doskonala zgodno$¢, jak to wi-
da¢ z tabeli 37,9. Charakterystyki teraz s3: m=0.04215,
m, = 0.04502, mj} = 0.05044, 9 'S1M0'0 =X ==70.9585r
k2 =+0.00143, k3=—+0.00005. Mamy tu nowy przyczynek do
zagadnienia skrajnych wariantéw, omowionego w ust. 32.

W koncu dodatkowo trzeba jeszcze powiedzie¢ parg stow
o wyrownywaniu szeregdw wklestych, wystepujacych prawie
wylacznie przy badaniach nad zachmurzeniem (por. tab. 6,14).
Zadna z omoéwionych w tym rozdziale funkcyj nie nadaje si¢
dla tej formy szeregdw rozdzielczych. Pearson, uktadajgc
funkcje do wyrdwnywania szeregdw, nie pomingt tej wyjatko-
wej formy zmiennos$ci. Poniewaz to nie ma powazniejszego
znaczenia, nie bede si¢ ta kwestia zajmowal. Czytelnik znaj-
dzie odnos$na funkcje Pearsona w ksigzce Eldertona
(zob. ust. 33).

Tabela 37,9

Liczby ptatkdéw u Ranunculus polyanthemos.

Tch czestosci
Liczby ptatkéw

obliczone obserwowane
5 409.9 410
6 16.1 16
7 1.1 l

Ogotem 427.0 427



CZESC DRUGA

WSPOLZALEZNOSC MIEDZY POPULACJAMI

ROZDZIAL VIL
KORELACIJA

38. Pojecie korelacji. Wspotzaleznos¢ migdzy populacjami
moze mie¢ charakter korelacji i1 kontyngencji.
Pierwsze zachodzi wtedy, kiedy warianty ro6znig si¢ migdzy
sobg iloSciowo, drugie — jezeli roéznice migdzy wariantami
w obu porownywanych populacjach albo przynajmniej w jed-r
nej z nich maja charakter jako$ciowy.

Mozna porownywacé ze sobg takze nie dwie ale liczne po-
pulacje. Wtedy zjawia si¢ =zagadnienie klasyfikacji,
czego rozpatrywac nie bgdziemy.

Jako przyktady korelacji mozna przytoczy¢ wspotzaleznosé
miedzy liczbg kwiatow jezyczkowych i rurkowych w koszy-
kach ro$lin z rodziny zlozonych (Compositae), wspodtzaleznosé
miedzy wzrostem ojcoOw i synéow, miedzy wiekiem meza i Zony
itd. Jako przyklady kontyngencji mozna poda¢ wspodlzaleznosc
miedzy barwg oczu a barwg wloséw, miedzy wypadkami
$mierci od dyfterytu a stosowaniem szczepionki Behring a,
miedzy $miertelnoscia a pflcig itp.

W tym rozdziale zajmiemy si¢ zagadnieniem korelacji,
odktadajac kontyngencje do nast¢pnego rozdziatu. W zagadnie-
niu korelacji mamy« do czynienia z dwoma populacjami, za-
zwyczaj z probkami dwoch populacy] o jednakowej liczbie
wariantow, przy czym kazdemu wariantowi jednej
odpowiada pewien wariant drugiej, dla kaz-
dego z nich inny, jakkolwiek niekoniecznie



odmienny. Takie powigzanie wariantéw dwoch populacy;j
pochodzi bezposrednio albo posrednio z blizkosci w czasie lub
w przestrzeni przedmiotéw czy zjawisk bedacych zrodltem roz-
patrywanych populacyj. Naprzyklad korelacja migdzy liczbami
kwiatéw rurkowych i jezyczkowych pochodzi stad, ze jedne
i drugie bierze si¢ z tych samych koszykow, korelacja miedzy
temperaturami dwéch miast pochodzi z jednoczesno$ci obser-
wacyj meteorologicznych. O ile chodzi o posredni stosunek
przestrzenny i czasowy, mozna przytoczy¢ korelacje miedzy
wzrostem 0jcOw i synow, miedzy wiekiem me¢za i zony. Czy
takie zwigzki sa przestrzenne czy posrednie, zawsze istotnym
ich zrodtem s3 zwiazki przyczynowe. Nie wynika z tego by-
najmniej, by statystyka miala zajmowac si¢ badaniem przy-
czynowosci. Celem jej zawsze tylko opis, ktéry zreszta moze
by¢ uzyteczny do badan nad przyczynowoscia. Stad pochodzi
rownorzedne traktowanie obu poréwnywanych populacyj
w zagadnieniach korelacji. Na przyktad statystyka rozpatruje
rownorzednie zaleznosci wzrostu synéw od wzrostu ojcoOw
i zalezno$¢ wzrostu ojcow od wzrostu syndéw, jakkolwiek
wzrost synéow jest czgSciowo uwarunkowany przez wzrost
ojcéw, natomiast na wzrost ojcOw wzrost ich synow nie ma
zadnego wplywu. Przy rozpatrywaniu korelacji, tak samo
zreszta jak kontyngencji, chodzi tylko o zwigzki matematy-
czne, funkcjonalne a nie przyczynowe. Dlatego witasnie
mowi si¢ o wspotzaleznosci migdzy populacjami a nie o za-
leznosci jednej od drugiej.

Ustalmy teraz dokladniej zadanie badania korelacyjnego.
Podatem powyzej, ze kazdemu wariantowi jednej populacji
odpowiada pewien wariant drugiej, dla kazdego inny, ale nie-
koniecznie odmienny. Z reguly przy tym jest tak, ze danej war-
tosci wariantow jednej populacji odpowiadaja rézne i to liczne
warto$ci wariantéow drugiej. To nas prowadzi do rozpatrywa-
hia zwigzkow nie pomiedzy poszczegdlnymi wariantami, lecz
miedzy warto$ciami wariantow. Trzeba znowu zrobi¢ uzytek
z pojecia zmiennej ewentualnej, ale bedziemy tu mieli nie



538

jedna jak poprzednio zmienna tego rodzaju, lecz dwie —
osobne w rozpatrywanych populacjach.

Niech bedzie populacja, wzglednie préba z populacji, zto-
zona z n wariantow ue, 2il, ... un. Przypusémy, ze maja one h
réoznych wartosci a?!, T2, , ocn, przy czym naturalnie - <n.
Niech bedzie druga populacja zlozona tak jak pierwsza z n
wariantow v2, , vi wykazujacych 1 réznych warto-
sci 1A, V2, .. .., 1i, gdzie [ <n i nadto z reguty 1=+ h Niech
kazdemu wariantowi ey pierwszej populacji odpowiada wariant
Ui drugiej. Zmienna oc bedzie zmienng ewentualng pierwszej
populacji, zmienna 1/ takgz zmienng drugie;j.

Chcac teraz przedstawi¢ za pomocg jakiej§ funkcji zwig-
zek miedzy populacjami, nie begdziemy tego mogli zrobi¢ za
pomoca samych tylko zmiennych oc i y w formie y = f4(x),
x —I12 (y)- bo kazdej danej warto$ci zmiennej oc beda naogot
odpowiadaly roézne wartosci zmiennej 7/ i odwrotnie. Trzeba
bedzie wprowadzi¢ nowe zmienne X i Y a to w sposob naste-
pujacy. Zmienna Y ma dla kazdej wartosci @
przybiera¢ wartoS¢ posrednia miedzy odpo-
wiadajacymi jej wartosciami zmiennej 7. Be-
dzie to pewna funkcja zmiennej o :Y — (x). W podobny
sposob dla zmiennej o trzeba ustali¢ nowa zmienng X zwig-
zang ze zmienng 7/ roéwnaniem X =j;2(y\ Warto jest
przy tym zrobi¢ uwage, ze funkcja f) nie jest od-
wrotno$cig funkcji Przytoczone powyzej roéwnanie dla
zmiennych Y 1 X nosza nazw¢ roOwnan regresji.
Termin regresji pochodzi stad, ze badanie korelacji zrodzito
si¢ z badan nad dziedziczno$ciag. Mianowicie zapoczatkowal je
angielski biolog i etnograf Franciszek Galton w dziele
pod tytulem ,,Natural Inheritance”, ktore ukazalo si¢ w r. 1889.
Powodem wyboru tego terminu byto stwierdzenie faktu, ze
potomstwo na og6ét mniej odbiega od przeci¢tno$ci niz jego
rodzice, ulega wigc uwstecznieniu — regresji, co ujawnia si¢
przy badaniu korelacji miedzy cechami potomstwa i rodzicéw
Warto jest jeszcze zaznaczy¢, ze matematyczne podstawy ra-



chunku korelacyjnego wywodza si¢ z jednej z prac francus-
kiego fizyka Augusta Bravais (1811— 1863), ktéra uka-
zata si¢ w r. 1846.

Jeszcze trzeba doda¢ jedno wyjasnienie do pojecia kore-
lacji. W praktyce nigdy prawie nie ma si¢ do czynienia z ca-
lymi populacjami, tylko z prébami, nieraz o matej liczebnosci.
Ot6z jezeli proby sa male, czgsto si¢ zdarza, ze poszczegdlnym
Warto$ciom jednej zmiennej ewentualnej odpowiadajg poje-
dyncze warto$ci drugiej. Zagadnienie jednak pozostaje bez
zmiany, gdyz zadaniem rachunku korelacyjnego jest badanie
zwigzku nie miedzy prébami, lecz calymi populacjami. Przy
malych prébach moznaby wprawdzie ustali¢ zwiagzek funkcjo-
nalny migdzy zmiennymi ewentualnymi za pomocg wzoru
interpolacyjnego Lagrangea, ale to nie daloby zadnego
obrazu zwiazku migdzy populacjami. Trzeba i w tym wypadku
wprowadzi¢ owe zmienne Y i X i uzy¢ rébwnan regresji takiej
samej formy, jak przy traktowaniu duzych prob. Nie mozna
bedzie wtedy powiedzie¢, ze zmienna Y przybiera dla kazdej
wartosci oc wartos§¢ posrednia miedzy odpowiadajagcymi jej
warto$ciami zmiennej y w rozpatrywanym materiale staty-
stycznym, bo w nim jest tylko jedna taka wartos¢. Zmienna Y
bedzie jednak przybiera¢ wartos$ci posrednie migdzy warto$cia-
mi y, ale miedzy wartoSciami catosci populacji, nie danego
materiatu.

Forma funkcyj (&) i j2 (r/) moze by¢ rozna i da si¢ ogol-
nie przedstawi¢ w formie paraboliczne;j:

£ (a?) — ae¢ 4- baoc + ceoc? 4- dJ0Ca 4-........

2=« +bly +clyl+ i3+ .. ..

W praktyce statystycznej wystarcza przewaznie skrocona
forma liniowa

(oc) — o, 4- besc

NU)=« + b.vy



i rachunki sprowadzaja si¢ do wyznaczenia dwu tylko wspot-
czynnikéw dla kazdej funkcji.

Taka prosta forma rownan regresji ma swoje zrodio
w tym, ze zmienno$¢ wariantdw w populacjach jest skutkiem
dzialania licznych przyczyn, z ktorych kazda z osobna nie wy-
wotuje wybitnych skutkow. Jest to ten sam stan rzeczy, ktory
powoduje, ze zmienno$¢ da si¢ przedstawi¢ za pomocg okre-
Slonych funkcyj, wywodzacych si¢ z szeregu dwumianowego

Uwzglednienie bardziej ztozonych form rownan regresji
wymaga bardzo zawilych rachunkéw i przeto nie moze by¢
omawiane w tej ksiazce.

39. Wyznaczanie stalych réwnania regresji. Zadanie to moze
by¢ rozwiazane w rozmaity sposob. Jednakze jedno wymaga-
nie musi by¢ zawsze uwzglednione: mianowicie suma do-
datnich odchylen wariantow y od odnos$nych
wartosci Y ma by¢ robwna sumie odchylen ujem-
nych, i tak samo suma dodatnich odchylen «
od X ma by¢ rOwna sumie odchylen ujemnych.

Najbardziej naturalnym rozwigzaniem rozpatrywanego
zagadnienia byloby znalezienie takich wartosci dla wspotczyri-
nikow «a i b, zeby wspomniane powyzej sumy byly mozliwie
mate. Niestety, dla takiego rozwigzania nie mozna wyprowa-
dzi¢ zadnych ogo6lnych wzoréw, a w poszczegoélnych przypad-
kach trzeba by byto wyszukiwaé¢ wartosci wspotczynnikow przez
mozolne préby, po trosze na chybi trafi. Trzeba szuka¢ metod
opartych na innej zasadzie. Powszechnie przyjeta jest meto-
da najmniejszych kwadratobw. Opiera si¢ ona
na wymaganiu, by suma kwadratobw odchylen
wariantow y od odnosnych wartosci Y (wzgled-
nie o« od X) byla mozliwie mata. Na tej zasadzie za
pomoca rachunku nieskonczonos$ciowego mozna wyprowadzic¢
wzory dla wspoétczynnikow réwnan regresji. Jezeli, tak jak to
bylo podane poprzednio, warianty zmiennej ewentualnej o



oznaczymy przez u, warianty za$§ zmiennej I/ przez v, wWzory

te beda miaty forme:
- U"XD -- {lliiuU
°| n XUl — Xu)

, n-UD — XUXD
I nXir — Xu))

X0 XU — XD-UD
IXD) — (Xoy

, nXUD — XUXD
! 11ID? — (X n)

Rownaniom regresji mozna nada¢ prostszg forme, w kto-
rej nie bedzie wspotczynnikéw ae i a2 Istotnie wzér dla pierw-
szego z tych wspoélczynnikdw mozna przeksztalci¢, biorgc pod

uwage, ze 2u= nu 1 2v= UD:

— nD~U"— -U-UD__ RDSul —VXu)l+ TV Xu)l+ XuXiw
| nSul — (Xu)l TrXu2—(Xu))
IV (Xu) — XuXiw . Xu (vXu— Xuu)
Xul — (Su)l y nXul — (Xu)!
0 Tl Xu — Suv) u(nXuv -- 717 Xu)l
7,1  7TXUl — (Xu) v X0 — Xu)
nSuvﬂ— = u— bl

LT o

cc

W ten sposdb pierwsze roOwnanie regresji przybiera prostsza

forme¢ z jednym tylko wspoélczynnikiem b

Y—u+ bl (@—u):

Podobnie drugie réwnanie otrzyma forme:

X = u + b2(i/-v)

(t)

(2)



Wzory na wspodlczynniki bt i b) mozna takze przeksztalci¢, na-
dajac im wygodniejsza do obliczen forme¢. A wigc dla pierw-
szego z nich bedziemy mieli:

n(2uv — 2027 n2uv — nu”™v
I n2 u¥— (2u) zi2u2—2(2 u)] + (2 uf
n2(uv—uv) B 24 (u—n)
Ti2 u! — 2nulu - nlul 2ul —2u2u + nul
2 v(u — ) 2V — uw
2ul — 22 uu + 2ul 2u — u))

Prowadzac dalej te przeksztalcenia, mozna otrzymaé inng
jeszcze forme powyzszego wzoru. Mianowicie od licznika jego
mozna odja¢ sume¢ 7)2 (U—u), ktora jest rOwna zeru. Be-
dziemy wtedy mieli:

2uu—u)—y2@Uu—u 2V —uw) — viu —u)
2 (u—u)) 2 (u— u)

2u—u (v — u
2 (b—uil

Podobnie dla drugiego wspoélczynnika otrzymamy wzory:

2u(v —v) 2w —u) (v —V)
] — 2(v—v) = 2(v — V)l

Wspotczynniki bl i b) noszg nazwg wspotczynnikow
regresji.

Dla réwnan regresji formy (1) i (2) mozna dowie$¢, ze bez
wzgledu na warto$¢ spolczynnikow bx i b2 suma dodatnich
odchylen wariantow u i zmiennej @ od odno$nych warto$ci X
jest rowna sumie odchylen ujemnych i tak samo suma dodat-
nich odchylen wariantow u zmiennej 1/ od odno$nych war-
tosci Y jest rowna sumie ujemnych.



Wyprowadzone w tym ustepie rownania sg zwykle pisane
inaczej. Mianowicie zamiast symboli wariantow u i v popula-
lacyj pisze si¢ symbole odnosnych zmiennych ewentualnych
oc 1 /. Pod pewnym wzgledem jest to wygodniejsze, trzeba
tylko pamigtaé o tym, ze sumowanie dotyczy nie wartosci
wariantow, lecz samych wariantéw. Zamiast $rednich arytme-
tycznych u i v dla wariantow bierze si¢ przy tym $rednie zmien-
nych ewentualnych, ale nie zwykte, lecz wazone, ktore ozna-
cza si¢ symbolami x i y a nie x i y. Bedziemy w ten sposob
mieli rownania formy nastepujace;j:

Y=y + boc — oc), X =x 4 bl(y—y)

= EVX —J3) X(x —x)(v—y)

2<x—ocY 2<<x—x)-
b — 2 =2 —a)"—-1U
2 (v—yF 20—y

To ogolnie przyjete znakowanie bedziemy stosowali w dal-
szym ciggu, majac zawsze na myS$li powyzsze zastrzezenia.

Zastosujmy powyzsze wzory do realnych przyktadow.
Wezmiemy z poczatku dla wickszej przejrzystosci materiaty
ztozone tylko z dziesigciu wariantow. Poszczegdlne wartoSci
zmiennych ewentualnych beda tu na ogot reprezentowane przez
pojedyncze warianty. Wezmiemy mianowicie (tab. 39,1) ma-
jowe srednie temperatury powietrza z 10-letniego okresu
1899 — 1908 dla miejscowosci:

Krakow 50°04'1V 19°57'E
Poznan 52°26' 16°56'
Kijow 50°27 30°30"
Nerczinskij Zawod 51°19' 119°37'
Swerdlowsk 56°50' 60°38'
(Jekaterinburg)

Tomsk 56°30' 84°58'



$rednie

Krakow

13.7
12.3
14.2
10.3
14.4
12.4
14.0
14.8
15.7
151

13 69

Tabela 39,1
Srednie majowe temperatury.

Poznan

12.7
12.0
15.1
10.5
14.0
12.2
141
153
14.8
14.7

13.54

Kijow

14 8
14.7
15.1
12.9
15.0
12.4
159
18.4
173
14.7

15.12

Nerczin
skij
Zawod

84
10.2

8.4
9 10

Swer-
dlowsk

10,1
121
10.6
9.8
79
114
10.7
130
71
8.3

10.10

Tomsk

—_—— —
000 S~
AN T

7.2
92
127

9.78

Zestawmy temperatury Krakowa z temperaturami pigciu

innych miejscowosci podanych w tabeli 39,1. Dla przyktadu
podam szczegdtowe rachunki dla zestawienia Krakow — Ki-
jow (tab. 39, 2). Temperatury Krakowa be¢dziemy uwazali ze
zmienng X, temperatury Kijowa za y.

Tabela 39,2
Temperatury majowe Krakowa (z) 1 Kijowa (j/).

Data

1899
1900
1901
1902
1903
1904
1905
1906
1907
1908

Sumy

X

13.7
123
142
10.3
14.4
124
140
14 8
157
151

136.9

X—X (x—Xp

+0.01
-139
+0.51
-339 1
+0.71
-129
+0.31
+ 1.11
+ 201
+ 1.41

0.0001
19321
0.2601
1.4921
05041
16641
00961
12321
4.0401
1.9881

+6.07 232090

-6.07

Zadania i metody statystyki

Yoy -y (xX) -y

\
148 —032 0.1024
147 -0.42 01764
15.1 -002 0.0004
129 —222 49284
150 -0.12 0.0144
124  -2.72 73984
159 +0.78 0.6084
184 +328 10.7584
17,3  +218 47524
147 -042 01764
1512  +6.24 28.9 160
-6.24

0 0032
05838
0.0102
7.5258
0 0852
3 5088
02418
3 64(8
43818
05922

+ 1

+ 1

L+t

+19.8828
— 0.6908

14



Na podstawie tej tabeli znajdujemy bt = 0.8269, b2 = 0.6637.
W podobny sposéb mozna obliczy¢ wspotczynniki regresji dla
pozostatych pigciu zestawien (tab. 39,3).

Tabela 39,3

Wspolczynniki regresji dla $rednich majowych temperatur dla
roznych miejscowosci w stosunku do Krakowa.

Miejscowosci bi bz
Poznan +0.9300 +0.9342
Kijow +0.8269 + 0 6637
Nerczinskij Zawod + 05731 +0.5709
Swerdlowsk -0.4270 -0 3109
Tomsk +0.0520 1 +0.0275

40. Charakterystyki korelacji. Z przyktadow poprzedniego
ustepu wynika, ze charakter korelacji moze by¢ bardzo rézny.
Mozna wobec tego mowi¢ o réznych jej stopniach i roz-
nej Scistosci. Stopien korelacji podaje, o ile
zmienia si¢ — wzrasta lub zmniejsza si¢ —
zmienna Y skutkiem przyrostu zmiennej x
0 jednos¢ wzglednie o ile zmienia si¢ @ jezeli
zmienna y wzrasta 0 jednos¢. W jednym i w drugim
wypadku miarg stopnia korelacji beda odnosne wspotczynniki
regresji. Chcac mie¢ jedna wspo6lng miarg trzeba wzig¢ Srednia
tych dwoch wspoétczynnikow. Poniewaz te wspotczynniki sg
wielko$ciami roznego rodzaju, trzeba tu uzy¢ $redniej geome-
trycznej. Otrzymamy w ten sposob jako miar¢ stopnia kore-
lacji nowa funkcje, ktéra nosi nazwe wspotczynnika ko-
relacji.

Wspotczynnik korelacji jest zatem Srednig
geometryczng wspolczynnikow regresji.

2 — Vb by



Nadaje mu si¢ znak taki, jaki maja wspolczynniki regresji.
Dla przyktadow poprzedniego ustepu bedzie on mial wartosci:

Poznan 4- 0.932
Kijow + 0.741
Nerczinskij Zawod — +0.572
Swerdlowsk —0.364
Tomsk + 0.0378

Warto zaznajomi¢ si¢ blizej z ta funkcja statystyczng.
Wstawiajac do rownania r=rVbi1b) wzory wspolczynnikow
regresji z poprzedniego ustepu, otrzymamy rownanie:

I S
V2@—a2 (y—y)?2

Poniewaz 2* (a?—al)—— 2" (y—y)? =nay, gdzie
ax 1 ay sa to srednie odchylenia zmiennych x i f#, otrzymu-
jemy wzor:

=2 le—cwe)(y —7J)
Oy

ktory moze shluzy¢ do obliczenia omawianego wspotczynnika.
Nastepnie mozna zrobi¢ jeszcze jedno przeksztalcenie:

Oy —V)

o

pd
n

Mamy teraz w réwnaniu znane juz nam wspoétrzedne nor-
malne:
X — @
ax a,

Wobec tego mozna napisac:

= V7
n



Ten ostatni wzér dowodzi, ze wspotczynnik korelacji jest
pewnego rodzaju momentem drugiego rodzaju, podobnie jak
wskaznik sktonnosci drugiego rodzaju i wskaznik skupienia
wariantéw (por. ust. 19 i 20). Wyro6znia si¢ on od wszystkich
momentdéw, z jakimi mieli§my dotychczas do czynienia tym,
ze figuruja w nim dwie zmienne: jest to moment mie-
szany.

Za pomoca wspolczynnika korelacji mozna wyprowadzi¢
dla wspoétczynnikow regresji nowe wzory, ktére moga by¢ uzy-
teczne:

bl——rY b} =7

Jak to juz bylo wspomniane, wspotczynnik korelacji uwaza
si¢ za dodatni, jezeli wspotczynniki regresji sa dodatnie, za
ujemny w przeciwnym razie. Jego warto$¢ absolutna jest za-
warta w granicach od 0 do 1. W ust. 29 przyktady zostaty
dobrane umyslnie dla zobrazowania tych r6znic. Mozna
dowies¢, ze wspodlczynnik korelacji nie moze by¢ wigkszy od
jednosci. Dowod jest zawity, dlatego tez nie podaje si¢. Czy-
telnik znajdzie go w podrgeczniku Andersona (str. 275—6).

Przechodzimy teraz do okreslenia Scistosci kore-
lacji. Chodzi tu o wielko$¢ odchylen wariantow zmiennej y
od odnosnych wartosci Y, wzglednie o podobne odchylenia
X od X. Poniewaz te odchylenia sa roézne, trzeba wzia¢ ich
srednig. Najbardziej pogladowa bytaby s$rednia arytmetyczna
ich wartosci absolutnych, czyli osobliwego rodzaju odchyle-
nie przecigtne, ale na to nie mozna wyprowadzi¢ ogodlnego
wzoru. Trzeba wobec tego wzig¢é pewnego rodzaju odchylenie
Srednie — pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratow tych
odchylen podzielonej przez ich liczbe:

17 1 Gaglednie 172
n n



Dla tych wielko$ci nie trudno jest wyprowadzi¢ wzor ogolny.
A wiec dla pierwszej z nich bedziemy mieli: Y=y + br (x— =)
i wobec tego

200—2y
Tl

2@(—yY—2bt X(wc—x) + bl 2 (x—a?)
n
= I/v+b*a~-20, =

2 (x—x) O—y) 2 (x—a
2 (x—a)l n

o L42 % _ Bp 2

Poniewaz za$§ wedlug przytoczonego poprzednio wzoru

él = — 2 ,otrzymamy ostatecznie:
2@G/-Y) N/ —r
n v

Podobnie wypadnie:

/2 (e— X))
1/ n

l — 1l
Dla oceny tych s$rednich odchylen trzeba je porownaé

z wielko$cig wariantow. W tym celu trzeba je podzieli¢ przez
odno$ne $rednie. Otrzymamy w ten sposob wielkosci:

analogicznie do wskaznika zmienno$ci.



Dla charakterystyki korelacji trzeba mie¢ jedng taka wiel-
ko$¢ wspdlng dla obu populacyj. Podobnie jak przy wspol-
czynniku korelacji trzeba bedzie wzia¢ Srednia geometryczna:

Otrzymana wielko$¢ bedzie charakteryzowata wymiar
omawianych odchylen. Jest ona zawsze mniejsza od jednosci
i tym wigksza im $cisto$¢ korelacji jest mniejsza. Wobec tego
dla charakteryzacji $cistosci korelacji lepiej jest wzig¢ dopet-
nienie do jednosci:

Te wielko$¢ mozna nazwa¢ wskaznikiem $cisto-
Sci korelacji. Wskaznik ten jest mniejszy od jednosci.
Tylko przy r=1 dochodzi on do tej granicy. Scistosé¢ kore-
lacji jest wtedy najwicksza 1 kazdej wartosci @ odpowiada
jedna tylko warto$¢ y i odwrotnie.

Przyklady na wskaznik S$cistosci korelacji beda podane
w nastepnych ustgpach, bo dla przytoczonych powyzej mate-
riatow klimatologicznych obliczy¢ go nie mozna, chyba ze si¢
wprowadzi temperatury absolutne.

4L. Wiarogodnos$¢ charakterystyk Kkorelacji. Tak samo jak
dla wszystkich innych charakterystyk, trzeba teraz rozpatrzy¢
wiarogodnos$¢ charakterystyk korelacji. Trzeba zobaczyé, w ja-
kim stopniu wartosci tych charakterystyk otrzymane z prob
roznig si¢ od odnosnych wartosci dla catosci populacji. Trzeba
wzigC, tak jak w ust. 28, wszystkie mozliwe proby z porowny-
wanych populacyj i dla kazdej pary prob obliczy¢ wartosci
charakterystyk korelacji. Otrzymamy w ten sposoéb wtorne po-
pulacje, ktére dadza mozno$¢ rozwigzania postawionego w ten
sposob zadania. Jest ono bardzo trudne i dlatego ograniczymy
si¢ do konkretnego przyktadu.



WezZmiemy mianowicie 90 par danych, z ktérych pierwsza
jest liczbg promieni w szczytowych baldachach olszewnika
(Selinum carvifolia), druga za$ liczbg promieni w pierwszym
bocznym baldachu tejze rosliny (tab 41,1). Widzimy od razu,
ze baldachy szczytowe maja na ogdét wigcej promieni niz
boczne. Liczby dla szczytowych baldachow bedziemy uwazali
za warianty zmiennej ewentualnej x, liczby dla bocznych —
za warianty zmiennej .

Obliczmy dla tych dwoéch populacyj jeden ze wspotczyn-
nikdw regresji oraz wspoélczynnik korelacji. Wypadnie:

0!l =+ 04321, r=.+0.679.

e

Tabela 41,1

Liczby promieni w szczytowych i pierwszych bocznych bal-
dachach olszewnika.

31 33 27 32 24 25 28 26 28 29
22 29 27 25 23 23 20 21 27 21

40 41 34 24 34 30 27 32 33 29
27 24 20 22 28 25 25 29 25 24

30 40 33 29 28 28 31 25 24 28
2427 30 18 18 22 23 18 18 24

26 29 40 25 24 29 32 27 26 29
24 21 28 21 17 25 26 26 22 23

36 27 24 31 38 31 24 32 29 30
23 023 19 29 29 26 21 26 29 22

33 28 29 25 23 26 31 34 25 28
25 25 26 23 23 21 25 28 23 26



22 27 33 24 27 22 39 29 29 28
21 24 25 22 23 25 30 25 24 26

39 33 38 37 29 28 29 28 26 26
30 30 30 28 23 22 25 22 20 26

3% 29 20 32 28 27 29 30 28 21
26 24 27 25 23 22 21 25 23 21

Wezmiemy nastepnie z omawianego materialu 9 prob po
10 par wariantéw wedlug tabeli 41,1 i zobaczymy, jakie war-
tosci wypadng dla tych samych wspotczynnikow. Wartosci bn
i r sa zestawione w tabeli 41, 2. Sa to czgSciowe populacje
wtérne tych charakterystyk korelacji.

Tabela 41,2

Baldachy szczytowe i boczne olszewnika.

Pr éby br r
1 0.3926 0.432
2 0.1572 0.404
3 0.7007 0.744
4 05044 0.728
5 0.4776 0602
6 0.4252 0 648
7 03908 0.834
8 0.6278 0.837
9 0 2898 0519

Srednie 0.4407 0.639

Wypadly one réznie dla roznych prob i odmiennie dla prob
niz dla calosci materialu. Srednie arytmetyczne wartoéci dla
prob zblizaja sie¢ natomiast do warto$ci odnosnych charakte-
rystyk dla catosci materialu. Zupelnego wyrdéwnania nie



mozna si¢ spodziewa¢ nawet wtedy, gdyby si¢ wziclo wszyst-
kie mozliwe proby. MielibySmy wtedy wprawdzie pelne popu-
lacje wtorne, ale jak to bylo wyjasnione w ust. 29, tylko po-
pulacje wtorne zlozone ze srednich daja $rednig réwng war-
tosci charakterystyki dla populacji.

Zbadanie pelnych populacyj wtérnych dla charakterystyk
korelacji prowadzi do okre$lenia wymiaru Srednich btgdoéw
dla tych charakterystyk. Otrzymuje si¢ wzory:

/L \ 9 V1- T8 /LN /1 —rl —r'
s(6.) :_»y_-_ """"" s(b2)= ’ " £(rl=—7l7==r,
KXV n—2 Vn—2 yn—|

Dla podanych powyzej populacyj dla olszewnikg mamy
ox —4.465, (ly=2.840 1 wobec tego wypada s (bj=0.1651,
E (r) =0.245.

Co do wzordéw na $redni blgd wspotczynnikoéw regresji i ko-
relacji trzeba zrobi¢ to samo zastrzezenie, jakie bylo obszernie
omoéwione odnos$nie podobnych wzoréw dla charakterystyk po-
jedynczych populacyj w ust. 30. Mianowicie jako tako doktadne
warto$ci otrzymuje si¢ z nich tylko przy duzej liczbie warian-
tow. Przy matlej ich liczbie trzeba obliczaé, tak jak dla $red-
niej arytmetycznej, prawdopodobienstwo gorszych — bardziej
odbiegajacych od prawdziwej — warto$ci niz ta, ktorg sie
otrzymalo dla danej proby (por. ust. 31). Wykonanie takich
obliczen znajdzie czytelnik w podrecznikach Fishera i Ro-
manowskiego.

Trzeba doda¢ jeszcze jedno zastrzezenie: podane wzory
dla bledow charakterystyk korelacji zostaly wyprowadzone
w zalozeniu, Ze rozpatrywane populacje maja forme normalna.
Poniewaz tak na ogét nie jest, wynikaja z tego dalsze odchy-
lenia wartos$ci obliczonych od prawdziwych.

Mozna naturalnie postawi¢ zagadnienie wiarogodnosci
wskaznika $cistosci korelacji. Wobec zawilosci tego zagadnie-
nia nie bed¢ go rozpatrywal. Ograniczg si¢ do podania war-
tosci wspomnianego wskaznika dla materiatu olszewnika. Dla



niego mamy: ox =4.465, ay—2.840, oc=2947, y=2428,
2=10.679. Wobec tego wypada ¢ = 0.902.

42. Tabele korelacyjne. Przy duzych populacjach trzeba
dla uproszczenia obliczen uklada¢ dane w tabele korela-
cyjne, albowiem wtedy te same pary wartos$ci oc i y wyste-
puja wielokrotnie. W tym celu rysuje si¢ szachownice i wypi-
suje sie u goéry pionowych rzgdow wartosci oc a na poczatku
poziomych wartosci y. Nastgpnie na skrzyzowaniu jednych
i drugich wpisuje si¢ czgstosci odno$nych par wartosci oc 1 y.
Wreszcie u dolu pionowych rzedow umieszcza si¢ czestosci
warto$ci zmiennej o, a na koncu poziomych rzedéw czestosci
warto$ci zmiennej Y.

Jako przyktad podam: 1) liczby dzieci u matki* i corki
wedlug danych Pearson a, Lee i Moore’a, 2) wiek meza
i zony wedhug angielskiego spisu ludnosci z r. 1901, 3) liczby
kwiatow jezyczkowych i rurkowych w szczytowych koszykach
arniki wedlug badan wlasnych nad materialem z Lojowej
w okolicach Delatyna i 4) Srednie zachmurzenie i dobowe am-
plitudy temperatury powietrza w Batawii na Jawie z lat
1908 —1917. Pomijam natomiast klasyczny przyktad kore-
lacji miedzy wzrostem syna i ojca, przytaczany nieomal we
wszystkich podrgcznikach, gdyz odnosne materialy angielskie
sa wadliwe z powodu niewlasciwego wytknigcia granic klas,
przez co czestosci wypadly cze$ciowo utamkowe.

Dla obliczenia charakterystyk korelacji z takich tablic
metodg najmniejszych kwadratow uzywa si¢ tych samych
wzorow, jakie poprzednio stosowali§my do matych materia-
6w, a wiec:

b = 2 (x—K) (y—J/
2 (x—ea&)

_ SCe—e) 1V —Y)
2<y-yyV

m=2y btbl



Korelacja migdzy liczba dzieci u matki i u jednej z jej corek

w malzenstwach trwajgcych conajmniej 15 lat wedlug angielskiej statystyki.

Liczba dzieci
u corki

O 00 AN W R WD — O

—_ o — —
W /O

Ogotem

12

—_—n B~ ;i i O

53

N=l, BNl

[ NS SN e Y,

57

—_ = —m e
o N O -

—_ N0 — A B W oo —

100

Liczba dzieci u matki

O W — — W O

132 1 140

7

8

10
10
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9

10

WD oo N oo B~ W W

(ST S B S R

52
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25

12
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22

10

14
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Ogotem

110
98
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105
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123

103
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61¢



Tabela 42,2

Korelacja migdzy wiekiem Zzony i meg¢za wedlug angielskiego spisu ludnosci z r. 1901.
Czestosci oznaczajg tysigce par.

Wiek
mezow
o)
15 -
20—
25—
30 -
35—
40—

Ogotem

15— 20—

2 2
16 173
4 185
1 41
— 9
— 3

23 414

25-7

46
402
265

69

17

808

30-

84
411
251

20

— — W oo

854

Wiek zZzon

35— 40— 45— 50— 55—

10
84
369
219
66
19

—_ — W oo

781

12
80
309
178
57
18

— — W oo

669

12
66
252
146
46
16

550

12
59
195
110

437

141

317

60— 65—
1 J—
2 1
10 2
35
101 23
53 58
18 31
5 10
l 2
— 1
226 134

70—

75—

12

27

80—

85—

Ogotem

240
688
817
793
700
595
483
369
2717
175
104

w §



Tabela 42,3
Korelacja migdzy liczbg kwiatow jezyczkowych irurkowych w szczytowych koszykach arniki
z okolic Lojowe;.

Liczby kwiatow Liczby xwiatow je¢z yczkowych @) )
kowych () Ogoblem
rurkowy Y. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
43— 1 !
48 - = 2 - 1 — 3
53— - — 1 12 5
58- - - 1 - — - = 3
63— - — — 1 | 1 | 4
68- - - — — 1 = 11 2 5
73— - ! 1l -3 — - - = - - = - 6
78— - - 1 1 2 — 4 — 1 2 M - = = = = — 13
83— - — 2 2 4 4 77 3 23 35
88- - — 1 = 3 9 12 4 7 6 e - 44
93— - 1 1 - 4 3 11 10 6 10 2 — 2 — - — — 50
98— - — 1 1 35 13 14 15 11 6 2 - — - - 72
103- =3 3 7 12 13 10 1u 2 5 2 | — — 89
108- 1 1 1 4 7 12 7 8 13 5 4 5 — — — 68
113- - — — = — 3 11 B8 16 10 10 12 | 1 1 1 — — 84
118— - — | 12 4 16 13 21 12 9 5 4 1 — — — 89
123— - - 3 1 — 75 5 16 9 15 15 6 1l - = — 83
128 - - = — - — = 6 7 2 9 14 1 9 2 5 2 — — 66
133 - - = — - 1 1 301 2 6 7 6 5 3 - 1 1 | 38
138- - — — — — 1 | 1 8 4 8 4 4 3 2 — 1 38
143- -_ = = — 21 3 6 6 3 9 4 12 — = 37
148— - - T = T - l 5 2 5 1 2 — 1 — — 27
153— 2 — 1 3 14 1 1 1 14
158- - - - - - — = - 3 3 — 1 2 — 2 1 13
163- - - - — = = — - — — | — 4 — 1 2 — = 8
168 - 2 2
173— 1
178— - = = - - - - 1 = — — — 1
Og6 em 1 1 12 15 27 45 101 118 98 136 104 8 78 38 20 12 5 4 899

w8

IcC



Korelacja migdzy $rednim zachmurzeniem a dzienng amplitudg temperatury powietrza
w Batawii w miesigcach czerwiec — sierpien 1908 — 1917 lat.
agéiﬁrtﬁlgy brednie zachmui‘zeme w setnych )

Ogodtem
t tury
emp;;)a 5— 10- 15-20— ,5- 30— 35- 40- 45- 50- 55— 60- 65- 70- 75- 80- 85— 90— 95—

2.0- _— 2 2
25 — - = = — — - - - - = — = — it
3.0— — - — - - T = - T | | — — 3 5
3.5— - — - — - — 2 - — 2 3 2 9
4.0— - - = - — - | 2 — 1l — - — 5 9
45 - [ — 2 1 2 2 3 | | 6 19
5.0- - - - - — - - 1 5 | 3 2 6 6 4 4 2 34
55 - 1 6 7 1 5 2 7 3 5 6 3 2 48
6.0— - - - - — — 5 5 6 12 13 6 11 14 6 5 5 90
6.5- - — 2 3 2 | 8 129 17 15 14 16 6 5 5 5 | | 122
7.0— - — 2 5 10 14 13 24 18 17 10 16 14 12 6 5 2 | 1 170
7.5— - | 5 8 16 14 27 20 20 16 9 13 6 7 2 1 2 | — 168
80- — 2 5 5 12 14 18 15 9 7 6 4 — 3 — ! - — — 101
8.5 - — 4 4 5 12 5 9 4 4 4 3 - 2 | 1l - = — 58
9.0- — 3 5 4 9 8 7 6 3 3 2 — — - - - - 50
9.5 | 1 5 3 5 — |l - — 2 — — — — - 16
10.0— | 4 9 1 3 — — = |l e — - - — — - 12
10.5— — 1 2 — — = = _ — 1 - - - = - 4
11.0 - 2 - — | - — — — = = 3

64 18 89 174 81 65 68 54 51140 34 27 19 24 920
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Przede wszystkim trzeba obliczy¢ sume 2 (x —aj (y —y).
W tym celu trzeba uciec si¢ do metody wartosci wyjsciowe;.
Nietrudno jest wyprowadzi¢ odno$ny wzor. Przyjmujemy dla
zmiennej x warto$¢ wyjsciowg a T dla zmiennej y — war-
to$¢ al. Bedziemy mieli:

2<a—ad<g—a™ 2 (r—x-Vx—aj (y—y 4-y—al)=
=20c—x) (y—y)42Cx—x"y—a)sd- 2 x—aj (y—yj4
+2kh—aj(y—a))=2(x—aj(y—yj4 (y—al) 2 (x—aj 4
+ —al2@p—yj4nX—aj (y—al).

Poniewaz sumy 2 (a?7—x) i 2 (y—y) jako sumy algebraiczne
odchylen od $redniej sg réwne zeru, drugi i trzeci wyraz zni-
kaja. Otrzymujemy zatem:

2x—X) (y—y)—2@—aJ (y—a)—n (x—aJ (y—ad).

4 2 (x— aj

Ale z drugiej s{frony X —ax 4 ==
2 (y—al)

n
Wobec tego bedziemy mieli ostateczny wzor:

2G—x) (y—2)= 2 (x—a) (y—aD) 2 (x—all2 (y—al

Sumowanie dotyczy naturalnie wszystkich par wariantoéw obu
zmiennych.

Pozostaje jeszcze obliczy¢ sumy kwadratow odchylen od
$redniej. Jest to zadanie juz nam znane, rOwnowazne z obli-
czaniem S$redniego odchylenia. Dla zmiennej x mamy na to
wzor:

y—al-¥

2* (r—aj]2

2 x—x)2=2 (x— aj2

i podobny wzor dla drugiej zmiennej:
[2 (y-aD]

(y—y)2=r (2/-a) "



W praktycznym wykonaniu porzadek obliczen jest od-
wrotny. Pokaz¢ go na przykladzie liczb dzieci u matki i corki
(tab. 42,1). Obliczenie sum kwadratow odchylen, zestawione
w tabelach 42,5—6 nie wymaga zadnych wyjasnien.

Przyjmujemy =35, a?l=4. Otrzymujemy .2 (x—aj = + 398,
2 Vy—al)=4-335 oraz 2 (z— ajl = 8814, 2 (?/—a2)2=2_8919.
Stad 2(ce —xj2=8814 — ~— = 8814 — 806 = 8008

3352
-1

000 = 8919 — 112 = 8807

2 (v —yf = 8919 —

Tabela 42,5

X f X ax Sflac—aj f (x—ai)
| 53 —4 212 848
2 57 —3 171 513
3 100 —2 200 400
4 132 —1 132 132
5 140 0 — 715

6 124 4- 1 124 124
7 113 +2 226 452
8 92 4-3 276 828
9 76 4- 4 304 1216
10 52 4-5 260 1300
11 25 4- 6 150 900
12 22 4-7 154 1078
13 10 T8 80 640
14 2 4-9 18 162
15 1 4- 10 10 100
16 1 4- 11 11 121

1000 4- 1613 8814



1 | | | , Tabela 42,6 | |

1 y 411- al /-4y fti—)

0 i 110 - 440 1760
1 98 294 882
2 97 | —21 194 388
3 105 --1 105 ; 105
4 133 0 | —1033 i
5 123 41 123 | 123
6 103 42 206 | 412
7 73 4-3 219 T 657
8 73 +4 | 292 1168
9 34 5 170 850
10 24 46 144 864
11 8 4-7 56 392
12 13 48 104 832
13 6 49 54 486

1000 + 1368 8919

Teraz przychodzi z kolei bardziej zawite obliczenie sumy
S (oc—=&) (y—y). W tym celu piszemy na nowo tabele kore-
lacyjna pozostawiajac w niej wolne rzedy, odpowiadajace war-
tosciom wyjsciowym (tab. 42,7), przez co tabela zostaje podzie-
lona na cztery ,,kwadraty”. Nastgpnie u gory piszemy odchy-
lenia zmiennej oc od warto$ci wyjsciowej al! z lewej za$ strony
takie same odchylenia y oct a? i wreszcie w kazdej kratce pi-
szemy u gory z lewej strony odnosne czgstosci. Po tych wstep-
nych czynno$ciach przystepujemy do obliczen. W kazdej kratce
u dotu z prawej strony piszemy iloczyn czestosci przez odchy-
lenie y—a2. Te iloczyny sumujemy osobno dla kazdego kwa-
dratu i wpisujemy sumy w wolnym poziomym rzgdzie. Sumy
beda dodatnie w. ddinycb kwadratach, ujemne — w goérnych.

Zadania i metody statystyki 15



11

72

45

30

11

—122 —158
+ 96. +161

7
8

5

7
16
9
16
20
6
14

8

17
11
8

17
22

24

12

3
2
1
2

48
15
12

7
16

+ 1 +2

16 8 9 6
60 32 36 24

+ 3

14 13 10 4
—143 — 90 — 76 — 47
+162, +168 +154 +131

9 12 13 14
9 12 13 14

12 15 14 7
24 30 28 14

13 9 8 5
39 27 24 15
36 32 20 48
20 35 25 15

18 24 36 18

3

3

4

8

+4 +5

12

9

8

+ 6

2

N3
O»

+7 +8 +9 + 10 + 11
3
12
2
6
l
2
3
— 21 2
4- 26 "+ 41 + 10 + 8
2 2
2 2
3 |
6 2
1 ]
3 3
1 2 1
4 8 4
1
5
| |
6 6
1 |
8 8 w
2 N
18 N



Tabela 42,8

Liczba dzieci u matki 1 corki.

2:
x —al (+) ) — () + (5 (x —ax)S
-4 34 79 -45 + 180
-3 52 79 27 + 81
-2 96 122 -26 + 52
-1 161 158 + 3 - 3
0

+ 1 162 143 +19 + 19
+ 2 168 90 -b78 + 156
+ 3 154 76 4 78 + 234
+ 4 131 47 +84 + 336
+ 5 96 37 + 59 + 295
+ 6 58 20 + 38 + 228
+ 7 26 21 + 5 + 35
+ 8 41 — +41 + 328
+ 9 10 — -+ 10 + 90
+ 10 8 — + 8 + 80
+ 11 — 2 -2 — 22

+2114

- 25

+ 2089

Otrzymane wyniki zbieramy w osobng tabele 42,8. A mia-
nowicie piszemy w pierwszej kolumnie odchylenia x— au
w osobnych kolumnach (drugiej i trzeciej) sumy dodatnie
i yjemne iloczynow z poprzedniej tabeli. W nastepnej kolum-
nie (czwartej) umieszczamy sumy algebraiczne tych sum
osobno dla kazdego odchylenia x—av Nastgpnie mnozymy
te ostatnie sumy przez wspomniane odchylenia, a iloczyny
W ten sposob otrzymane piszemy w ostatniej kolumnie. Wresz-
cie sumujemy te iloczyny, uwazajac na znaki — dodawanie
ma by¢ algebraiczne! Otrzymujemy w ten sposob:

2 (x—aj (y—a2)=+ 2089



W koncu odejmujemy poprawke:
X 2)p-ay 898)50 535 —300.83,

co daje ostatecznie S —e) (y—y)— 2089 — 01 = 1788.

Na podstawie otrzymanych w ten sposéb wynikow wy-
pada ostatecznie:

b{ +0.2233, bl= =+ 0.2030, r=+ 0.2129.

8008 8807
Rownania regretji bedg mialy forme:

LY =433 + 02233 (z— 5.90)
' X =5.90 + 0.2030 (y — 4.33)

Dla obliczenia S$rednich bledéw beda jeszcze potrzebne
wartosci $rednich odchylen ox i oy. Wynosza one w naszym
przypadku ox =2.830, oy — 2.968. Wobec tego ¢ (bj=0.0324,
e (b3)=10.095, ¢ (r) = 0.0302.

Wreszcie wskaznik $cistosci korelacji jest rowny o/ = 0.440.

Mamy w tym przypadku niewielkg wartos¢ wspoiczynnika
korelacji 1 mierng jej $cistosc.

Pozostale przyktady potraktuj¢e mniej szczegétowo, pozo-
stawiajac czytelnikowi trud wykonania obliczen. A wigc przy-
ktad drugi, dotyczacy korelacji migdzy wiekiem zony i meza,
rézni si¢ od poprzedniego tym, ze warianty sg zgrupowane.
Niewielka z tego wynika komplikacja, gdyz szeroko$¢ klas
jest dla obu zmiennych jednakowa, mianowicie 5. Operujac
numerami klas, jak wartosciami zmiennych ewentualnych,
otrzymujemy wartosci.

X (e* —c')) = 34347, (y-—22/=36497.
Trzeba od nich odja¢ poprawke Shepparda w wysokosci

okre$lonej wzorem " wypadpie wtedy:

X (@ —a)?=133904, (*—yy =36054.
Nastepnie suma X (x*—x) (y—y’) bedzie réwna 32374.



Wobec tego, ze szerokos¢ klas jest jednakowa dla obu
zmiennych, mozemy otrzymane warto$ci uzy¢ bez zmian do
dalszych obliczen, tak jak gdyby od=3x, y'=y otrzymamy:

b*='33904- = °-9550" b== 36054 '=— °-8980" r="°-926'

e (b,) = 0.0053, e (b2) = 0.0050, a (r) = 0.052, » = 0.883.

Rownania regresji beda Y =42.31 4- 0.955 (oc— 40.06)
X=40.06 + 0.898 (7/ —42.31).

Mamy tu w przeciwienstwie do pierwszego przyktadu wy-
sokie warto$ci wspotczynnika korelacji i wskaznika S$cisto$ci.

Wigksze komplikacje beda w trzecim przyktadzie, doty-
czacym liczb kwiatow rurkowych i1 jezyczkowych w szczyto-
wych koszykach arniki (tab. 42.3), gdyz liczby kwiatéw rur-
kowych sa zgrupowane, liczby za$§ kwiatow jezyczkowych nie-
zgrupowane. Szeroko$¢ klas dla kwiatéw rurkowych jest 5.
Ogladajac tabele korelacyjng, czytelnik zapewne zdziwi sig,
dlaczego zakresy klas nie sg wytknicte przez liczby wielo-
krotne 5. Otdz zostaly one ustalone w ten sposob, zeby wartosci
srodkowe wypadly wielokrotne 3.

Dla liczby kwiatéw jezyczkowych (zmienna a?) otrzymu-
jemy 2'(a?—=e)) 7009. Operujac numerami klas dla liczby
kwiatow rurkowych (zmienna 1/), bedziemy mieli 2 (3y—y'Y—
— 16365, a po zastosowaniu poprawki Shepparda w wy-

miarze — ) —— 75 otrzymamy 16290. Suma 2 (v— )] be-

dzie 25 razy wigksza.

Przy obliczaniu sumy 2 (a?—a’)(y—y) bedziemy dla
zmiennej y operowali numerami klas. Otrzymamy 2 (oc— @)
(y*—Y¥) = 6388. Suma 2 (oc—oc) (y—y) bedzie 5 razy wicksza.

Stad otrzymamy:

6387803(9 > _ 4.557, b2 =Ne90X 25 =0 0784’ 1= °'598

Rownania regresji beda: Y = 115.1 + 4.557 (oc—18.73)
X —18.73 4 0.0784 (y—115.1).



Nadto majac ciagle na uwadze grupowanie zmiennej y, be-
dziemy mieli $rednie biedy e (bx)=0.218, e (b2)=0.0033,
e (r) =0.021 1 wskaznik S$cistosci korelacji cu = 0.863.

Wreszcie w ostatnim przyktadzie, dotyczacym zachmurze-

nia i dobowej amplitudy temperatury powietrza, mamy obie
zmienne zgrupowane, ale o roéznej szerokosci klas: wynosi ona
dla zachmurzenia 0.05, dla amplitudy temperatury 0.5 czyli
10 razy wigce;j.
Dla zachmurzenia (zmienna a?) otrzymujemy X —=&'))=
= 15878, po zastosowaniu poprawki Shepparda 15801. Dla
otrzymania sumy 2 (x—a?)] trzeba te liczb¢ pomnozy¢ przez
kwadrat szerokosci klas, to znaczy przez 0.0025.

Dla amplitud temperatury (zmienna y) bedziemy mieli
2 (y'—y")2=106322, a po zastosowaniu poprawki Sheppar-
da 6245. Dla otrzymania sumy 2 (y—y)? trzeba pomnozy¢
przez 0.52=0.25.

Suma 2 (.r—x') (yr—y'] wypada ujemna réwna —6780.
Dla otrzymania 2 (a?—a?) (y—y) trzeba t¢ liczb¢ pomnozy¢
przez 0.05 X 0.5 — 0.025.

Wspoblczynniki beda miaty wartosci:

6780 X 0.025 ,,nhogi

bt=— 15801 X 0.0025 '

o S780X0005 plpgs
6322 X 025

r=—10.629.

Rownania regresji beda: Y — 7.251 —4.291 (2—0.515)
0.515 —0.1086 (y —7.251)
Wreszcie bedziemy mieli $rednie biedy £(b,) = 0.1614.

§(b2) — 0.0041, e(r)—0.020 i wskaznik S$cistosci korelacji
<0=0.792.



ROZDZIAL Vili.
KONTYNGENCIJA.

43. Pojecie kcentyngencji. Kontyngencja nazywa
si¢ wspoltzaleznos¢ migedzy populacj ami, z kto-
rych jedna przynajmniej ma charakter jako-
Sciowy.

Jezeli populacja ma charakter jakosciowy, to jej warianty
daja si¢ podzieli¢ na dwie grupy na podstawie posiadania
wzglednie braku takiej czy innej cechy. Na przyktad o ile cho-
dzi o barweg wloséw 1 oczu, taka cechg bedzie wystgpowanie
barwika. W ten sposdb wlosy czarne, szatyniaste i rude beda
mialy t¢ cechg, wlosy zas blond s3 jej pozbawione. Z drugiej
strony oczy piwne i czarne beda mialy, niebieskie za$ szare
i zielone sg jej pozbawione. Wystepowanie danej cechy ozna-
czamy jaka$ litera, powiedzmy A4, brak jej natomiast taka
samg literg ale matg, a wigc a.

Rozpatrzmy teraz dwie populacje jakos$ciowe, pozostajace
ze soba w zwiazku z jakiejkolwiek przyczyny, na przyktad
wspomniane powyzej barwy wlosow 1 oczu u tych samych
0os0b. Oznaczamy wystgpowanie cechy pierwszej populacji
przez A, cechy drugiej przez B, nadto brak pierwszej z tych
cech przez a, brak drugiej przez b. Ot6z ogélnie mozna si¢
spodziewaé, ze cze$¢ wariantdw A bedzie miala ceche drugiej
populacji, czgs¢ za$ bedzie jej pozbawiona i to samo mozna
przypuszcza¢ o wariantach a. Wobec tego mozna bedzie jedna
i drugg populacj¢ podzieli¢ na cztery cze$ci. Warianty pierw-
szej czesci beda mialy cechy i pierwszej, i drugiej populacji,
oznaczymy je AB. Warianty drugiej beda miaty tylko ceche



pierwszej, oznaczymy je przez Ab. Trzecia czes¢ wariantow
bedzie miata cech¢ tylko drugiej populacji, beda to warianty
aB. Ostatnia wreszcie bedzie pozbawiona cech obu populacyj,
beda to warianty ab. Liczebno$¢ tych grup wariantdw mozna
zestawi¢ w tabele podobna do tabeli korelacyjnej ale ztozong
tylko z czterech kratek (tab. 43,1). Te liczebnosci oznaczymy
symbolami wariantéw ujetymi w nawias.

Tabela 43,1
Cechy A a Ogodlem
B (AB) (aB) (AB) + (aB)
b (Ab) (ab) (Ab) + (ab)

St + + n — (AB) + (aB)A
Ogotem (AB)+ (Ab) (aB)+ (aB) ~r (Ab) + (ab)

Jako konkretny przyktad wezmiemy wspoélzaleznos¢é mie-
dzy barwg wlosoéw i1 oczu wedlug badan A m m on a w Badenii
(tab. 43,2). Nazwijmy ciemnymi wlosy i1 oczy posiadajace wy-
razny barwik, jasnymi nie majgce go.

Tabela 43,2
Wilosy
Oczy Ogoblem
Ciemne Jasne
Ciemne 742 115 857
Jasne 3229 2714 5943
Ogolem 3971 2829 6800

Tego rodzaju tabele stuza za podstawe do oceny charak-
teru kontyngencji, jezeli jedna z populacyj ma charakter ilos-
ciowy, majg one inng form¢ — skladaja si¢ z dwoch szeregow



kratek. Na przyklad Pearson oglosit nastepujagce dane doty-
czace zwigzku miedzy wiekiem dzieci a anemig (tab. 43.3).

Tabela 43,3

Wiek dzieci
Barwa krwi Ogotem
7 8 9 10 11 12 13

Naturalna 34 29 27 32 31 35 41 229
Blada 17 17 23 19 21 21 17 135

Ogotem 51 46 50 51 52 56 58 364

Trzeba jeszcze dodaé, ze kazda populacje ilosSciowa mozna
potraktowaé jako jakosciowa. Mozna bowiem warianty wigk-
sze od pewnej granicznej wartosci uwaza¢ jako posiadajgce
pewna ceche a mniejsze jako nie majace jej. Taki podziat jest
stosowany na przykltad w antropologii, kiedy si¢ wyrdznia
osobniki dlugogtowe od krotkogtowych.

W nastepnym ustepie zajmierny si¢ okre$leniem charak-
teru kontyngencji. Ograniczymy si¢ do najprostszego przy-
padku, kiedy sa porownywane dwie populacje, obie jakoSciowe.

44. Wspotczynnik kontyngencji. Badanie kontyngencji ma
zupehie inny charakter niz rozpatrzone w poprzednim roz-
dziale badanie charakteru korelacji. Mianowicie dotyczy ono
czestosci wariantow, podczas gdy tam chodzito o ich wartosci
To tez nie mozna tu mowi¢ o stopniu $cistosci, tylko ogodlnie
o charakterze kontyngencji.

Jak zawsze w statystyce, chodzi i w tym przypadku o uje-
cie liczbowe. Trzeba ustali¢ jakis wspolczynnik kontyn-
gencji, ktoryby okreslat charakter tego rodzaju wspoélzalez-
nosci migdzy populacjami. Taki wspolczynnik powinien przede
wszystkim czyni¢ zado$¢ warunkowi, aby si¢ rownal zeru,
skoro migdzy cechami rozpatrywanych populacyj niema zad-
nego zwigzku, to znaczy jezeli czestos¢ wzgledna 4 bedzie taka



sama dla wariantdw majacych i1 niemajacych cechy B i od-
wrotnie. Korzystajac z oznaczen tabeli 43,1 poprzedniego uste-
pu, mozna ten warunek zapisa¢ w formie proporcji:

(AB) (Ab) (AB) (aB)
(aB) ~ (ab) ab0  (Ab) (ab)

Stad wynika, ze wzor na wspolczynnik kontyngencji powi-
nien zawiera¢ czynnik (AB) (ab) — (/Ib) (aB).

Dalej ten wspolczynnik przybieraé powinien warto$¢ plus
jeden przy najsilniejszym powigzaniu cech A i B. Najsilniejsze
powiazanie bedzie wtedy, jezeli kazdemu wariantowi A odpo-
wiada wariant B i odwrotnie. Zajdzie to wtedy, kiedy (aB) =
= (Ab) = 0. Wreszcie wspotczynnik kontyngencji powinien przy-
biera¢ warto$§¢ minus jeden, jezeli cechy A i B wylaczaja si¢
wzajemnie, to znaczy, jezeli zadnemu wariantowi z cecha A
nie odpowiada wariant z cecha B i odwrotnie. Taki przypadek
wystapi, jezeli (AB) =0.

Powyzszym trzem warunkom czyni zado$¢ zaproponowany
przez Y ul e’a wspotczynnik:

_ (ABi (ab) — (Ab) (aB)
e— (AB) (ab) + (Ab) (aB)

Takie rozwigzanie zagadnienia nie jest jedyne. Propono-
wano rozne inne formy podobnego wspoélczynnika. W szczegdl-
nosci czesto mozna spotkaé si¢ z tzw. wspotczynnikiem
korelacji dla cech niewymierzalnych, okreslo-
nym przez wzor:

R (AB) (ab)—JAD) (aB)
[(AB) + (aB)] [(AB) + (Ab)] [(aB) + (ab)] [(Ab) + (ab)]

Taka funkcja ma tyle wspolnego ze wspolczynnikiem ko-
relacji, ze da si¢ wyprowadzi¢ wedlug prawidet obliczenia
wspomnianego wspoélczynnika, jezeli si¢ zalozy, ze warianty
A i B majg warto$¢ jeden, a warianty a i b — warto$¢ zero.
Takie zatozenie oczywiscie nie ma zadnego sensu. Powyzszy
,»Wspotczynnik korelacji ma ten sam licznik co wspdlczynnik




§ 44

kontyngencji @ a wigc staje si¢ rownym zeru jednoczesnie
z nim. W innych przypadkach daje warto$ci odmienne, na przy-
kitad dla przytoczonego powyzej materiatu statystycznego do-
tyczacego barwy wloséw i oczu wypada (=0.689, R=0.201.

Przytocz¢ jeszcze jeden przyklad: skuteczno$¢ dzialania
surowicy Behringa przy zaslosowaniu jej do dzieci cho-
rych na plonice (dyfteryt). Fibiger oglosit w tym wzgledzie
ciekawe dane z obserwacyj wykonanych w Kopenhadze
(tab. 44,1). Wypada tu ¢ = 0.591, R=0.160. Widzimy, ze roz-
nice pomi¢dzy obu funkcjami majacymi charakteryzowac kon-
tyngencje sa ogromne. Ciekawy to przyktad wzglednos$ci me-
tod statystycznych.

Tabela 44,1

Wspotzalezno$¢ migdzy stosowaniem surowicy Behringa
do dzieci chorych na plonic¢ a wyzdrowieniem.

Wyzdro-

wienie Smier¢ Ogodlem
Z surowica 231 8 239
Bez surowicy 215 29 244

Ogotem 446 37 483
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ISR
LoD

3989
3970
3910
3814
3683

3521
3332
3123
2897
2661

2420
2179
1942
1714
1497

1295
1109
0940
0790
0656

0540
0440
0355
0283
0224

0175
0136
0104
0079
0060

0044

3989
3965
3902
3802
3668

3503
3312
3101
2874
2637

2396
2155
1919
1691
1476

1276
1092
0925
0775
0644

0529
0431
0347
0277
0219

0171
0132
0101
0077
0058

0033

Tabela A

(0 =

3989
3961
3894
3790
3653

3485
3292
3079
2850
2613

2371
2131
1895
1669
1456

1257
1074
0909
0761
0632

0519
0422
0339
0270
0213

0167
0129
0099
0075
0056

0024

3988
3956
3885
3778
3637

3467
3271
3056
2827
2589

2347
2107
1872
1647
1435

1238
1057
0893
0748
0620

0508
0413
0332
0264
0208

0163
0126
0096
0073
0055

0017

1
Ia21c

4

3986
3951
3876
3765
3621

3448
3251
3034
2803
2565

2323
2083
1849
1626
1415

1219
1040
0878
0734
0608

0498
0404
0325
0258
0203

0158
0122
0093
0071
0053

0012

3984
3945
3867
3752
3605

3429
3230
301
2780
2541

2299
2059
1826
1604
1394

1200
1023
0863
0721
0596

0438
0396
0317
0252
01*98

0154
0119
0091
0069
0051

0009

3982
3939
3857
3739
3589

3410
3209
2989
2756
2516

2275
2036
1804
1582
1374

1182
1006
0848
0707
0584

0478
0387
0310
0246
0194

0151
0116
0088
0067
0050

0006

3980
3932
3847
3725
3572

3391
3187
2966
2732
2492

2251
2012
1781
1561
1354

1163
0989
0833
0694
0573

0468
0379
0303
0241
0189

0147
0113
0086
0065
0048

0004

3977
3925
3836
3712
3555

3372
3166
2943
2709
2468

2227
1989
1758
1539
1334

1145
0973
0818
0681
0562

0459
0371
0297
0235
0184

0143
OHO

0084
0063
0047

0003

3973
3918
3825
3697
3538

3352
3144
2920
2685
2444

2203
1965
1736
1518
1315

1127
0957
0804
0669
0551

0449
0363
0290
0229
0180

0139
0107
0081
0061
0046

0002



0014

0019
0026
0035
0047
0062

0082
0107
0139
0179
0228

0287
0359
0446
0548
0668

0808
0968
1151
1357
1587

1841
2119
2420
2743
3085

3446
3821
4207
4602
5000

0010

0018
0025
0034
0045
0060

0080
0104
0136
0174
0222

0281
0351
0436
0537
0655

0793
0951
1131
1335
1562

1814
2090
2389
2709
3050

3409
3783
4168
4562
4960

0007

0018
0024
0033
0044
0058

0078
0102
0132
0170
0217

0274
0344
0427
0526
0643

0778
0934
1112
1314
1539

1788
2061
2358
2676
3015

3372
3745
4129
4522
4920

Tabela B

! dx

Dziesigciotysigczne

3

0005

0017
0023
0032
0043
0057

0076
0099
0129
0166
0212

0268
0336
0418
0516
0630

0764
0918
1093
1292
1515

1762
2033
2327
2643
2981

3336
3707
4090
4483
4880

4

0003

0016
0023
0031
0041
0055

0073
0097
0126
0162
0207

0262
0329
0409
0505
0618

0749
0901
1075
1271
1492

1736
2005
2296
2611
2946

3300
3669
4052
4443
4840

5

0002

0016
0022
0030
0040
0054

0071
0094
0122
0158
0202

0256
0321
0401
0495
0606

0735
0885
1056
1251
1469

1711
1977
2266
2578
2912

3264
3632
4013
4404
4801

0001

0015
0021
0029
0039
0052

0070
0091
0119
0154
0197

0250
0314
0392
0485
0594

0721
0869
1038
1230
1446

1685
1949
2236
2546
2877

3228
3594
3974
4364
4761

0001

0015
0021
0028
0038
0051

0068
0089
0116
0150
0192

0244
0307
0384
0475
0582

0708
0853
1020
1210
1423

1660
1922
2206
2514
2843

3192
3557
3936
4325
4721

0001

0014
0020
0027
0037
0049

0066
0087
0113
0146
0186

0239
0301
0375
0465
0571

0694
0838
1003
1190
1401

1635
1894
2177
2483
2810

3156
3520
3897
4286
4681

0001

0014
0019
0027
0036
0048

0064
0084
OHO
0143
0183

0233
0294
0367
0455
0559

0681
0823
0985
1170
1379

1611
1867
2148
2451
2776

3121
3483
3859
4247
4641
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5000
5398
5793
6179
6554

6915
7257
7580
7881
8159

8413
8643
8849
9032
9192

9332
9452
9554
9641
9713

9772
9821
9861
9893
9918

9938
9953
9965
9974
9981

9986

5040
5438
5832
6217
6591

6950
7291
7611
7910
8186

3438
8665
3869
9049
9207

9345
9463
9564
9649
9719

9778
9826
9864
9896
9920

9940
9955
9966
9975
9982

9990

Tabela B (dokonczenie)

—X>

Dziesi¢ciotysieczne

3

5120
5517
5910
6293
6664

7019
7357
7673
7967
8238

8485
8708
8907
9082
9236

9370
9484
9582
9664
9732

9788
9834
9871
9901
9924

9943
9957
9968
9971
9983

9995

4

5160
5557
5948
6331
6700

7054
7389
7704
7995
8264

8508
8729
8925
9099
9251

9382
9495
9591
9571
9738

9793
9838
9874
9904
9927

9945
9958
9968
9971
9984

9997

5

5199
5596
5987
6368
6736

7088
7422
7734
8023
8289

8531
8749
8944
9115
9265

9394
9505
9599
9678
9734

9798
9842
9878
9906
9929

9946
9960
9970
9978
9894

9998

5239
5636
6026
6406
6772

7123
7454
7164
8051
8315

8554
8770
8962
9131
9279

9406
9515
9608
9886
9750

9803
9846
9381
9909
9930

9948
9961
9971
9979
9985

9999

5279
5675
6064
6443
6808

7157
7486
7194
8078
8340

8571
8790
8980
9147
9292

9418
9525
9616
9693
9756

9808
9850
9884
9911
9932

9949
9962
9972
9979
9985

9999

5319
5714
6103
6480
6844

7190
7517
7823
8106
8365

8599
8810
8997
9162
9306

9429
9535
9625
9699
9761

9812
9854
9887
9913
9934

9951
9963
9973
9980
9986

9999

5359
5753
6141
6517
6879

7224
7549
7852
8133
8389

8621
3830
9015
9177
9319

9441
9545
9633
9706
9767

9817
9857
9890
9916
9936

9952
9964
9974
9981
9986

9999
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+0000
+1187
+2315
+3330
+4184

+4841
+5278
+5486
+5469
+5245

+4839
+4290
+3635
+2918
+2180

+1457
+0781
+0176
-0341
-0760

-1080
-1302
-1436
-1492
-1483

-1424
-1323
-1207
-1073
-0934

-0798
-0070

y(2) =

+0120
+1303
+2422
+3423
+4259

+4895
+5309
+5495
+5456
-i-5212

+4790
+4228
+3566
+2845
+2106

+1387
+0717
+0120
-0387
-0797

-1106
-1320
-1435
-1494
-1480

-1416
-1317
-1194
-1059
-0920

-0669
-0051

+0239
+1419
+2529
+3514
+4332

+4946
+5338
+5501

+5440
+5177

+4740
+4166
+3495
+2771
42033

+1317
+06 54
+0065
-0433
-0832

-1132
-1336
-1453
-1495
-1475

-1407
-1305
-1181
-1015
-0906

-0552

-0036

Tabela C

Dziesi¢cioty sicczne

3

+0359
+1534
+2634
+3604
+4403

+4996
+5365
4 5504
+5423
+5140

+4688
+4102
+3425
+2697
+1960

+1248
+0591
+0011
-0477
-0867

-1156
-1351
-1469
-1496
-1470

-1399
-12)4
-1163
-1031
-0392

-0449

-0026

= — (X3 + 3x)ye

4

+0478
+1648
+2737
+3693
+4472

+5043
+5389
+5506
+5403
45102

+4635
+4038
J-3354
+2623
+1887

+1179
+0529
-0)12
-0521
-0900

-1180
-1365
-1467
-1495
-1465

-1389
-1232
-1154
-1017
-0879

-0359

-0018

5

+0597
+1762
42840
+3779
+4539

+5088
+5411
+5505
+5381
+5C62

+4580
+3973
+3282
+2549
+1815

+1111
+0468
-0094
-0563
-0933

-1203
-1380
-1473
-1495
-1439

-1389
-1270
-1141
-1003
—0865

-0283

-0012

+0716
+1874
+2941
+3864
+4603

+5131
+5731
+5502
+5358
+5021

+4524
+3907
+3210
+2475
+1742

+1044
+0408
-0146
-0605
-0964

-1225
-1393
-1478
-1494
-1453

-1370

1258
-1127
-0989
-0852

-0219
-0008

+0834
+1986
+3040
+3947
+4666

+5171
4-5448
45497
+5332
+4978

+4467
+3840
+3138
+2402
+1670

+0977
+0349
-0196
-0645
-0994

-1245
-1405
-1483
-1492
-1446

-1360
—1245
-1114
-0976
-0838

-0168

-0006

+0952
+2097
+3138
+4027
+4726

+5209
+5463
+5490
+5305
+4933

+4409
+3772
+3065
+2328
+1599

+0911
+0290
-0245
-0685
-1024

-1265
-1416
-1486
-1490
-1439

-1349
-1233
-1100
- 0962
-0824

-0127

-0004

+1070
+2207
+3235
+4106
+4785

+5245
+5476
+5481
+5276
+4887

+4350
+3704
+2992
+2254
-4528

+0846
+0233
-0294
-0723
-1052

-1284
-1426
-1490
-1487
-1432

-1339
-1220
-1086
-0948
-0811

-0095
-0002
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4.0

+11968
+11671
+10799
+ 9413
+ 7607

+ 5501
+ 3231
+ 0937
— 1247
-3203

-4839
-6091
- 6925
-7341
-7364

7043
-6441
-5632
4692
™3693

-2700
— 1765
-0927
-0214
+ 0362

+0800
+ 1105
+ 1293
+ 1379
+ 1385

+ 1330

+ 0218

Tabela D

PAIX) = "d@f® = (M — 6X2 +3) yl

=

+11965
+11609
+10682
-4 9250
+ 7408

+ 5279
+ 3000
+07 2
— 1454
-3383

— 4983
-6 93
-6986
-7361
-7347

-6994
- 6368
-5542
— 4593
-3592

-2603
— 1676
— 0810
- 0150
+ 0412

~+ 0836
+ 1129
+ 1306
+ 1383
+ 1382

+ 1231

+ 0165

Dziesieciotysieczne

3 4 5

+11956 +11941 +1 920411894 +11861 +11822+11777+11727
+11541 + 11468 +11388 +11304 +11214+11118 +11017+10911
+10434+10302 410165 +10024 +9878 + 9727 + 9572
+ 8910 + 8735 + 8556 + 8378 +8186 +7996 +7803
+6.56 + 5940 + 5721

+,0560
+ 9082
+ 7206

+ 5056
+ 2770
~+ 0487
— 1660
-3559

-5122
-6292
-7042
-7376
-7326

-6942
-6293
-5452
-4494
-3492

-2506
— 1588
-0774
-0088
+ 0,61

+ 0871
+ 1152
+ 1317
+ 1386
+ 1378

+ 1107

+ 0123

=+ 7001 + 6793 +6583

+6371

+4831 +4605 +4378 +4150 +3921
+ 2539 + 2309 +2078 + 1849 + 1620 + 1391 + 1164

+ 0265 4 0043 -O 76
— 1862 -2063 -22611
-3731 -3901 - 4066

-5257 -5389 -5516
— 6386 -6476 -6561
-7093 -7141 -7°85
— 7388 - 7395 —11-99
-7301 - 7274 - 7243

-6888 -6831 -6772
-626 - 6'37 — 6057
-5360 -5267 -5173
- 4395 -4295 -4 95
-3392 -3292 -3192

-2411 - 2316 - 2222
— 1502 -14 6 - 1332
-0700 - 0626 - 0554
-0027 - 0033 + 0092
+ 0508 + 0554 +0598

+ 0905 + 0937 4 0968
+ 1173 +1194 +1213
—+ 1328 +1338 + 1347
+ 1387 + 390 +1391
+ 1374 +1369 4 1364

+ 0969 +0829 4 0694

+ 0090 +0065 +0047

-0394
- 2455
-4228

-5639
-6642
-7224
— 7400
- 7209

-6710

5975
-5079
- 4095
- 3093

-2129
- 1249
— 0483
+ 0148
+0641

+0998
+ 1231
+1355
+1391
+1358

+0570

+0033

-06 |
-2646
-4387

-5758
- 6720
— 7259
-7396
-7172

-6646
-5891

-4183
-8995
-2994

-2036
-1167
-0414
+ 0204
=+ 0683

+ 1027
+1248
+ 1363
+ 1391
+ 1351

+ 0460

+0023

+ 3691 + 3461

- <825 -1037
- 2885 -3021
-4541 - 4692

-5873 -5984
- 6792 - 6861
-7292 - 7318
— 7889 - 7378
- 7+2 -7088

6580 -6511
-58(6 - 5720
-4886 -4789
- 3894 -3793
-2895 -2797

-1945 -1854
— ’086 -1006
— 0346 -0279
+ 0258 +0311
+ 0723 + 0762

—+°054 +1080
+ 1204 1279
+1869 + 1375
+ 1389 + 1888
+ 1345 + 1337

+ 0865 +0284
+0016 +0010



Ust. 32

(70) Tabela E
Funkcja S (2) Studenta (Metron Vol. 5 N 3, 1925)
Tysigeczne

t 71=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.0 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500
| 532 535 537 537 538 538 538 539 539 539
0 563 570 573 574 575 576 576 5717 571 577
3 593 604 608 610 612 613 614 614 614 615
4 621 636 642 645 647 648 650 650 651 651

0.5 648 667 674 678 681 683 684 685 686 686
6 672 695 705 710 713 715 716 717 718 719
7 694 722 733 739 742 745 747 748 749 7150
8 715 746 759 766 770 773 775 777 778 119
9 733 768 783 790 795 799 801 803 804 805

1.0 750 789 804 813 818 822 825 827 828 830
1 765 807 824 834 839 843 846 848 850 851
2 779 824 842 852 858 862 865 868 870 87l
3 791 838 858 868 875 879 883 835 887 889
4 803 852 872 833 890 894 898 900 902 904

1.5 813 864 885 896 903 908 911 914 916 918
6 822 875 89 908 915 920 923 926 928 930
7 831 884 906 918 925 930 934 936 938 940
8 839 893 915 927 934 939 943 945 947 949
9 846 901 923 935 942 947 950 953 955 957

2.0 852 908 930 942 949 954 957 960 962 963
2 864 921 942 954 960 965 968 970 972 974
4 874 931 952 963 969 973 976 978 980 98I
6 883 938 960 970 976 980 982 984 986 987
8 891 946 966 976 981 984 987 988 990 991

3.0 898 952 971 980 985 988 990 992 992 993
2 904 957 975 984 988 991 992 994 995 995
4 909 962 979 98 990 993 994 995 996 997
6 914 965 982 989 992 994 996 996 997 998
8 918  969- 984 990 994 996 997 997 998 998

4.0 922 971 98 992 995 996 997 998 998 999
2 926 974 988 993 996 997 998 998 999 999
4 929 976 989 994 996 998 998 999 999 999
6 932 978 990 995 997 998 999 999 999 1000
8 935 980 991 996 998 998 999 999 1000

5.0 937 981 992 996 998 999 999 1000
2 940 982 993 997 998 999 999 1000
4 942 984 994 997 998 999 1000
6 944 985 994 998 999 999 1000
8 946 98 995 998 999 999 1000

6.0 947 987 995 998 999 1000

Zadania i metody statystyki



Tabela F (dokonczenie)
Funkcja S (7)) Studenta (Metron Vol. 5 N3, 1925)

Tysigeczne

t 71=12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

0.0 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500
0.1 539 539 539 539 539 539 539 539 539 540
02 577 5718 518 578 578 578 5718 5718 578 579
03 615 615 616 616 616 616 616 616 616 618
04 652 652 652 652 653 653 653 653 653 655
0.5 686 687 687 688 688 688 688 688 688 691
06 720 720 721 21 ML 722 72 12 12 16
0.7 751 751 752 752 753 753 753 754 754 758
08 780 780 781 782 782 782 783 783 783 788
09 806 807 808 808 809 809 810 810 810 816
10 831 832 832 833 833 834 834 835 835 84l
I 853 854 854 855 856 856 857 857 857 864
12 872 873 874 875 876 876 8§77 817 877 885
13 890 891 892 893 893 894 894 895 895 903
14 906 907 908 908 909 910 910 911 911 919
LS 919 920 91 922 923 924 924 924 924 933
16 931 932 933 934 935 935 93 93 936 945
17 941 943° 944 044 045 946 946 947 947 955
18 950 952 952 953 954 955 955 956 956 964
19 95 959 960 961 962 962 963 963 963 97l
20 965 967 967 967 968 969 969 970 970 977
22975 976 977 977 978 979 979 979 979 986
24 982 983 984 985 985 986 986 986 986 992
26 988 988 989 990 990 990 991 991 991 995
28 991 992 992 993 993 994 994 994 994 997
30 994 994 995 995 996 996 996 996 996 999
3299 996 996 997 997 997 997 998 998 999
34 997 997 998 998 998 998 998 998 998 1000
3.6 998 998 998 999 999 999 999 999 999 1000
38 998 999 999 999 999 999 999 999 999 1000
40 999 999 999 999 999 1000 1000 1000 1000 1000
42999 999 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
44 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
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