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Œine mathematifdie Arbeit aus einem eng begrenzten ®ebiet in her 
geftfchrift unfers ßhjmnafiums bürfte тапфет Seilneljmer an her Jubelfeier 
befremblidj erfdjeinen. Slber vielleicht werben bodj einige mit Jntereffe an 
einem íoníreten Seifpiel Kenntnis bánon neljmen, weldje SBanblung unb 
Erweiterung bie matljematifdjen Seljraufgaben unfrer Sdjule in legier Jeit 
erfahren haben.

Sßäljrenb noch in ben fedjjiger Jahren ein namhaftes Seljrbuch ber 
©ijmnafialpäbagogif ben Sah auffteHte: „es fommt nidjt auf ein großes 
Quantum mathematifdjer Sïenntniffe an; bies ift hödjft fdjäblidj", unb fogar 
vorfdjlug, bie Staturwiffenfdjafteu im Sefjrplan ber (Sijmnafien ganj weg= 
julaffen — bie preufjifdje linterridjtoerwaltiing hat fid) freilidj földje 2lnfidjten 
nie ju eigen gemadjt — fo forberte bem gegenüber bie erhöhte Sebeutung, 
тоеіфе bie mathematifdj - naturwiffenfdjaftlidjen Jädjer für bas Kulturleben 
unb bie SBoljlfaljrt ber Voller gewannen, eine [tariere Betonung berfelben 
aud) im ©pmnafialunterricht. 11. a. würbe auch ber Stuf nadj Einführung 
ber Kegelfchnitte laut, fdjon wegen iljrer Sebeutung für bie 5ßl)t)fiE; ju es 
würbe fogar Pas Sdjlagwort gemünjt: „Kegelfdjnitte ; tein griedüfdjes 
Epercitium mehr!" Stun, ber erfte Seil biefer jorberung ift erfüllt; ber 
jweite nicht unb wirb für bas ©ijmnafium hoffentlich nie erfüllt werben, 
ba biefes bur<h eine berartige Söefdjränfung bes griechifdjen Unterrichts feine 
Eigenart unb einen tpauptquellpunft feiner bilbenben Kraft verlieren würbe.

Sie Sehrpläne enthalten über bie Kegelfdjnitte nur eine fürge Slngabe 
bes Seljrjiels unb geben über iljre ©urdjnaljme in ber Sdjule feine fpejiellen 
æorf$riften. SSie bie fDieljrjaljl ber gebräuchlichen öeljrbüdjer geigt, gefdjieljt 
iljre Setjanblung meiftens nach ben -Díetíjoben ber analijtifdjen (Geometrie. 
Jür Sfealanftalten ift bies ¡ebenfalls ber gewiefene SSeg, wenn audj etwa 
aufjer oiefem nodj anbere Sßege eingefdjlagen werben; für bas ©ijmnafium 
ift u. E. bie rein analrjtifdje SDÍetljobe nicht empfehlenswert, ba hier, oljne 
Slnleljnung an bie bem Schüler fonft geläufigen Kenntniffe, bie jur ®urdj= 
arbeitung unb Sefeftigung bes fßenfumS nötige ßeit feljlt. Sie Stealanftalteu 
lönnen unb folien fidj auf bem ®ebiet ber enalten gädjer weitere Jiele 
fejjen als bas ©rjmnafium; aber bie ßeljrer bes Unteren bürfen — woju 
fie infolge ber gemeinsamen Slrbeit in fßerfammlungen unb Vereinen fowie 



tn ben gadjjeitfdjriften unb burd) bie für beibe Schularten meift gemeínfam 
beftimmten Sehrbücher verfudjt iverben ïônnten — biefe weitergeljenben ßiele 
ber Kollegen an ben Diealanftalten nicht als bie ihrigen betrachten.

frühere SarfteHungen ber ©igenfdjaften ber ^egelfdjnitte j. B. von 
Grier unb Buchbinber entwickeln biefe nach Steiner’s Borgang auf fpntȘe= 
tifdjem SBege.*)  §ier erfcheinen alfo bie Äegelfchnitte alô bas Ergebnis unb 
ber Schluff bes planimetrifchen Unterrichts. Slnbere — fo fèoljmüller — 
gliebern fic ber Stereometrie ein, wo bie Betrachtung ber ebenen Schnitte 
bes ©plinbers unb bes Hegels auf fíe bmfüfjren, unb bie Anleitung jum 
perfpeftivifdjen Зеіфпеп räumlicher ©ebilbe — bie leljrplanmäfjig ben 
Schülern vermittelt iverben foil — weitere SlnfnüpfungSpuntte bietet. Grwäfjnen 
mir enblidj noch, baff bie Sel)re von ben ©leidjungen mit 2 Unbefannten 
burd) bie Äegelfdjnitte intereffante unb widjtige Aufgaben erhält, fo hätten 
wir bamit iurj ftijjiert, wie biefer guwadjs ber matljematifchen Sehraufgabe 
bes ©pmnafiumS in bie älteren Seile berfelben eingreift unb fich mit 
ihnen verknüpft.

*) ®ucf)binber (im «Programm ber SanbeSfdjute «Pforta 1878) verlangt babei, 
bah baS Spmnafium von ber anatytifdjen (Seometrie frei 5U taffen fei. Unfre Sehrpläne 
flehen infofern auf bemfelben Stanbpuntt, als fie einen „fpftematifchen Unterricht in 
analptifdjer Seometrie" auäfdjliefjen, aber fie forbern Ьоф mit «Redjt „bie Einführung 
ber «Schüler in ben wichtigen ü'oorbinatenbegriff".

Sie folgenbe Heine Sírbeit fdjlägt nun infofern einen eigenen 3öeg ein, 
als fie bie Seljre von ben Äegelfdmitten an bie formeln ber SreietfS= 
berechnung anfchliefjt, alfo bie Ableitung ber ^aupteigenfchaften berfelben 
wefentlid) auf trigonometrischem äßege verflicht. Slugewaiibt werben baju 
bie Beziehungen, bie zroifdjen fonfofalen tëegelfchiiitten befteljen. Bei biefer 
Behanblung tritt einmal bie ®leid)artigfeit ber meiften Sigenfdjaften von 
GUipfe unb ^pperbel beutlid) hervor, währenb fich bie jarabel als ®renj= 
fall jeber biefer Kurven barftellt, fobann wirb — was nach bem vorhin 
gefügten wichtiger fdjeint — eine engere Berbinbung hergefteüt jwifdjen bem 
©ebiet ber Sreied'Sbered)nung unb bein ber ßegelfdjnitte. Sabei werben 
nur bie Kenntniffc vorausgefegt, bie bem ©pmnafialprimaner geläufig finb; 
an einzelnen Stellen freilich, bie aber für ben llnterridjt woljl nicht in 
Betracht kommen, ift hiervon abgeroidjen. Sie gewonnenen -Jlefultate werben 
nur iurj aufgejählt, bie Slrbeit giebt alfo nicht etwa einen voUftänbigen 
Sehrgang.



žllipfe «ոծ Ijijperbel.

G’ù fei ABC ein ©reied mit ben Seitenlangen a, b, c unb ben 
äßindeln a, ß, y; fo ift C ein ghtnft ber ©Qipfe mit ben Srennpunften 
A nnb B, bereit grofje Sldjfe EF — 2ae = a-f-b ift. (Sbenfo liegt C auf 
einer Hyperbel mit ber ígauptadjfe 2ah=a — b, bie biefelben Srennpunfte 
A unb B mie bie (Sűipfe íjat. ЗЗе^еіфпеп mir bie Sängen ber 9îebenad)fen 
mit 2be unb 2bh, bie lineare ©jcentricität mit e, fo ift

1) 1 e2 = а2 — b2 = а2-f-b2 
unb bie Seiten bes SDreiect's finb

а = ае + ah, b -= ae — ah, c = 2e, 
woraus fidj für bas fßrobult ber 33rennftrai)leii ergiebt:

2) ab = а2 — а2 = b2 + b2.
Sejeidjuet man ben țjalben Umfang bes ©reieds mit s, fo ift, wenn 

a>b oorausgefe^t wirb:
s = ae + e, s — а = e — ah, s — b — e + ah, s — c = ae — e, 

alfo be = У s (s — c) unb bh = У (s — а) (s — b).
©er iynțjalt*)  bes ©reieds ABC wirb bann ausgebrudt burdj

*) íSurdj ©infíiíjrung ber (Sröfjen be unb bh geroinnen audj anbere gormeín ber 
Trigonometrie eine anjdjaulidje Sebeutung.

F be. bh
unb bie fèölje burdj

e
gär bie Slbfdjnitte AD = q, DB = p, meldje D auf AB beftimmt, 

ergiebt fidȘ ferner p2 — զ2 = а2 — b2 — 4ае ah, unb ba p + զ = 2 e ift, 

je nadjbem a 90°, fo ift p + q = —— unb p = e + wäljrenb
G G

für a = 90° p — ——- ift.

Sigur i.
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3)

u. f. го.

Il)

a unb b roaren

2

b h J b
/ , cos շ y = ֊ 

I ab խ
gormeln У ab nad; 2) поф erfefct roerben iann burd; f a2 — a2 — f b2e + b2, 

ferner, ans ben gormeln:
(a + b) : c — cos -I (a — /9) : sin | y, (a — b) : c = sin -֊- (a — /ï) : cos ֊ y 
beïommt man, roenn man bie für bie Seiten bes Sreiecfs geltenben 
Sejiefjungen unb bie formeln II) Ьеафіеі: 
III) cosf(a-/?) = ^.֊^, 8Іп|(а֊/9) = ֊

ï а,, . b
*ł<—»“ïhv.

Srennpunite unb Sangenten. Sie 33rennftra^len 
beftimmt burd;

3Säl;lc։t roir alfo AB ate x=3Id;fe, O aïs Slnfangspunft eines redjtroinííigen 
ÄoorbinatenfyfteniS unb ift OA bie pofitive 9tid)tung ber x=3Id;fe, fo roerben 
bie Æoorbinaten eines punîtes C il;ren abfoluten SSerten паф ausgebrüdt Ьигф 

а„ а, b b,
I) x = -e—h, y = -A_Ü.

e e
hieraus ergeben fid; mit ЯЗеафіипд non 1) fogleid; bie Wíittelpunftš= 

діеіфипдеп ber Clíipfe unb Hyperbel. Senn:
а2 I- b2 

b2 x2 H- a2 y2 = a2 b2. } = a2 b2
2 __  |-j2

b2 x2 - a2 y2 = a2 b2. ֊^֊° = a2. b2.

fyíír ben Sßinfel y in Ą ABC fínbet man entfpred;enb ben gormeln

a = ae + ah> b = ae — ah-
ЗЗегефпеІ man а1і паф I), f о roirb

4) а = аеЧ֊ —x, Ь^ае-~х.
, c ае

(Eliminiert man, um bie 83rennftral;len nad; einem fèyperbelpunft ju 
ftnben, ae — roir befd;ränlen uns burd;gel;enbs auf fünfte bes 1. Üua= 
branten — fo ift:

5) a=^֊x + ah, b֊-~x֊ah.
аь

gür bas Sßrobuf’t bér beiben паф einem fßunit ber (Sllipfe gezogenen 
39rennftral;len ergiebt (іф alfo:

ab ՝-■= (ae ~ ß2 X2),

А 
l'ab
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8)

gilt Ьіе fgrjperbeltangente ift analog: 
i b,2 x= ctg 24«֊č) = p- vł)

ah У

f _֊ 1 ylZ e2 x2 ՜ а4
1 К 7՜

nh = à У e2 x2 - а*.
ah

eines fünftes ber Gűipfen= refy, ber

— e2 x2 
b2 x 
a2e • У ՜

æermittclft III) ober III') (afíen [іф nun bie Sluêbrüde für bie Sängen 
ber Tangente (t), (Subtangente (t'), Normale (n) unb Subnormale (n') auf= 
[teilen. ®enn bie (SHipfentangente unb bamit bie fèrjperbelnormale bes 
fünftes C bilbet alé fgalbierun gê linie*)  bes 2Iufíeniviuíelê C mit ber х=ЗІф[е З’йі։г 1- 
ben — fyfyen — 2Sintel ~ (a — ß\ mäljrenb bie ^pperbéltangente unb 
bamit bie (SHipfennormale mit iíjr ben äßinfel 90° — У (a — /S) bilbet.

So ift: 
у bh  у Ьѳ 

6) te — nh — sjn 1 (a — ~ah^a^’~ n« ՜ cos-֊(a — jS) ~ ае » а^

ober: 
t  1 у/ а*  — e2 x2 

be x
 

У ае ֊ е2 X2 , 
ае

ЗЗе^еіфпеп mir bie ^oorbinaten
^yperbeltangente mit Ș unb т?, fo lautet bie ©leidjung ber erfteren:
’) ^ = ^<0-« = ^,

roorauê [іф unter ^erüdfiefjtigung ber ÎDÏitteIpunïtêgleidjung ber ©Hipfe (3) 
bie üblidje gorm ergiebt.

У -У 
 К-х

mäfírenb berfelbe Stusbrucf für bie ^pperbel lautet:

ab = ֊ (e2 x2 — ar).
ah

Taburd) laffen [іф unter föenu^ung von I) bie formeln III) folgcnbcr= 
mafíen auêbrüden:

а2
cos ± (a — ß) = — --------------

2 Ч ť aj ֊ e2 x2

III') sin |(a-^) = be.֊

tg y (a — 0) =

У x
~ b. . -— —

"|/ e2 x2 — aj
 Վ У

bh y e2 x2 — aj 
չ2 z

֊b2՛ x՛

*) ®iefe ©igenfdjaften ber Sangenten werben alfo norauSgefe^t ; fie finb eoent. 
elementar=geometrifd) ju beroeifen.

”) ЭЛап ïann btefe ©rőrterungen aud) an bie gigur ber Serütjrungsïreife be§ 
®reied§ anîniipfen. Ջ- ®-: ®ie tangente ber (ïllipfe CTe geïjt burd) bie UJlittelpunïte 
ber ben Seiten а unb b »on Д ABC anbefdjriebenen greife Ма unb Mb. Seijtere funíte 
liegen auf ben Sdjeiteltangenten ber (Stlipfe, unb bie Stabten biefer Greife finb:



8 —

9) о’

10)

Ье Ьц Ьѳ bh
(>а = —  , (>b = i я . СТе fdjneibet bie y^djfe auf bem um Л ABC umbe*

11 h I e be Հ
fdjriebenen Steife, unb eg ift OR = у ((>a 4՜ eb ) - ՜ս— —---- , — eine SBejieljung, bieDh У
audj jur 3tuffteKung ber (Sletdjung bet Sangente bénult werben iann. ätnatogeg gilt 
für bie Çpperbeltangente. ferner taffen frei) bie — audj bem ©pmnafiatfĄUter getäufigen 
— fjarmonifdjen ©igenfdjaften ber OTttelpunite ber 53erüíjrungsíreife auf bie Sangenten 
non SUipfe unb Șpperbel übertragen; u. a. m. 5. 53. RC . CTe — CS . CTh = ab.

ATh = -TŤľT = b—• a + b ae
e

®ie Sßrojeition biefeâ 3Ibfdjnittê auf AB ift b 7՜ cos a, alfo finbet man: 
ae

b = b — cos a + p„.
ае

güfirt man für a feinen îïebenminïel y ein, fo ergießt fid; bie auf 
ben Srennpunft A bezogene fßolargleidjung ber ©llipfe:

^ällt man non A unb В auf bie ©angente ber Sllipfe bie Sote 
Pe' unb pe", fo ift:

pe' — b cos ý y։ pe" — а cos ֊ у, alfo nad) II)
b b а b

Pe' = —, Pe" = Pe' ֊ Pe" = Ье> 
f ab у ab

unb bie ©angente ljat non 0 ben 3Ibftanb:
, a» b„

de = 4(Po' + Pe") = ֊ •
1 ab 

Slnalog ift für bie ^pperbel:
, b bh а b.

Pi/ = b sin у у = ֊—, ph" - а sin у у = — 
у ab у ab

a,, b,Ph'-Ph" = b*,  dh = ^h.
Y ab

2öir projizieren ferner bie Normale ber (SHipfe CTh auf einen ber 
Srennftrațiien, fo ift bie fßrojettion pe = n0 cos ֊ у, alfo nad) II) unb в) 

b2
Ա) p«=ť՜

ае

b. í), gleidj bem ^albparameter ber ©ffipfe.
(Sbenfo ift bie fßrojeftion non nh auf b:

1 b2 
Г2) ph = nhsinyy = —.

**h

CTh teilt AB innen im æerljâitnis ber beiben Seiten b unb а, 
baljer ift:
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13) e
1 + a cos Գ

b. c SSir projizieren in gleicher SBeife ATe — ֊Լ_
e

auf b, fo ifi
e

b = ph — b — eos a. Díebmen mir für bief e CBIeicȘitng bie pofitive ăîidjtung 
ber x-2Idife nadj ber ju A gehörigen Seitlínie ber fépperbel, alfo non O nadj B 
gerietet, fo ifi:

, рь
14) b e

1 4֊ — COS țp

konjugierte © u r dj m e f f e r. SEßir verbinben O mit C unb jieljen 
Ьигф O einen ber tangente CTo parallelen ©urdjmeffer ber (SHipfe 2a'e 
OC= b'e möge mit AB ben fpițșen íöint'el e bitben. Sann ift, ba b'e eine 
Seitenbalbierenbe in A ABC ift:

15)
b't = j(a2 + b2)֊ (֊)2 = а2 + а2 - e2 = b2 + а2*)

cos e = tge =
be bh

ае аh

kennen mir ben SBiníel, ben 2а'е mit ber pofítiven fRidjtung ber 
x-Sld)fe biíbet, #, fo ifi tg# = — tg -1֊ (a— ß). Silfo ift entfpredjenb III) 
ober III')

b2
16) tg e . tg # = — -у.

ае
©as ift bie Sejiețjung, bie jraifdjen 2 ïonjugierten ©urdjmeffern einer Êttipfe 
befielt

Sejeidjnen mir bie koorbinaieit ber Sdjnittpunfte bes ©urdjmeffers 
2а'ѳ mit ber ®Hipfe mit Ș unb i¡, fo ift g = + a'e cos y (a — 0), 
H — + a'e sin y (a — ß), roeldje Söerte mir in bie (Öleidjung (3) ber 
©Hipfe einfețșen.

cos2 ֊ (a — ß) sin2 y (a — ß) 1
—Ч2—ձ +— b2 ober nací> ш)

Ч . ah 1
е2 ab ՜* e2 ab а'2 ’

woraus, ba e2 = а2 -f- b2 ifi, folgt:
17) а'2 = ab.

*) 3Iu§ biefer unb ber folgertben formel für cos t> iann inan burci) Élimination 
oon ah bie auf ben -âJlittelpunït bezogene фоіагдіеіфипд ber (SHipfe ableiten.
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gtgur 2.

20)

(Srfețjen mir bie redjte Seite biefer ßfleidjung burd) a2 — Վ (2) unb 
abbieren b'2 — b2 4֊ fo erhalten roit:

18) a'2 + b'2 -=Վ + b2.
Slehmen mir bie beiben fonjugierten Surdjmeffer alé Sldjfen eineô 

fdjiefroiniligen ßoorbinatenfpftemâ unb bejeidben bie Äoorbinaten mit u unb 
V, fo ift: 1

x = u cos i (a — (9) 4- v cos e, y = — u sin ~ (a — ß) 4֊ v sin e, 
ober mit Slnnienbung ber formeln III) unb 15)

v u а, v b.
f =--- 7^ + Ժ’ “"°be eýab ebe

(ah + bh)>

ae e y ab 
X2 y2 

1=í+4 

woraus fid) mit Serildfidjtigung oon 1) unb 17) ergiebt :
u2 v2

19) -^r + -bȚ= L

®er fpifee SBinfel, ben bie ïonjugierten Surdjmeffer bitben, fei we, fo 
ifi œc = j(a—/9)4-е, woraus man raieber mit Slmoenbung oon III) unb 
15) unb unter 33crüdfid)tigung von 1) unb 17) finbet:

ae b ah bh

sin ՜ a7!?՜’ cos ш°= ãTF’ al՝°
ее ее

x nbh vah
-=—+8«K’

та(аг+ь‘*+?ь4“1

a'e b'e sin coe == ae be.
2Iuf analoge SSeife erhält man bie Sejieljungen jroifchen ben tonju= 

gierten ©urdjmeffern einer §r;perbel, bie fidj oft aus bem früheren fogleid) 
baburd) ergeben, baff

а b = a* 2 unb œe 4՜ æh — 90° ifi.
SI f r; m p t o t e n ber $ p perbe l. Sßir bef dereiben mit e um 0 einen 

Äreiâ unb errieten auf ber x-Sldjfe in ben Scheiteln her ^pperbel bie Sent= 
rechten, fo beftimmen bie Sdjnittpunfte berfelben mit bem Greife unb 0 bie 
„SIfpmptoten". Sie ju x gehörige Srbinate ber Slfpmptote DI —Y ift 
bann ju berechnen aus:

Y : x — bh : ah, alfo nach (Sinfefeung non x aus I) ift:
a„ b,Y = _ e 11

e
©erfelbe Sßert ergiebt fidj, wenn man bie Drbinate bes ©ttipfen« 

punfté C bis jum Scfjnittpunlt mit bein um 0 mit аѳ betriebenen Greife uer^ 
längert. Senn bie ^reiâorbinate ift / а2 — x2, baljer nach ©infefcung non x 

b
aus I) audj gleich 9 Л Ser (Snbpunft ber ^reisorbinate liegt baher 

auf ber Slfpmptote.
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21)

ferner ift:

Y —
a„ b, b b. b.----- А_А = _А(а _b).J g g g '՜ ѳ e

b.
Siüdt ber gJunít C auf térfélben <gpperbel vor, fo betfält —feinen 

ïonftanten entließen SBert, wäljrenb ae — be gegen SluK ïonvergiert. Slfginptote! 
b

Y + y = -^ (ae + be), alfa Y* 1 2 ֊ y2 - b2.

*) ®ieâ Iäfit fid) für unfern 3n>eá am IeicȘteften jeigen, wenn inan auf AC audj 
паф oben 2ae bis B' abträgt. Sann ift AB' = AB", Re В = Re B' — Re B", alfo 
Re A-L-B'B".

•’) 9ludj ber SIbftanb AR'e läfjt fid) leidjt trigonometrifd) berechnen:
12А R'e = b sin a ctg - у = _ <L֊

2 e

33e¿ei<hnet man ben Slfpmptotenwiníeí, burd) ben bie x-Sldjfe geht, mit 
2e0( fo ift:

К 8li • n 2 ah

sin eo = T’ C0S e° T Տ1Ո 2e° ՜՜օ2—
$ür bie auf bie Slfpmptoten aló Sldjfen bezogenen ^oorbinaten u unb 

v ergeben fid) bann aus ber gigur Ieidjt bie S3e¿iel)ungen 
sin e0 = 4 (Y — y) : u = y (Y + y) : v.

2Ilfo ift nad) bem nötigen:
u = у (а„ — be), v = |(ае - I- be) unb 

uv = 4(a2—է2)—֊ e2

22) uvsiii2e0 = ֊ahbh.
Ջ ei t lini en. SBir verlängern CA bis ¿um ¿weiten SDurcbftf)nittô= 

punît Cj mit ber (SHipfe unb ¿iel)en burd) Ci bie tangente, inbem wir 
2ae auf AC non A bis B" abtragen unb auf BB" bie 9Jïitteïfenïred)te errieten, 
æom Sdjnittpunït ber beiben Tangenten Re wirb Re R'e -t- AB gefällt, unb 
von C aus CHe֊LReR'e gezogen. ®ann ift ReA ֊ւ CCr.*)  ®a alfo 
ACHeRe ein Seljnenviered: ift, fo ift Հ CHeA — 4- CRSA — ֊ y unb 
4 H AG = Հ HRC = 90« - Ily-)). Silfo ift nad) bem (Sinus» 
fafeinAACHe:

С A : CHe sin 4 / : cos | (a - /?), 
unb ba bie red)te Seite biefer ©leidiung — c:(a + b) ift, fo ergiebt fid):

23) CA : CHe — e : аѳ.
ReR'e ift bie ¿urn S3rennpunit A gehörige Beitlinie ber (Sűipfe.**)

2Bir verfahren in analoger SBeife bei ber fèpperbel, inbem wir bie 
Tangente in bem ißunit an biefe ¿ieí)en, in weldjem fie von CA ¿um ¿weiten 

gigur 3.

gigur 4.
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gigur 5.

alíate gefchnitten roirb. der bem funíte Re entfpredjenbe ^untt Rh Hegt 
bann auf ber fèalbierungâlinie non y unb auf ber Verlängerung con R„A, 
unb eö ergießt fid) aus ACHhA:

24) CA:CHh —e:ah,
b. í). HhRh ift eine Seitlinie ber ^pperbel.

2luś 23) unb 24) folgt
HeC:OHh=ae:ah = tg|(a + ^):tgl^ ֊ ß).

SSirb bațjer СВЦАВ, b. í). ift / — O, y = 180° — a, fo wirb 
He C = C Hh. 9lu§
C A : CHe — sin A y ; cos ֊ (a — (?) U- CA:CHh= cos շ- y : sin A (a — ß") 
folgt banu, bafś CA = GHe unb CA = CHh ift.

Sluö ber Gllipfe unb ber ^pperbet entftel)t je eine Яигѵе, bereu fünfte 
von einem feften fßunit A unb einer feften ©eraben R6R'e refp. R։iR'h 
gleidje ©ntfernung hoben — eine jarabel.

Sie Parabel.
daCTx^HxCA halbiert, ba ferner CA = CHi unb СНхЦАТх 

ift, fo ift TiACHt ein Vhombuè, unb ebenfo AT2H2C unb Tx ACHx A? 
AT2H2C.

$E)re diagonalen hoben bie Sänge:
CTx = 2b cos ֊ a unb CT2 — 2 b sin ~ a. Silfo ift: 

A R'x — 2 b sin2 — a, A R'3 = 2 b cos2 A a, 
гоеіфе SBerte fid) aud) ergeben, menu man in ben für bie @üipfe refp. 
^pperbel geltenbeii SInsbrücten (vergi. Slum. 2 S. 11) ß = o fefet. Vejeid)neu 
mir AR/ mit pt, AR/ mit p2, fo ift:

Px = 2 b sin 2 А a — b (1 — cos a), p2 — b (1 -/ cos a).
Ved)net man tjierïn roieber biejenige Vidjtung ber x-2ldjfe, bie nad) 

ber Seitlinie gerichtet ift, ate bie pofitive, fo lautet bie fpoIargleiĄung ber 
jarabel: 

ein Vefultat, baö fidj mie früher auch Ьи^Ф fßrojettion non CT2 unb AT2 
auf AC ergeben mürbe.

@â fei nun E ber Slnfangåpuntt eines redjtivinfligen ^oorbinatenfpftems 
unb EA bie pofitive Vidjtung ber x-3ld)fe. da

TxD — AR'2 = p2 unb T2D — AR'x — Px
ift, unb Tx D burdj E holbiert wirb, fo ergeben fid) aus ber ^igur bie dranâ= 
f ormationêgleidnin gen :
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1/ Pl
1 Рз

Pl

í

Pl

COS у Ո
Pl ՜է՜ Pe

Pl cos ֊- «

26) X = f p2, y2 = P1p2.
Gliminiert man baraus p2, fo finbet man aís $феіІе!д Іеіфппд ber fßarabel :

27) y2 = 2px.
У — У

2 p i p ťr
y, + y„=tS7« = 7, «h» 

y = 4 (y' + y"),
b. ï), ber Ьигф C gefjenbe Su^meffer halbiert bie ju ber Sangente parab 
leien Seinen ber фагаЬеІ, ein Sîefultat, bas fiel) аиф burd) Setradjtung 
ber entfpredjenben Sâțșe über bie ©ttipfe ober bie Hyperbel ergiebt.*)

aSetter ifi: tg 2 « - T D - - y

Sie ®leidjung ber Sangente tjeifjt baijer:
У _ P

Ș-х y
ober mit SBerüdfidjtigung non 27)

28) îj У = P (Ș + x).
CTX unb CT2 laffen fid) аиф aus bem гефІшіпШдеп Sreied TXCT2 

Ьегефпеп, in bem
Ti T2 — 2b — pt I֊ p2 ift. Зійтііф

c Tx = f p2 (P1 + p2), C T, = / Px (P1 + p,), 
woraus Пф weiter ergiebt: 

• 1 У 1/ Plsin y a = —

sin y a — ■—¡-֊------  .--------- ,
2 r Р1-Г2Х ]/p2-{-y2

1/ 2x
’P1+2X ]/pJ+y2

Сеіфі ergeben ПФ nun bie Sängen ber Subtangente unb Subnormale, 
wie ПФ überhaupt bie @ідеп|фа^еп ber Sangente, bie im Unterst juerft 
mitgeteilt werben, aus ber gigur апіфаиііф ablefen laffen.

33е§еіфпеи x'y', x" у" bie ^oorbinaten jweier fünfte auf ber jarabel, 
fo ift bie ©(еіфипд itjrer SBerbinbungsgeraben:

''֊^У+г 1Տ՜Ո
Soil bicfelbe ber Ьигф ben ghtntt x,у gefjenben Sangente paradei 

fein, f o ift:

= ]/—у—-, ober 
' Pl 4- Pi

у

*) So finbet man aus 20) S. 10 für ben Konjugationâroinïet ш ¿meter ïonjugierten 
íSurdjmeffer einer (SUipfe tg ш . tg Л (а — ß) = ctg2 -1 у, roorauS für ß = о, у — 180° — а 
folgt: tg œ — tg У а, тоЬигф fid) geigt, bafs ber Șparabelburdjmeffer СНз bem 
©ttipfenburdjmeffer CO entfpridjt



ЗВіг nehmen bie Sangente unb ben ®ur<$mefíer burd) C aís Sïdjfen 
eines fd)iefwintiigen ÆoorbinatentyftemS (u, v), fo ift für beu фипй x',y' 
ber jarabel:

x' = x + u + v cos v « = x 4- u + v -, У
Ур2+у2

. . . P
/ = y + v sm y a = y 4-y

ГР2 + У2
2Bir fejjen biefe 2Serte in bie ^ßarabelgleidjung 27) ein, fo erhalten wir: 

ѵ3 • р2^_у2 = v2sinż| a = 2pu.

Յէսո war p = 2b sin2 ֊ a, alfo ergiebt fid):
30) v2 —4bu,

wo b nodj burd) ben iljnr gleidjen Slbftanb bes punîtes C von ber Seih 
linie erfefet werben fann.

Aufgaben.
9Sir erwähnen nodj einige Aufgaben, bic fid) an bas oorige íeidjt 

anfdjliefjen laffen.
1. Ser geometrifdje Ort ber Wtittelpunfte jebes ber Serüfjrungsïreife eines 

Sreiects ift ju beftintwen, beffen (Srunblinie c = 2e unb Seitenfummc 
а + b = 2аѳ gegeben finb.*)

*) æergt. <Saltnon=Ș։ebÎer, Äegelfdjnitte I. ®b. S. 345. 6. 3lufl.

Sie Spițe bes Sreiecfs muf։ auf ber in gig. 1 gewidmeten (SHipfe 
liegen. Sie SWitteïpunfte ber ben Seiten AC unb ВС anbefdjriebenen Greife 
Мъ unb Ма liegen — ber Slbftanb ber auf ber ©runblinie befinblidjen 
Serüljrungspuntte ift а 4՜ b — auf ben ©eraben x = + ae. Sinb £ unb у 
bie Äoorbinaten bes Wîittelpunfts bes A ABC einbefcbrtebenen Greifes, fo ift 

§ = |(a-b) = ah, = аЬеД .

Silfo ift nad) I)
ex e у

s = X ””ь’ = Х+^-
Sețt man bie hieraus für x unb y berechneten SSerte in bie 9Jîittel= 

punftsgleidjung ber (SHipfe ein, fo ergiebt fiel) für ben gefudjten ört eine 
ѳ b

saipfe mit ben ßalbacbfen e unb —Sind) ber 3)Httelpunft bes. ber Seite 
_________ ае I e






